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Введение

Актуальность темы. В условиях современного мира, когда компьютеры
управляют многочисленными критически важными аспектами жизни челове
ка, доказательство корректности программного кода все больше превращается
в необходимость. Объём кода в ядрах операционных систем, драйверах раз
личных устройств, инструментах и библиотеках растет, вопросы его качества
становятся всё более насущными. При этом доказательство корректности ко
да вручную не представляется реалистичным выходом из ситуации, так как
требует слишком больших трудозатрат.

В последние 15 лет активное развитие получили подходы, которые приве
ли к появлению SMT-решателей — инструментов эффективного поиска моделей
для формул теорий логики первого порядка, используемых для автоматическо
го доказательства теорем [1]. SMT-решатели оказались эффективными для ста
тического анализа кода и автоматического поиска ошибок и используются в
таких подходах, как символьное исполнение (Symbolic Execution) [2] и ограни
ченная проверка моделей (Bounded Model Checking) [3]. Они также могут быть
использованы для автоматического поиска ошибок и уязвимостей в коде, для
генерации тестовых данных для обеспечения высокого уровня покрытия [4].
Однако применение SMT-решателей для формальной верификации программ
сталкивается со значительными трудностями.

Большинство современных подходов к верификации, включая вывод ин
дуктивных инвариантов программ, может быть сведено к поиску символьных
моделей для систем дизъюнктов Хорна с ограничениями, сформулированными
в теориях первого порядка. Это позволяет использовать решатель дизъюнктов
Хорна с ограничениями в качестве переиспользуемого ядра верификатора.

Дизъюнкты Хорна с ограничениями [5] позволяют моделировать програм
мы в виде набора логических импликаций. При этом проверка корректности
программы сводится к проверке выполнимости дизъюнктов в некоторой тео
рии. Примечательно, что интерпретации, в которых выполняется система дизъ
юнктов, соответствуют инвариантам моделируемой программы.

В настоящее время существуют высокопроизводительные решатели си
стем дизъюнктов Хорна (далее — Хорн-решатели), такие как Spacer [6],
Eldarica [7], Qarmc [8], HoIce [9] и FreqHorn [10], использующие SMT
решатели для проверки выполнимости ограничений (в частности, Z3 [11]).
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Были также разработаны эффективные верификаторы, использующие решате
ли дизъюнктов Хорна для автоматического доказательства утверждений кор
ректности программ на различных языках программирования (SeaHorn [12],
JayHorn [13], AdaHorn и нек. др.). Эти верификаторы показывают хорошие
результаты на различных соревнованиях (например, SV-COMP [14]), а также
на практике.

Система дизъюнктов Хорна с ограничениями называется линейной, ес
ли в посылке каждого правила находится не более одного вхождения неинтер
претированного символа; в противном случае система называется нелинейной.
Как показывает практика, большинство существующих подходов к решению си
стем дизъюнктов Хорна с ограничениями эффективны для линейных систем,
но плохо справляются с нелинейными системами. В то же время нелинейные си
стемы естественным образом возникают на практике как условия верификации
свойств безопасности (т.е. свойств, опровергаемых конечными исполнениями
программы), нетривиальных программ с множественными вызовами рекурсив
ных функций и функций с циклами, а также хорошо подходят для специфика
ции свойств гипербезопасности программ.

Степень разработанности темы. Исследования по построению эффек
тивных подходов к выводу символьных представлений моделей систем дизъ
юнктов Хорна активно проводились, начиная с 2000-х годов. Дизъюнкты Хор
на с ограничениями стали активно изучаться с появлением логического про
граммирования в ограничениях (Constraint Logic Programming) [5]; пионером в
этой области является J. Jaffar. Наиболее известными Хорн-решателями явля
ются Spacer (N. Bjorner, A. Gurfinkel, Microsoft Research, США), Eldarica (P.
Ruemmer, Швеция), Qarmc (А. Рыбальченко и K. McMillan, США), FreqHorn
(Г. Федюкович, США), HoIce (A. Champion, N. Kobayashi, Франция и Япо
ния). Подход PDR к решению систем дизъюнктов Хорна, предложенный A.
Bradley, является на сегодняшний день одним из самых эффективных. Он ос
нован на идее достижимости, направляемой свойством (Property-Directed
Reachability) [6,15,16] и реализован в известном Хорн-решателе Spacer. В рам
ках данного подхода итеративно строится серия индуктивных усилений свой
ства безопасности, что обеспечивает композициональный вывод символьных мо
делей без раскрутки отношения перехода системы. Как показали результаты со
ревнований CHC-Comp 2018, этот подход хорошо справляется с построением
решений линейных систем, однако на нелинейных системах он работает хуже.
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Одна из сложностей решения нелинейных систем дизъюнктов Хорна за
ключается состоит в том, что часто их символьные модели оказываются непред
ставимы в теориях первого порядка, используемых Хорн-решателями. При этом
у некоторых систем существует теоретико-множественная модель, но не суще
ствует символьной модели, представимой в языке ограничений. Эта проблема
фундаментальна и связана с компромиссом между разрешимостью и вырази
тельностью теории, используемой Хорн-решателями. Например, арифметика
Пресбургера разрешима, но в ней представимы лишь полулинейные отноше
ния [17], в то время как арифметика Пеано полна для представления моделей
систем дизъюнктов Хорна, но неразрешима [18, 19]. Поиск эффективного под
хода, который мог бы справиться с этими трудностями, при этом наследуя эф
фективность подхода PDR, остается открытой проблемой.

С 2015 года было сделано несколько попыток построить эффективный по
ход к решению нелинейных систем дизъюнктов Хорна с ограничениями. Неко
торые подходы строят серию линейных приближений нелинейной системы (B.
Kafle, J.P. Gallagher) [20, 21]; как правило, они не полны и плохо масштабиру
ются. Более удачные попытки были предприняты в 2017-2019 годах на основе
обучения с учителем для предугадывания структуры символьных моделей (P.
Garg, C. Löding, P. Madhusudan, D. Neider, A. Champion, T. Chiba, N. Kobayashi,
R. Sato) [9,22]. Однако они также не справляются с вышеупомянутой проблемой
непредставимости моделей системы. Также существуют походы к синтаксиче
ской трансформации системы дизъюнктов, упрощающие структуру её моделей
(E. De Angelis, F. Fioravanti, A. Pettorossi) [23, 24]. Такие подходы частично ре
шают проблему непредставимости моделей, но все их реализации на сегодняш
ний день раскручивают отношение переходов, и вследствие этого порождают
систему экспоненциального размера.

Нелинейный дизъюнкт можно рассматривать как реляционную специфи
кацию [25] корректности, т.е. спецификацию, описывающую отношение между
входами-выходами нескольких подпрограмм, а не поведение каждой из них по
отдельности. Подходы к доказательству таких свойств изучаются в области,
называемой реляционной верификацией программ.

Один из основных подходов реляционной верификации состоит в сведении
к задаче верификации функциональной спецификации одной программы путём
построении программы-произведения (G. Barthe, J. M. Crespo) [26] с примене
нием различных подходов к выбору отношения переходов этой программы (A.
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Gurfinkel, R. Sharma, S. Shoham, Y. Vizel) [27]. Существуют подходы к реляци
онной верификации, основанные на синтаксических преобразованиях дизъюнк
тов Хорна, развиваемые группой исследователей E. De Angelis, F. Fioravanti, A.
Pettorossi и M. Proietti [23,24]. В России и странах бывшего СССР реляционной
верификацией занимались, в основном, в контексте проблемы эквивалентности
программ. Можно выделить работы следующих исследователей: В.М. Глушко
ва, В.А. Захарова, A.A. Летичевского, A.A. Ляпунова, Р.И. Подловченко, В.К.
Сабельфельда, Ю.И. Янова и других [28].

Решение задачи по адаптации подходов реляционной верификации с ис
пользованием PDR-подхода могло бы существенно повысить работоспособность
Хорн-решателей для нелинейных систем.

Целью данной работы является разработка эффективного подхода для
решения нелинейных систем дизъюнктов Хорна с ограничениями. Для её реа
лизации были сформулированы следующие задачи.

1. Исследовать проблему представимости моделей систем дизъюнктов
Хорна с ограничениями и разработать преобразование нелинейных си
стем, ослабляющее форму символьных моделей и упрощающее их по
иск.

2. Предложить новый вид решений систем дизъюнктов Хорна, который
будет представим в языке ограничений для большего множества си
стем, чем классические символьные модели.

3. Разработать и реализовать алгоритм автоматического построения та
ких решений систем дизъюнктов Хорна.

4. Провести экспериментальное исследование полученных результатов.
Соответствие диссертации паспорту специальности. Постановка

цели и задач исследования соответствует следующим пунктам паспорта спе
циальности 05.13.11: модели, методы и алгоритмы проектирования и анализа
программ и программных систем, их эквивалентных преобразований, верифи
кации и тестирования (пункт 1); языки программирования и системы програм
мирования, семантика программ (пункт 2); программные системы символьных
вычислений (пункт 5).

Mетодология и методы исследования. Методология исследования ба
зируется на подходах информатики к формальной верификации программ. В
работе используется формализм логики первого порядка с семантикой в сти
ле Тарского. Программная реализация теоретических результатов выполнена
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на языке C++ на основе кодовой базы SMT-решателя Z3 и Хорн-решателя
SPACER.

Основные положения, выносимые на защиту.
1. Новый подход к синтаксической синхронизации систем дизъюнктов

Хорна с ограничениями первого порядка, доказательство его коррект
ности.

2. Алгоритм CHCproduct, реализующий синхронизирующее преобразо
вание дизъюнктов Хорна с ограничениями, доказательство его коррект
ности, завершаемости, анализ сложности.

3. Понятие реляционного сертификата выполнимости и теорема о том, что
если у системы существует реляционный сертификат выполнимости, то
она выполнима.

4. Алгоритм RelRecMc для автоматического, направляемого свойством,
построения реляционных сертификатов выполнимости для систем
дизъюнктов Хорна с ограничениями. Доказательство его корректности.

5. Реализация алгоритмов CHCproduct и RelRecMc в SMT-решателе
Z3. Экспериментальное исследование данных алгоритмов на различ
ных тестовых примерах, включающих условия верификации свойств
безопасности и реляционных проблем верификации свойств гипербез
опасности.

Научная новизна результатов, полученных в рамках исследования, за
ключается в следующем.

– Впервые было введено и формально описано синхронизирующее преоб
разование дизъюнктов Хорна, а также доказана его корректность.

– Впервые введено понятие реляционного сертификата выполнимости в
терминах решения нелинейных систем дизъюнктов Хорна с ограниче
ниями.

– Предложен новый алгоритм автоматического вывода реляционных сер
тификатов выполнимости RelRecMc, обобщающий известный алго
ритм RecMC и улучшающий его поведение на нелинейных системах.

Теоретическая и практическая значимость работы. Диссертацион
ное исследование предлагает новый метод синхронизации нелинейных систем
дизъюнктов Хорна с ограничениями, частично решающий проблему непредста
вимости символьных моделей систем дизъюнктов в языке ограничений.
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Практическая значимость работы заключается в создании и реализации
алгоритма автоматического вывода реляционных сертификатов выполнимости,
который может быть использован для доказательства корректности программ
ного кода относительно произвольных свойств безопасности или гипербезопас
ности первого порядка, автоматического аннотирования императивных про
грамм в декартовой логике Хоара, для вывода уточняющих типов функцио
нальных программ, доказательства эквивалентности программ и т.д.

Степень достоверности и апробация результатов. Достоверность и
обоснованность результатов исследования обеспечивается формальными дока
зательствами, а также компьютерными экспериментами. Полученные результа
ты согласуются с результатами, установленными другими авторами.

Основные результаты работы докладывались на следующих научных кон
ференциях и семинарах: внутренний семинар университета Вашингтона (14 де
кабря 2016 года, Сиэтл, США), конференция LPAR-2017 (7-12 мая 2017, Маун,
Ботсвана), внутренний семинар ИСП РАН им. В.П. Иванникова (14 июня 2019,
Москва, Россия), конференция ECOOP-2019 (15-19 июля 2019 г., Лондон, Вели
кобритания), открытый семинар PSSV-2019 (1–2 июля 2019, Новосибирск, Рос
сия), конференция FMCAD-2019 (22–25 октября 2019, Сан-Хосе, США), внут
ренний семинар ИСИ СО РАН (21 ноября 2019, Новосибирск, Россия), внутрен
ний семинар ВШЭ (19 декабря 2019, Москва, Россия).

Публикации по теме диссертации. Основные результаты по теме дис
сертации изложены в семи печатных работах, зарегистрированных в РИНЦ.
Из них две статьи изданы в журналах из “Перечня рецензируемых научных
изданий, в которых должны быть опубликованы основные научные результаты
диссертаций на соискание ученой степени кандидата наук, на соискание ученой
степени доктора наук”, сформированного согласно требованиям, установленным
Министерством образования и науки Российской Федерации. Три статьи опуб
ликованы в издании, входящем в базы цитирования Scopus и Web of Science.

Личный вклад автора в публикациях, выполненных с соавторами, рас
пределён следующим образом. В работе [2] вклад автора заключается в пред
ложении исчисления символьных куч и сведению поиска пространственных ин
вариантов к решению систем дизъюнктов Хорна с ограничениями; соавторы
участвовали в обсуждении идей, постановке экспериментов, разработке алго
ритма сведения для произвольных потоков управления. В статье [3] автор пред
ложил формулировку понятия реляционного инварианта как решения нелиней
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ных систем дизъюнктов, разработал и реализовал алгоритм, участвовал в по
становке экспериментов; соавторы участвовали в обсуждении основных идей
статьи, выполняли обзор предметной области. В работах [6,7] автор предста
вил синхронизирующее преобразования системы дизъюнктов, выполнил дока
зательство его корректности; соавторы предложили идею синхронизации, ста
вили эксперименты, участвовали в формализации и улучшении изложения идей
статьи. В работах [4,5] вклад автора заключается в доказательстве неразреши
мости задачи невыполнимости неэкспансивного фрагмента систем типов; соав
торы формализовали задачу, участвовали в улучшении доказательства, а также
предложили разрешающую процедуру для полулинейного фрагмента.

Благодарности.
В первую очередь я хотел бы поблагодарить Андрея Владимировича Ива

нова, Дмитрия Юрьевича Булычева и компанию JetBrains за то, что дали мне
возможность сделать моё главное увлечение работой.

Я благодарен Дмитрию Владимировичу Кознову, моему руководителю, за
его бесконечную энергию, постоянную опеку, его дальновидность и мудрость,
которой он щедро делился на протяжении всей нашей работы. Я бесконечно
признателен Григорию Геннадьевичу Федюковичу за то, что он дал мне воз
можность познать красоту современных формальных методов и за руководство
моей работой на первых этапах. Я благодарен Владимиру Анатольевичу Заха
рову за ценные обсуждения, которые повлияли на эту работу.

Я благодарен кафедре системного программирования СПбГУ, в особен
ности Андрею Николаевичу Терехову и Якову Александровичу Кириленко за
привитие интереса к формальным методам и помощь в формировании нашего
коллектива. Я счастлив работать со студентами К.А. Батоевым, М.П. Костицы
ным, Ю.О. Костюковым и А.В. Мисонижником, энергия и любознательность
которых меня не перестаёт удивлять. Они оказали большое влияние на мою
работу. Я также признателен всем студентам, с которыми мне посчастливилось
работать в прошлом, особенно Г.А. Зимину.

Я благодарен Д.С. Косареву за его поддержку в тяжёлых ситуациях. Я ис
пытываю чувство глубочайшей благодарности своей семье, в особенности моим
родителям, Мордвиновым Людмиле Петровне и Александру Владимировичу,
благодаря которым я стал тем, кто я есть. Их любовь и поддержка на всех
этапах моей жизни сделали меня счастливым человеком и дали энергию для
всего, что я делаю.
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Глава 1. Обзор предметной области

В данной главе вводятся основные понятия, использующиеся в данном
диссертационном исследовании: языки ограничений, системы дизъюнков Хор
на с ограничениями, символьные модели систем дизъюнктов и др., а также
приводятся примеры. Рассматриваются также существующие способы автома
тического построения символьных моделей систем дизъюнктов. В заключении
главы приводятся выводы о состоянии предметной области.

1.1 Языки ограничений

Дизъюнкты Хорна с ограничениями являются центральным объектом
изучения логического программирования в ограничениях (constraint logic
programming, CLP) [5]. Данная область появилась в результате слияния
двух областей: логического программирования и удовлетворения ограничений
(constraint solving) [29].

В этом разделе обсуждаются основные положения области удовлетворе
ния ограничений: вводятся понятие языка ограничений, выполнимости формул
в нём, приводятся примеры языков ограничений и инструментов решения си
стем ограничений. Логическое программирование в ограничениях обсуждается
в следующем разделе.

1.1.1 Синтаксис языка ограничений

Сигнатурой назовём тройку Σ
def
=
⟨︀
Σ𝑓 ,Σ𝑝, 𝑎𝑟

⟩︀
, где Σ𝑓 — множество функ

циональных символов, Σ𝑝 — множество предикатных символов, 𝑎𝑟 : Σ𝑓 ∪Σ𝑝 →
N — функция местности символов, а Σ𝑓 ∩ Σ𝑝 = ∅. Будем говорить, что Σ

является сигнатурой с равенством, если в множество предикатных символов
входит символ «=» такой, что 𝑎𝑟 (=) = 2.

Пусть 𝒱 — некоторое множество такое, что 𝒱 ∩ Σ𝑓 = ∅ и 𝒱 ∩ Σ𝑝 = ∅.
Тогда будем называть элементы 𝒱 предметными переменными.

Определим термы сигнатуры Σ следующим образом.
1. Предметная переменная является термом.
2. Если 𝑓 ∈ Σ𝑓 , 𝑛 = 𝑎𝑟 (𝑓), 𝑡1, . . . ,𝑡𝑛 — термы, то 𝑓(𝑡1, . . . ,𝑡𝑛) тоже явля

ется термом.
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Если 𝑝 ∈ Σ𝑝, 𝑛 = 𝑎𝑟 (𝑝) и 𝑡1, . . . ,𝑡𝑛 являются термами, то будем назы
вать 𝑝(𝑡1, . . . ,𝑡𝑛) атомарной формулой (или просто атомом). Иногда вместо
𝑝(𝑡1, . . . ,𝑡𝑛) будем писать 𝑝(𝑡), где 𝑡 = ⟨𝑡1, . . . ,𝑡𝑛⟩.

Множество формул сигнатуры Σ (далее — просто Σ-формул) определим
следующим образом.

1. Любая атомарная формула является формулой.
2. Если ϕ — формула, то ¬ϕ — формула.
3. Если ϕ,ψ — формулы, то ϕ ∧ψ, ϕ ∨ψ, ϕ→ ψ — формулы.
4. Если ϕ — формула, 𝑥 ∈ 𝒱 , то ∀𝑥.ϕ, ∃𝑥.ϕ — формулы.
Назовём формулу бескванторной, если в неё не входят кванторы (символы

∀ и ∃). Будем обозначать формулы буквами ϕ,ψ,η (возможно, с индексами).
Будем называть вхождение предметной переменной 𝑥 в формулу ϕ связанным,
если оно входит в область действия кванторной приставки ∀𝑥 или ∃𝑥. Будем
называть предметную переменную 𝑥 свободной переменной формулы ϕ, если
хотя бы одно её вхождение не является связанным. Если 𝑥1, . . . ,𝑥𝑛 ∈ 𝒱 , то
ϕ(𝑥1, . . . ,𝑥𝑛) обозначает формулу ϕ, у которой каждая свободная переменная
является элементом множества {𝑥1, . . . ,𝑥𝑛}.

Если 𝑥1, . . . ,𝑥𝑛 — все свободные переменные формулы ϕ, то че
рез ∀ϕ будем обозначать универсальное замыкание ϕ, т.е. формулу
∀𝑥1 . . . ∀𝑥𝑛.ϕ(𝑥1, . . . ,𝑥𝑛). Подстановку термов 𝑡 вместо свободных переменных
𝑥 формулы обозначим ϕ[𝑡/𝑥].

Языком первого порядка сигнатуры Σ назовём множество Σ-формул.
Предложением языка 𝒜 будем называть формулу языка 𝒜 без свободных пе
ременных.

Зафиксируем сигнатуру Σ с равенством. Будем называть язык 𝒜 первого
порядка сигнатуры Σ языком ограничений. Будем называть бескванторные фор
мулы языка ограничений ограничениями. Обозначим через 𝒜(𝑥1, . . . ,𝑥𝑛) множе
ство ограничений со свободными переменными из множества {𝑥1, . . . ,𝑥𝑛}.

1.1.2 Семантика языка ограничений

В данной диссертации используется стандартный способ задания семанти
ки языков первого порядка в стиле Тарского [30–32].
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Интерпретацией языка 𝒜 называется упорядоченная пара ℳ def
=

⟨|ℳ| ,µ⟩, где |ℳ| — непустое множество, называемое носителем интерпрета
ции, а µ — отображение, которое обладает следующими свойствами.

1. Каждому 𝑛-местному функциональному символу (т.е. такому 𝑓 ∈ Σ𝑓 ,
что 𝑎𝑟 (𝑓) = 𝑛) при 𝑛 > 0 сопоставляет функцию из |ℳ|𝑛 в |ℳ|, при
𝑛 = 0 — элемент множества |ℳ|.

2. Символу равенства сопоставляет бинарное отношение {⟨𝑥,𝑥⟩ | 𝑥 ∈
|ℳ|}.

3. Каждому другому 𝑛-местному предикатному символу при 𝑛 > 0 со
поставляет 𝑛-местное отношение на |ℳ|, при 𝑛 = 0 — истинностное
значение.

Выполнимость формул языка 𝒜 в интерпретации ℳ определяется стан
дартно [30–32]. Будем обозначать выполнимость формулы ϕ(𝑥1, . . . ,𝑥𝑛) в ℳ
при оценке свободных переменных 𝑥𝑖 элементами носителя 𝑎𝑖 следующим обра
зом:

ℳ |= ϕ(𝑎1, . . . ,𝑎𝑛).

Если ϕ — предложение языка 𝒜 и ℳ |= ϕ, то будем говорить, что ℳ
является моделью ϕ. ℳ является моделью множества предложений Γ, если
ℳ |= ϕ для всех ϕ ∈ Γ. Будем называть предложение ϕ общезначимым и обо
значать этот факт как |= ϕ, если любая его интерпретация является моделью.
Будем говорить, что ϕ равносильно ψ, обозначая ϕ ∼ ψ, если ℳ |= ϕ тогда и
только тогда, когда ℳ |= ψ. Предложение ψ является логическим следствием
предложения ϕ, если любая модель ϕ является моделью ψ; этот факт будем
обозначать ϕ � ψ.

Для Σ-формулыϕ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), где 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 — свободные переменные, обо
значим через ℳ(ϕ) множество оценок свободных переменных, выполняющих
ϕ в ℳ, т.е.

ℳ(ϕ)
def
= {⟨𝑎1, . . . ,𝑎𝑛⟩ | ℳ |= ϕ(𝑎1, . . . ,𝑎𝑛)} .

Пусть 2𝑋 — булеан множества 𝑋. Договоримся, что запись 2𝑋
𝑛 обозначает

2(𝑋
𝑛). В частности, для формулы ϕ(𝑥1, . . . ,𝑥𝑛) справедливо следующее:

ℳ(ϕ) ∈ 2|ℳ|𝑛.

Будем говорить, что 𝑛-арное отношение 𝑅 ∈ 2|ℳ|𝑛 представимо в интер
претации ℳ, если существует формула ϕ ∈ 𝒜(𝑥1, . . . ,𝑥𝑛) такая, что для неко
торых попарно различных 𝑥1, . . . ,𝑥𝑛 ∈ 𝒱 выполняется ℳ(ϕ) = 𝑅. В противном
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случае 𝑅 непредставимо в ℳ. Если интерпретация ℳ ясна из контекста, то
будем также говорить, что 𝑅 представимо или непредставимо в языке 𝒜.

1.1.3 Теории в языке ограничений

В отдельных случаях бывает необходимым рассматривать выполнимость
ограничений в некоторой теории, а не в отдельно взятой интерпретации. В этом
случае в данной работе используется подход из области SMT [1]: такая теория
определяется как класс моделей вместо классического теоретико-модельного
определения теории как множества предложений.

Будем называть теорией 𝒯 языка 𝒜 некоторый класс Σ-интерпретаций.
Противоречивой теорией назовём пустой класс интерпретаций. Если существу
ет множество предложений языка 𝒜, класс моделей которого совпадает с 𝒯 ,
то назовём такое множество аксиоматизацией 𝒯 . Элементы 𝒯 будем называть
моделями теории 𝒯 .

Σ-предложение ϕ выполнимо в теории 𝒯 , если существует интерпрета
ция, которая является моделью 𝒯 и моделью ϕ одновременно; в противном
случае говорят, что предложение невыполнимо в теории 𝒯 . Предложение ϕ
общезначимо в теории 𝒯 , если любая модель этой теории является также и
моделью ϕ (этот факт обозначается как 𝒯 |= ϕ).

1.1.4 SMT-решатели

На практике для решения ограничений широко используются SMT-реша
тели (Satisfiability Modulo Theory, [1]) — высокопроизводительные инструмен
ты проверки выполнимости формул первого порядка в различных теориях. На
вход SMT-решателю поступает формула, использующая символы каких-либо
теорий, поддерживаемых решателем. В случае остановки решатель выдаёт один
из трёх ответов: формула выполнима (sat), невыполнима (unsat) или неизвест
но (unknown). В случае ответа sat решатель выдаёт модель, в случае ответа
unsat — доказательство невыполнимости формулы (как правило, резолютив
ное), в случае ответа unknown — объяснение причины этого ответа.

Существует большое количество высокопроизводительных SMT-реша
телей, самыми известными являются Z3 [11], CVC4 [33], Yices [34] и
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Boolector [35]. Среди SMT-решателей проводятся ежегодные соревнова
ния [36].

Ядром SMT-решателя является какой-либо алгоритм решения задачи SAT
выполнимости булевых формул. Как правило, современные SMT-решатели ис
пользуют алгоритм CDCL (Conflict Driven Clause Learning) [37, 38]. Несмотря
на NP-полноту задачи SAT, современные реализации алгоритма CDCL показы
вают хорошие результаты на практике [39,40].

В контексте данной работы интерес представляют алгоритмы проверки
выполнимости бескванторных формул, т.к. по определению ограничение — фор
мула без кванторов. Пусть на вход SMT-решателю поступает ограничение ϕ. С
помощью CDCL-алгоритма решатели эффективно перебирают различные мо
дели пропозициональной абстракции данной формулы ϕ𝑝𝑟𝑜𝑝. Пропозициональ
ная абстракция формулы ϕ получается заменой всех атомарных формул в ϕ
на нульместные предикатные символы. Если пропозициональная абстракция
невыполнима, то невыполнима и исходная формула. В противном случае каж
дая модель-кандидат ϕ𝑝𝑟𝑜𝑝 декодируется обратно в бескванторную конъюнкцию
исходных литералов теорий. Если такая конъюнкция выполнима в теории, то
выполнима и исходная формула, в противном случае решатель переходит к
следующей модели.

Задача выполнимости бескванторных конъюнкций литералов решается в
SMT-решателях с помощью подключаемых модулей, называемых решателями
теорий. Ниже описаны некоторые языки и теории ограничений, используемые в
данной работе в качестве примеров, для которых реализованы решатели теорий
в подавляющем большинстве SMT-решателей.

Линейная целочисленная арифметика. Язык первого порядка над сиг
натурой {0,1, + ,− , 6} называют языком линейной целочисленной арифмети
ки. Выполнимость арифметических ограничений определяются в стандартной
модели арифметики, т.е. интерпретации 𝒩 , носителем которой является мно
жество целых чисел Z со стандартными арифметическими интерпретациями
символов. Таким образом теорией линейной целочисленной арифметики назо
вём теорию 𝒯𝐿𝐼𝐴, состоящую из единственной интерпретация 𝒩 1.

1Часто теорией целочисленной арифметики называют множество предложений-аксиом Пеано.
Однако по теореме Лёвенгейма-Скулема [41] помимо стандартной модели есть бесконечное множе
ство нестандартных моделей, в то время, как SMT-решатели фактически проверяют выполнимость
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Важным свойством линейной целочисленной арифметики является её раз
решимость. Хотя выполнимость в бескванторном фрагменте линейной целочис
ленной арифметике полиномиальна [42], на практике наиболее эффективны ал
горитмы, основанные на экспоненциальном симплекс-методе [43,44].

Нелинейная целочисленная арифметика получается путем добавления в
сигнатуру линейной арифметики умножения. Нелинейная арифметика, в от
личие от линейной, неразрешима [19], поэтому на практике в качестве языка
ограничений имеет смысл использовать именно линейную арифметику.

Экстенсиональная теория массивов. Рассмотрим язык первого порядка
𝒜𝐴𝑟𝑟 над сигнатурой {𝑟𝑒𝑎𝑑, 𝑤𝑟𝑖𝑡𝑒,=}, где 𝑟𝑒𝑎𝑑 и 𝑤𝑟𝑖𝑡𝑒 — это функциональные
символы арности 2 и 3 соответственно. Экстенсиональная теория массивов —
это теория 𝒯𝐴𝑟𝑟 с системой аксиом {𝐴𝑥1,𝐴𝑥2,𝐸𝑥𝑡}:

𝐴𝑥1 ≡∀𝑎, 𝑖, 𝑣. 𝑟𝑒𝑎𝑑(𝑤𝑟𝑖𝑡𝑒(𝑎, 𝑖, 𝑣), 𝑖) = 𝑣

𝐴𝑥2 ≡∀𝑎, 𝑖, 𝑗, 𝑣. 𝑖 ̸= 𝑗 → 𝑟𝑒𝑎𝑑(𝑤𝑟𝑖𝑡𝑒(𝑎, 𝑖, 𝑣), 𝑗) = 𝑟𝑒𝑎𝑑(𝑎, 𝑗)

𝐸𝑥𝑡 ≡∀𝑎, 𝑏.
(︀
∀𝑖. 𝑟𝑒𝑎𝑑(𝑎, 𝑖) = 𝑟𝑒𝑎𝑑(𝑏, 𝑖)

)︀
→ 𝑎 = 𝑏

Неформально говоря, 𝑟𝑒𝑎𝑑(𝑎, 𝑖) обозначает чтение массива 𝑎 по индексу
𝑖, 𝑤𝑟𝑖𝑡𝑒(𝑎, 𝑖, 𝑣) обозначает массив, полученный из массива 𝑎 заменой значения
в ячейке с индексом 𝑖 на значение 𝑣. 𝐴𝑥1 и 𝐴𝑥2 называются функциональными
аксиомами Маккарти [45] и определяют правила чтения массивов после записи.
Аксиома экстенсинальности 𝐸𝑥𝑡 задаёт равенство на массивах.

Выполнимость формул без кванторов в теории массивов разрешима, но
NP-полна [46]. Однако для её решения на практике существуют эффективные
алгоритмы [46,47], использующие алгоритмы вычисления конгруэнтного замы
кания отношений [48]. Выполнимость произвольных формул языка 𝒜𝐴𝑟𝑟 нераз
решима [47].

Теория алгебраических типов данных. Алгебраический тип данных
определяется множеством конструкторов 𝐶1, . . . ,𝐶𝑛, аргументами которых мо
гут быть снова термы алгебраических типов данных. Примерами алгебраиче
только в стандартной модели. По этой причине здесь принят подход к определению теории как
класса моделей.
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ских типов данных являются списки и деревья:

𝐿𝑖𝑠𝑡(𝑇 ) :=

| 𝑛𝑖𝑙 : 𝐿𝑖𝑠𝑡(𝑇 )

| 𝑐𝑜𝑛𝑠 : 𝑇 × 𝐿𝑖𝑠𝑡(𝑇 ) → 𝐿𝑖𝑠𝑡(𝑇 )

𝑇𝑟𝑒𝑒(𝑇 ) :=

| leaf : 𝑇𝑟𝑒𝑒(𝑇 )

| node : 𝑇 × 𝑇𝑟𝑒𝑒(𝑇 ) × 𝑇𝑟𝑒𝑒(𝑇 ) → 𝑇𝑟𝑒𝑒(𝑇 )

Пусть дан алгебраический тип 𝐷 с конструкторами 𝐶1, . . . ,𝐶𝑛, язык пер
вого порядка 𝒜 с сигнатурой Σ с функциональными символами 𝐶1, . . . ,𝐶𝑛 и
единственным предикатным символом равенства2.

Теория 𝒯𝐷 алгебраического типа 𝐷 состоит только из Эрбрановской ин
терпретации ℋ данной сигнатуры. В этой интерпретации носителем является
множество термов, не содержащих переменные, а функциональные символы ин
терпретируются сами собой, т.е. 𝑘-местный символ 𝐶 интерпретируется функ
цией, сопоставляющей термам 𝑡1, . . . ,𝑡𝑘 терм 𝐶(𝑡1, . . . ,𝑡𝑘).

Выполнимость ограничений в 𝒯𝐷 разрешима, NP-полна [50], но существу
ют эффективные на практике разрешающие процедуры [49,51,52].

Другие теории. Среди других теорий, поддерживаемых большинством со
временных SMT-решателей, но не рассматриваемых в данной диссертацион
ной работе подробно, на практике применяются теория линейной рациональ
ной арифметики [53], вещественной арифметики [54], теория неинтерпретиро
ванных функций с равенством (т.е. теория, аксиоматизируемая пустым множе
ством предложений), теория битовых векторов [55], а также теория строк [56].

Комбинирование теорий. Пусть даны два языка ограничений с непересека
ющимися сигнатурами Σ1 и Σ2 с равенством (т.е. Σ𝑓

1 ∩Σ𝑓
2 ≡ ∅ и Σ𝑝

1∩Σ𝑝
2 ≡ {=})

и две теории 𝒯1 и 𝒯2 сигнатур Σ1 и Σ2 соответственно. Пусть 𝒜 — язык над
сигнатурой Σ1∪Σ2. Будем говорить, что предложение ϕ ∈ 𝒜 выполнимо в ком
бинации теорий 𝒯1 и 𝒯2, если существует Σ1 ∪ Σ2-интерпретация ℳ и модели
ℳ1 и Σ2 теорий 𝒯1 и 𝒯2 соответственно, такие, что |ℳ𝑖| ⊆ |ℳ|, для всех симво
лов сигнатуры Σ𝑖 сужение интерпретации этого символа в ℳ на |ℳ𝑖| совпадает
с интерпретацией этого символа в ℳ𝑖 для 𝑖 = 1,2 (очевидно, для единственного
общего символа равенства это всегда верно). Если предложение ϕ выполнимо

2Стандартный способ обеспечить «типизированность» конструкторов заключается в использова
нии многосортных языков первого порядка [49]. Но в данной работе эти детали не будут приниматься
во внимание: будет считаться, что если терм не «типизируется», то формулы, в которые он входит,
являются невыполнимыми.
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в любой такой интерпретации ℳ, то оно общезначимо в комбинации 𝒯1 и 𝒯2
(обозн. 𝒯1 ∪ 𝒯2 |= ϕ).

SMT-решатели могут определять выполнимость формул в комбинации
теорий. Это позволяет, к примеру, комбинировать ограничения, использующие
арифметику и теорию массивов одновременно. В основном, для этого исполь
зуются реализации методов Нельсона-Оппена [57] и Шостака [58]. Таким обра
зом, SMT-решатели способны определять, например, выполнимость ограниче
ний над списками целых чисел с арифметическими ограничениями на элементы,
или на массивы деревьев со строками в узлах.

1.2 Дизъюнкты Хорна с ограничениями

Далее будем считать фиксированными некоторый язык ограничений 𝒜
сигнатуры Σ и соответствующую теорию 𝒯 . В примерах в качестве теории
ограничений будут использоваться теория линейной целочисленной арифмети
ки, экстенсиональная теория массивов, теория списков, деревьев, либо какая-то
их комбинация.

1.2.1 Синтаксис и выполнимость

Пусть ℛ={𝑃1, . . . , 𝑃𝑛} — конечное множество предикатных символов, ко
торые будем называть неинтерпретированными символами. Положим также,
что Σ𝑝 ∩ℛ = ∅. Атомарные формулы вида 𝑃𝑖(𝑥), где 𝑥 — кортеж предметных
переменных, будем называть неинтерпретированными атомами.

Определение 1. Дизъюнкт Хорна с ограничением (далее — дизъюнкт Хорна
или просто дизъюнкт) является Σ ∪ℛ-формулой вида

ϕ ∧𝑅1(𝑥1) ∧ . . . ∧𝑅𝑚(𝑥𝑚) → 𝐻,

где ϕ — бескванторная Σ-формула, 𝑅1(𝑥1), . . . ,𝑅𝑚(𝑥𝑚) — неинтерпретирован
ные атомы, 𝐻 — либо неинтерпретированный атом 𝑅(𝑥), либо ⊥. Посылка им
пликации называется телом дизъюнкта 𝐶 и обозначается body(𝐶), заключение
𝐻 называется заголовком дизъюнкта и обозначается head(𝐶).

Определение 2. Система дизъюнктов Хорна с ограничениями 𝒮 (далее —
просто система 𝒮 или система) — это конечное множество дизъюнктов Хорна.
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Множество запросов системы является множеством дизъюнктов, заголо
вок которых состоит только из символа ⊥:

queries𝒮
def
= {𝐶 ∈ 𝒮 | ℎ𝑒𝑎𝑑(𝐶) = ⊥}.

Будем считать, если дизъюнкты 𝐶𝑖, 𝐶𝑗 ∈ 𝒮 имеют заголовки 𝑅(𝑥) и 𝑅(𝑥′)

соответственно, то 𝑥 = 𝑥′. Другими словами, будем считать, все дизъюнкты,
озаглавленные одним неинтерпретированным символом 𝑅, имеют одинаковые
заголовки3. Переменные в заголовке таких дизъюнктов обозначим обозначим
как 𝑣𝑅, т.е. можно считать, что если дизъюнкт 𝐶 озаглавлен символом 𝑅, то
head(𝐶) = 𝑅(𝑣𝑅).

Множеством правил для неинтерпретированного символа 𝑅 назовём мно
жество дизъюнктов с заголовком 𝑅(𝑣𝑅):

rules𝒮(𝑅)
def
= {𝐶 ∈ 𝒮 | ℎ𝑒𝑎𝑑(𝐶) = 𝑅(𝑣𝑅)}.

Когда из контекста будет ясно, о какой конкретно системе идёт речь, мно
жество правил для символа 𝑅 и соответствующих запросов будем обозначать
просто rules(𝑅) и queries соответственно.

Телом неинтерпретируемого символа назовём дизъюнкцию тел его пра
вил:

body(𝑅)
def
=

⋁︁
𝐶∈rules(𝑅)

body(𝐶).

Экзистенциальные (или локальные) переменные 𝑅 — это свободные пе
ременные body(𝑅), не входящие в переменные заголовка 𝑣𝑅. Экзистенциаль
ные переменные 𝑅 обозначим за ℓ𝑅. Аналогично, экзистенциальные переменные
дизъюнкта 𝐶 — это его свободные переменные, не входящие в заголовок.

Дизъюнкт, тело которого является ограничением (т.е. не содержит неин
терпретированных символов), будем называть ограниченным фактом.

Определение 3. Система дизъюнктов линейна, если каждый дизъюнкт в ней
линеен, то есть в его тело входит не более одного неинтерпретированного атома.

Определение 4. Система дизъюнктов нелинейна, если в ней имеются нели
нейные дизъюнкты, т.е., в их тела входит более одного неинтерпретированного
атома.

3Это допущение не ограничивает общность: если оно не выполняется, просто переименуем пе
ременные.
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Пример 1. Пусть 𝒯 — комбинация теорий линейной целочисленной арифме
тики и теории бинарных деревьев. Рассмотрим следующую систему:

𝑇 = leaf ∧ 𝑛=0 → size(𝑇, 𝑛)

𝑇 =node(𝑣, 𝐿,𝑅)∧𝑛= 1+𝑛𝐿+𝑛𝑅∧size(𝐿, 𝑛𝐿)∧size(𝑅, 𝑛𝑅) → size(𝑇, 𝑛)

𝑇 = leaf ∧𝑠=0 → sum(𝑇, 𝑠)

𝑇 =node(𝑣, 𝐿,𝑅)∧𝑠=𝑣+𝑠𝐿+𝑠𝑅∧
sum(𝐿, 𝑠𝐿)∧sum(𝑅, 𝑠𝑅) → sum(𝑇, 𝑠)

𝑇 = leaf ∧𝑈 = leaf → inc(𝑇, 𝑈)

𝑇 =node(𝑣, 𝐿,𝑅)∧𝑈 =node(𝑣+2, 𝐿′, 𝑅′)∧
inc(𝐿,𝐿′)∧inc(𝑅,𝑅′) → inc(𝑇, 𝑈)

𝑠′ ̸=𝑠+2𝑛 ∧ size(𝑇, 𝑛)∧sum(𝑇, 𝑠)∧inc(𝑇, 𝑇 ′) ∧sum(𝑇 ′, 𝑠′) → ⊥

Здесь ℛ = {size, sum, inc} и 𝑣size = {𝑇, 𝑛}, ℓsize =
{︀
𝑣,𝐿,𝑅,𝑛𝐿,𝑛𝑅

}︀
, body(size) =

(𝑇 = leaf ∧ 𝑛=0) ∨
(︀
𝑇 =node(𝑣, 𝐿,𝑅)∧𝑛= 1+𝑛𝐿+𝑛𝑅∧size(𝐿, 𝑛𝐿)∧size(𝑅, 𝑛𝑅)

)︀
.

Пусть ℳ — Σ-интерпретация. Пусть 𝑋 = ⟨𝑋1, . . . ,𝑋𝑛⟩ — кортеж отно
шений на носителе |ℳ|, где 𝑋𝑖 ⊆ |ℳ|𝑎𝑟(𝑃𝑖). Обозначим обогащение ℳ вида
ℳ{𝑃1 ↦→ 𝑋1, . . . ,𝑃𝑛 ↦→ 𝑋𝑛} через

(︀
ℳ, 𝑋

)︀
.

Определение 5. Система дизъюнктов 𝒮 называется выполнимой в интерпре
тации ℳ теории ограничений 𝒯 , если существует кортеж отношений 𝑋 такой,
что (︀

ℳ, 𝑋
)︀
|=
⋀︁
𝐶∈𝒮

∀𝐶.

В противном случае система называется невыполнимой в интерпретации
ℳ.

Определение 6. Будем говорить, что система дизъюнктов выполнима, если
она выполнима в каждой модели ℳ теории ограничений 𝒯 .

В противном случае будем говорить, что система дизъюнктов невыполни
ма. Другими словами, система невыполнима, если существует модель ℳ теории
𝒯 , в которой система невыполнима.



22

Пример 2. Рассмотрим следующую систему дизъюнктов с ограничениями в
линейной целочисленной арифметике:

𝑥=0 ∧ 𝑧=𝑦 → sum(𝑥,𝑦,𝑧)

𝑥 > 0 ∧ 𝑥′=𝑥− 1 ∧ 𝑧=𝑧′+1 ∧ sum(𝑥′,𝑦,𝑧′) → sum(𝑥,𝑦,𝑧)

𝑥=𝑥′ ∧ 𝑦=𝑦′ ∧ 𝑧 ̸=𝑧′ ∧ sum(𝑥,𝑦,𝑧) ∧ sum(𝑥′,𝑦′,𝑧′) → ⊥

Эта система выполнима, т.к. формулы дизъюнктов выполняются в
(𝒩 , 𝑋), где

𝑋
def
= {⟨𝑎, 𝑏, 𝑐⟩ ∈ Z3 | 𝑐 = 𝑎 + 𝑏}

Пример 3. Система дизъюнктов {𝐶1,𝐶2,𝑄} невыполнима, т.к. не выполняется
ни в одном расширении 𝒩 (это будет доказано ниже):

𝑥=0 ∧ 𝑧=𝑦 → sum(𝑥,𝑦,𝑧) ≡ 𝐶1

𝑥 > 0 ∧ 𝑥′=𝑥− 1 ∧ 𝑧=𝑧′+1 ∧ sum(𝑥′,𝑦,𝑧′) → sum(𝑥,𝑦,𝑧) ≡ 𝐶2

𝑥 = 1 ∧ 𝑦 = 𝑧 ∧ sum(𝑥,𝑦,𝑧) → ⊥ ≡ 𝑄

1.2.2 Сертификаты выполнимости

Отношения 𝑋𝑖, интерпретирующие символы 𝑃𝑖 (см. определение 5), могут
содержать бесконечное количество элементов, как в примере 2. Поэтому автома
тическая проверка выполнимости систем дизъюнктов методом поэлементного
построения 𝑋𝑖 невозможна. Вместо этого используется символьное представ
ление отношений: 𝑘-арное отношение, интерпретирующее символ 𝑃 ∈ ℛ, пред
ставляется формулой языка 𝒜 с 𝑘 свободными переменными (как правило, бес
кванторной).

Определение 7. Символьная интерпретация — это произвольное отображе
ние ℐ следующего вида:

ℛ → 𝒜(𝑣𝑃 ).

Для бескванторной Σ∪ℛ-формулы Φ определим JΦKℐ как ограничение, по
лученное одновременной заменой всех неинтерпретированных атомов в Φ фор
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мулами их ℐ-образов:

JϕKℐ
def
= ϕ, если ϕ — ограничение

J𝑃 (𝑥)Kℐ
def
= ℐ(𝑃 )[𝑥/𝑣𝑃 ], если 𝑃 ∈ ℛ

JΦ1 ∘ Φ2Kℐ
def
= JΦ1Kℐ ∘ JΦ1Kℐ для ∘ ∈ {∧, ∨ , → , ↔}

J¬ΦKℐ
def
= ¬ JΦKℐ

J𝒬𝑥.ΦKℐ
def
= 𝒬𝑥. JΦKℐ ,

если 𝒬 ∈ {∀,∃} и 𝑥 не входит
в элементы образа ℐ свободно

Лемма 1. Пусть ℳ — Σ-интерпретация, ℐ — символьная интерпретация, Φ

— Σ ∪ ℛ-формула со свободными переменными 𝑥1, . . . ,𝑥𝑘, 𝑎 ∈ |ℳ|𝑘, 𝑋 =

{𝑋1, . . . ,𝑋𝑛}, где 𝑋𝑖 = ℳ(ℐ(𝑃𝑖)). Тогда справедливо следующее утверждение:(︀
ℳ, 𝑋

)︀
|= Φ(𝑎) тогда и только тогда, когда ℳ |= JΦKℐ (𝑎).

Доказательство. Выполним доказательство индукцией по структуре форму
лы Φ. Если Φ не содержит неинтерпретированных символов, то справедливо
следующее утверждение:

ℳ |= JΦKℐ (𝑎) ⇔ ℳ |= Φ(𝑎) ⇔
(︀
ℳ, 𝑋

)︀
|= Φ(𝑎).

Если Φ ≡ ¬Φ′, то по индукционному предположению
(︀
ℳ, 𝑋

)︀
|= Φ′(𝑎) ⇔

ℳ |= JΦ′Kℐ (𝑎). Тогда в силу закона исключённого третьего имеем:

ℳ |= JΦKℐ (𝑎) ⇔ ℳ |= ¬ JΦ′Kℐ (𝑎) ⇔
(︀
ℳ, 𝑋

)︀
|= ¬Φ′(𝑎).

Случаи, когда Φ ≡ Φ1 ∘ Φ2 для ∘ ∈ {∧, ∨ , → , ↔} и Φ ≡ 𝒬𝑥.Φ′ для
𝒬 ∈ {∀,∃}, доказываются аналогично.

Наконец, для Φ ≡ 𝑃𝑖(𝑥) имеем:

ℳ |= JΦKℐ (𝑎) ⇔ ℳ |= ℐ(𝑃𝑖)(𝑎) ⇔ 𝑎 ∈ ℳ(ℐ(𝑃𝑖)) ⇔ 𝑎 ∈ 𝑋𝑖 ⇔
(︀
ℳ, 𝑋

)︀
|= 𝑃𝑖(𝑎)

Определение 8. Символьная интерпретация ℐ является сертификатом вы
полнимости системы 𝒮, если

𝒯 |=
⋀︁
𝐶∈𝒮

∀ J𝐶Kℐ .
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Эквивалентно, символьная интерпретация ℐ является сертификатом вы
полнимости, если она безопасна и индуктивна:

для всех 𝐶 ∈ queries , 𝒯 |= ∀ J𝐶Kℐ (безопасность)

для всех 𝑃 ∈ ℛ, 𝒯 |= ∀ (Jbody(𝑃 )Kℐ → ℐ(𝑃 )) (индуктивность)

Сертификаты выполнимости также называют символьными моделями си
стемы.

Пример 4. У системы в примере 2 существует сертификат выполнимости

ℐ ≡ {sum ↦→ 𝑧 = 𝑥 + 𝑦}.

Утверждение 1. Если существует сертификат выполнимости системы 𝒮, то
𝒮 выполнима.

Доказательство. По определению выполнимости в теории 𝒯 , а также по опре
делению сертификата выполнимости, имеем ℳ |= J𝐶Kℐ (𝑎) для всех моделей
ℳ теории 𝒯 , дизъюнктов 𝐶 ∈ 𝒮 и кортежей 𝑎 ∈ |ℳ|𝑘, где 𝑘 — количество
свободных переменных в 𝐶. Положим 𝑋 = {𝑋1, . . . ,𝑋𝑛}, где 𝑋𝑖 = ℳ(ℐ(𝑃𝑖)).
По лемме 1 имеем (ℳ,𝑋) |= 𝐶(𝑎) для всех 𝑎 ∈ |ℳ|𝑘 и всех дизъюнктов 𝐶, а
значит

(ℳ,𝑋) |=
⋀︁
𝐶∈𝒮

∀𝐶.

Следовательно 𝒮 выполнима во всех моделях 𝒯 .

1.2.3 Невыполнимые системы и резолютивные опровер
жения

Итак, сертификаты выполнимости представляют в языке ограничений мо
дели систем дизъюнктов, т.е. являются «синтаксическими свидетельствами» вы
полнимости множества дизъюнктов. Аналогичным инструментом для работы с
невыполнимыми системами являются деревья резолютивных опровержений.

Определение 9. Пусть 𝐶 ∈ 𝒮, body(𝐶) ≡ ϕ ∧ 𝑅1(𝑥1) ∧ . . . ∧ 𝑅𝑚(𝑥𝑚). Пусть
𝐷1, . . . ,𝐷𝑚 — ограниченные факты вида следующего вида:

𝐷𝑖 ≡ ϕ𝑖 → 𝑅𝑖(𝑣𝑅𝑖
).
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Без потери общности будем считать, что экзистенциальные переменные всех
дизъюнктов 𝐶,𝐷1, . . . , 𝐷𝑛 попарно различны (иначе переименуем их). Тогда
гиперрезольвентой 𝐶 и 𝐷1, . . . , 𝐷𝑚 называется дизъюнкт следующего вида:

ϕ ∧ϕ1[𝑥1/𝑣𝑅1
] ∧ . . . ∧ϕ𝑚[𝑥𝑚/𝑣𝑅𝑚

] → head(𝐶).

Иными словами, гиперрезольвента дизъюнкта 𝐶 и множества ограничен
ных фактов — это ограниченный факт, получающийся заменой всех неинтер
претированных атомов в теле 𝐶 ограничениями фактов с соответствующим
переименованием переменных.

Достаточно известен и очевиден следующий факт [59,60].

Утверждение 2. Гиперрезольвента 𝐻 дизъюнктов 𝐶,𝐷1, . . . , 𝐷𝑛 является их
логическим следствием, т.е. � ∀𝐶 ∧ ∀𝐷1 ∧ . . . ∧ ∀𝐷𝑛 → ∀𝐻.

Определение 10. Выводом системы 𝒮 снизу-вверх называется дерево, каж
дый узел которого принадлежит множеству 𝒮 × 𝒜. Листьями этого дерева яв
ляются пары (𝐹, body(𝐹 )), где 𝐹 ∈ 𝒮 — ограниченный факт. Узел (𝐶,ϕ) имеет
детей (𝐷1,ϕ1), . . . ,(𝐷𝑚,ϕ𝑚), если ϕ → head(𝐶) является гиперрезольвентой
дизъюнктов 𝐶 и ϕ1 → head(𝐷1), . . . ,ϕ𝑚 → head(𝐷𝑚).

Лемма 2. Пусть дано дерево вывода с корнем (𝐶,ϕ). Тогда дизъюнкт ϕ →
head(𝐶) является логическим следствием системы 𝒮.

Доказательство. Утверждение доказывается индукцией по высоте дерева вы
вода ℎ, используя утверждение 2.

База ℎ = 0. Если дерево состоит из единственной вершины, то корень
является листом (𝐹,body(𝐹 )), где 𝐹 — ограниченный факт. В таком случае,
дизъюнкт (body(𝐹 ) → head(𝐹 )) ≡ 𝐹 является логическим следствием 𝒮 как её
элемент.

Переход. Пусть индукционное предположение выполняется для поддере
вьев с корнями в детях (𝐷1,ϕ1), . . . ,(𝐷𝑚,ϕ𝑚), т.е. дизъюнкт ϕ𝑖 → 𝐷𝑖 является
логическим следствием 𝒮 для всех 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚}. По определению дерева вы
вода дизъюнкт ϕ→ head(𝐶) является гиперрезольвентой 𝐶 ∈ 𝒮 и дизъюнктов
ϕ1 → 𝐷1, . . . ,ϕ𝑚 → 𝐷𝑚, каждый из которых является логическим следстви
ем 𝒮. По утверждению 2 и транзитивности отношения логического следствия
получаем, что ϕ→ head(𝐶) является логическим следствием 𝒮.
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(𝑄, 𝑥 = 1 ∧ 𝑦 = 𝑧 ∧ 𝑥 > 0 ∧ 𝑥′ = 𝑥− 1 ∧ 𝑧 = 𝑧′ + 1 ∧ 𝑥′ = 0 ∧ 𝑧′ = 𝑦)

(𝐶1, 𝑥 > 0 ∧ 𝑥′ = 𝑥− 1 ∧ 𝑧 = 𝑧′ + 1 ∧ 𝑥′ = 0 ∧ 𝑧′ = 𝑦)

(𝐶2, 𝑥 = 0 ∧ 𝑧 = 𝑦)

Рис. 1. Гиперрезолютивное опровержение системы из примера 3

Определение 11. Резолютивное опровержение системы 𝒮 является деревом
вывода с корнем (𝑄,ψ), где 𝑄 ∈ queries и ψ выполнимо в теории 𝒯 .

Утверждение 3. Система 𝒮 невыполнима тогда и только тогда, когда у неё
существует резолютивное опровержение.

Доказательство. Данное утверждение следует из корректности и полноты ис
числения гиперрезолюций [60]. Необходимость, т.е. полнота исчисления гипер
резолюций, будет доказана в секции 2.4 в качестве применения семантики непо
движной точки.

Чтобы убедиться в достаточности, т.е. корректности исчисления гиперре
золюций, возьмём резолютивное опровержение с корнем (𝑄,ψ) и предположим,
что 𝒮 выполнима, т.е. для любой модели ℳ теории 𝒯 существует её обогащение(︀
ℳ, 𝑋

)︀
, выполняющее все дизъюнкты в 𝒮.

По лемме 2 имеем, что ∀(ψ → head(𝑄)) ≡ (∀ψ → ⊥) ≡ ∀¬ψ является
логическим следствием множества дизъюнктов 𝒮. Следовательно, любое обога
щение

(︀
ℳ, 𝑋

)︀
, выполняющее 𝒮, выполняет и ∀¬ψ. Однако это противоречит

выполнимости ψ в некоторой модели теории 𝒯 . Следовательно, 𝒮 невыполни
ма.

Существует также подход к определению резолютивных опровержений на
основе выводов системы сверху-вниз. Для этого используется понятие SLD-резо
люции [32]. Однако в данной работе удобно использовать именно гиперрезолю
тивные деревьея вывода.

Пример 5. На рис. 1 представлено дерево опровержения для примера 3. По
предложению 3, система невыполнима.

Резолютивные опровержения важны с точки зрения автоматического до
казательства невыполнимости систем дизъюнктов Хорна.
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Рис. 2. Пример структуры Крипке с четырьмя состояниями

Утверждение 4. Если множество невыполнимых в теории 𝒯 предложений ре
курсивно перечислимо, то рекурсивно перечислимо и множество невыполнимых
систем дизъюнктов Хорна.

Доказательство. Множество деревьев вывода каждого множества дизъюнк
тов рекурсивно перечислимо. У корня каждого дерева (𝑄,ψ) с 𝑄 ∈ queries

запустим процедуру определения выполнимости в 𝒯 ; если она остановилась, то
по утверждению 3, система невыполнима.

1.3 От верификации к дизъюнктам Хорна

Дизъюнкты Хорна с ограничениями важны в контексте формальной вери
фикации свойств безопасности. В этом разделе будут коротко описаны способы
сведения проблемы доказательства свойств безопасности в различных форма
лизмах к проблеме безопасности систем дизъюнктов Хорна с ограничениями.

1.3.1 Верификация аппаратного обеспечения и протоко
лов

Как правило, при верификации свойств безопасности аппаратного обеспе
чения [61] и протоколов [62] модель входной системы (схемы или протокола)
представляется в виде структур Крипке, а спецификация — в виде формулы
темпоральной логики (например, CTL) [63]. Существуют теоретико-автомат
ные методы, позволяющие свести проверку свойств безопасности к проверке
свойств вида AG ϕ (ϕ — формула логики высказываний)4, т.е. к проверке ин
вариантности пропозиционального свойства ϕ [64].

4Формальные определения синтаксиса и семантики CTL здесь не излагаются. Неформально,
AG ϕ означает, что ϕ выполняется в любом состоянии структуры Крипке.
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Один из подходов к верификации системы относительно свойства безопас
ности состоит в символьной проверке модели [65]. Идеей данного подхода слу
жит представление множеств состояний и отношения перехода структуры Крип
ке формулами логики высказываний от логарифмического числа прозициональ
ных переменных. К примеру, система на рис. 2, имеющая четыре состояния,
может быть описана следующими формулами:

𝐼𝑛𝑖𝑡 ≡ ¬𝑝1
𝑇 ≡ (𝑝′1 ↔ ¬𝑝1 ∨ 𝑝2) ∧ (𝑝′2 ↔ 𝑝1 ∧ 𝑝2)

Каждое состояние описывает интерпретацию переменных 𝑝1 и 𝑝2. Фор
мула 𝐼𝑛𝑖𝑡 представляет множество начальных состояний: состояние является
начальным, если соответствующая ему интерпретация выполняет 𝐼𝑛𝑖𝑡. Анало
гично, 𝑇 представляет отношение перехода: из состояния ⟨𝑠1, 𝑠2⟩ есть переход в
состояние ⟨𝑠′1, 𝑠′2⟩ тогда и только тогда, когда выполняется 𝑇 (𝑠1, 𝑠2, 𝑠

′
1, 𝑠

′
2). При

мером свойства безопасности для системы на рис. 2 является AG 𝑆𝑎𝑓𝑒, где
𝑆𝑎𝑓𝑒 ≡ ¬𝑝1 ∨ ¬𝑝2. Другими словами, в данном примере требуется проверить,
что в каждом состоянии, достижимом из начальных, ложен хотя бы один бит.

Итак, задача символьной верификации свойства безопасности модели за
даётся тройкой пропозициональных формул ⟨𝐼𝑛𝑖𝑡(𝑝), 𝑇 (𝑝, 𝑝′), 𝑆𝑎𝑓𝑒(𝑝)⟩. В 1990х
годах были особо популярны подходы, основывающиеся на бинарных решающих
диаграммах [65], однако позже популярность приобрели подходы, использую
щие SAT-решатели на основе алгоритма CDCL [15,66,67].

Если свойство безопасности 𝑆𝑎𝑓𝑒 нарушается, то будет существовать
контрпример, приводящий за 𝑘 шагов из начального состояния в состояние, вы
полняющее ¬𝑆𝑎𝑓𝑒. Другими словами, будет существовать последовательность
состояний 𝑠,𝑠′, . . . , 𝑠(𝑘) таких, что выполняется следующая формула:

𝐼𝑛𝑖𝑡(𝑠) ∧ 𝑇 (𝑠, 𝑠′) ∧ . . . ∧ 𝑇 (𝑠(𝑘−1), 𝑠(𝑘)) ∧ ¬𝑆𝑎𝑓𝑒(𝑠(𝑘)). (1.1)

В противном случае будет существовать безопасный индуктивный инва
риант системы, т.е. пропозициональная формула 𝐼𝑛𝑣(𝑝) такая, что следующие
формулы будут общезначимыми:

𝐼𝑛𝑖𝑡(𝑝) → 𝐼𝑛𝑣(𝑝) (1.2)

𝐼𝑛𝑣(𝑝) ∧ 𝑇 (𝑝, 𝑝′) → 𝐼𝑛𝑣(𝑝′) (1.3)

𝐼𝑛𝑣(𝑝) → 𝑆𝑎𝑓𝑒(𝑝) (1.4)
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Например, вместо 𝐼𝑛𝑣 подходит формула 𝑅, представляющая множество
всех состояний, достижимых из начального (такая формула существует по тео
реме о представимости булевых функций и конечности состояний заданной
структуры Крипке). На 𝐼𝑛𝑣 можно смотреть как на сертификат корректно
сти системы относительно свойства AG 𝑆𝑎𝑓𝑒: из общезначимости (1.2)–(1.4)
следует, что с помощью 𝐼𝑛𝑣 тривиальной индукцией по длине пути можно дока
зать недостижимость состояний, выполняющих ¬𝑆𝑎𝑓𝑒. Таким образом, задача
формальной верификации свелась к задаче поиска формулы 𝐼𝑛𝑣.

Заметим, что формулы (1.2)–(1.4) напоминают дизъюнкты Хорна с огра
ничениями. Более формально, рассмотрим сигнатуру языка ограничений с пу
стым множеством функциональных символов и единственным унарным преди
катным символом 𝑡𝑟𝑢𝑒. Теория 𝒯 ограничений будет состоять из единственной
интерпретации с носителем {0,1} и интерпретирующей 𝑡𝑟𝑢𝑒 отношением {1}.

Тогда формулы 𝐼𝑛𝑖𝑡(𝑝), 𝑇 (𝑝,𝑝′) и 𝑆𝑎𝑓𝑒(𝑝) соответствуют ограничени
ям ϕ𝐼𝑛𝑖𝑡(𝑥), ϕ𝑇 (𝑥,𝑥′) и ϕ𝑆𝑎𝑓𝑒(𝑥): к примеру, формулу языка высказываний
𝑝′1 ↔ ¬𝑝1 ∨ 𝑝2 эквивыполнима с ограничением 𝑡𝑟𝑢𝑒(𝑥′1) ↔ ¬𝑡𝑟𝑢𝑒(𝑥1) ∨ 𝑡𝑟𝑢𝑒(𝑥2)

в теории 𝒯 . Введём также неинтерпретированный символ 𝐼𝑛𝑣 арности |𝑝|, т.е.
положим ℛ = {𝐼𝑛𝑣}. В этом случае система дизъюнктов Хорна с ограничения
ми, представленными ниже, выполнима тогда и только тогда, когда безопасна
исходная система.

ϕ𝐼𝑛𝑖𝑡 → 𝐼𝑛𝑣(𝑥)

ϕ𝑇 ∧ 𝐼𝑛𝑣(𝑥) → 𝐼𝑛𝑣(𝑥′)

¬ϕ𝑆𝑎𝑓𝑒 ∧ 𝐼𝑛𝑣(𝑥) → ⊥

При этом сертификаты выполнимости представляют собой искомую фор
мулу 𝐼𝑛𝑣. Заметим также, что формулы, которе находятся в корнях всех ги
перрезолютивных опровержений данной системы, имеют вид (1.1), т.е. выпол
няющие оценки свободных переменных листовых ограничений деревьев вывода
представляют собой контрпримеры к безопасности.

1.3.2 Верификация программного обеспечения

Существует многочисленные способы сведения задачи верификации
свойств безопасности программ к решению систем дизъюнктов Хорна. Один
из наиболее очевидных способов состоит в формализации операционной семан
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тики языка программирования в виде интерпретатора логической программы
с ограничениями с последующей специализацией интерпретатора. Например,
такой подход реализован в системе VeriMAP [68,69]. Далее будет показано, как
избежать построения такого интерпретатора и порождать систему дизъюнктов
по программам на демонстрационных императивных и функциональных язы
ках напрямую.

От верификации императивных программ к дизъюнктам. Рассмот
рим задачу сведения доказательства свойств безопасности императивных про
грамм к выполнимости систем дизъюнктов Хорна с ограничениями на примере
простого императивного языка программирования while [70]. Синтаксис этого
языка определяется следующей грамматикой:

𝑃 ::= skip

| 𝑥 := 𝑡

| 𝑃;𝑃

| if ϕ then 𝑃 else 𝑃 end

| while ϕ do 𝑃 end

Здесь 𝑡 — это терм языка 𝒜, ϕ — ограничение, 𝑥 — предметная пере
менная. Семантика этого языка определяется теорией 𝒯 в языке ограничений.
Условия цикла while являются формулами некоторого языка ограничений 𝒜.
Семантика языка задаётся стандартно и подробно описана в [70].

Свойства безопасности такой программы можно задават тройками Хоара:
{ϕ} 𝑃 {ψ} задаёт свойство частичной корректности, где 𝑃 — программа на
языке while, ϕ и ψ — ограничения в языке 𝒜, называемые предусловием и
постусловием соответственно. Говорят, что программа 𝑃 корректна относи
тельно ϕ и ψ, если любое завершающееся вычисление 𝑃 с начальным состоя
нием, выполняющим предусловие ϕ, завершается в состоянии, выполняющем
постусловие ψ.

Для данного свойства можно предъявить систему дизъюнктов Хорна 𝒮
такую, что программа 𝑃 корректна относительно ϕ и ψ тогда и только то
гда, когда 𝒮 выполнима. Описанный метод основан на исчислении слабейших
свободных предусловий (weakest liberal precondition, WLP) [71,72].
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Опишем процедуру генерации дизъюнктов Хорна. Пусть 𝑥 — множество
переменных, используемых в программе, а ℛ — множество неинтерпретирован
ных символов местности |𝑥|, число которых больше или равно числу циклов в
программе.

Система дизъюнктов порождается функцией 𝑇𝑜𝐻𝑜𝑟𝑛, принимающей на
вход тройку Хоара и возвращающей эквивыполнимую систему дизъюнктов:

𝑇𝑜𝐻𝑜𝑟𝑛({ϕ} 𝑃 {ψ})
def
= 𝒮 ∪ {ϕ→ 𝑄}, где ⟨𝑄,𝒮⟩ ≡ wlp (𝑃,ψ,∅) ,

wlp (skip,𝑄,𝒮)
def
= ⟨𝑄,𝒮⟩

wlp (𝑥 := 𝑡,𝑄,𝒮)
def
= ⟨𝑄[𝑡/𝑥],𝒮⟩

wlp (𝑃1;𝑃2,𝑄,𝒮)
def
= wlp (𝑃1,𝑄

′,𝒮 ′) , где ⟨𝑄′,𝒮 ′⟩ ≡ wlp (𝑃2,𝑄,𝒮)

wlp (if ϕ then 𝑃1 else 𝑃2 end,𝑄,𝒮)
def
= ⟨(ϕ ∧𝑄1) ∨ (¬ϕ ∧𝑄2),𝒮1 ∪ 𝒮2⟩ ,

где ⟨𝑄𝑖,𝒮𝑖⟩ ≡ wlp (𝑃𝑖,𝑄,𝒮)

wlp (while ϕ do 𝑃 end,𝑄,𝒮)
def
= ⟨𝐼𝑛𝑣(𝑥),𝒮 ′ ∪ {𝐶1,𝐶2}⟩ ,

где 𝐼𝑛𝑣 — новый символ из ℛ,

⟨𝑄′,𝒮 ′⟩ ≡ wlp (𝑃,𝐼𝑛𝑣(𝑥),𝒮)

𝐶1 ≡ ϕ ∧ 𝐼𝑛𝑣(𝑥) → 𝑄′

𝐶2 ≡ ¬ϕ ∧ 𝐼𝑛𝑣(𝑥) → 𝑄

Следует отметить, что дизъюнкты, порождаемые определением 𝑇𝑜𝐻𝑜𝑟𝑛,
синтаксически отличаются от определения 1. Во-первых, допускается запись
дизъюнктов-запросов в виде 𝐵 → ϕ, где ϕ — ограничение. Но это не является
существенным отклонением от определения 1, поскольку каждый такой дизъ
юнкт можно переписать в виде 𝐵 ∧¬ϕ→ ⊥. Во-вторых, допускаются неинтер
претированные атомы вида 𝐼𝑛𝑣(𝑡), где 𝑡 — кортеж произвольных термов (а не
предметных переменных, как в определении 1). Однако можно заменить 𝑡 на
кортеж новых предметных переменных 𝑥, добавив в ограничение дизъюнкта
равенства вида 𝑥𝑖 = 𝑡𝑖. Например, дизъюнкт

𝑖 > 0 ∧ 𝐼𝑛𝑣(𝑖) → 𝐼𝑛𝑣(𝑖− 1)

можно превратить в эквивыполнимый дизъюнкт

𝑖 > 0 ∧ 𝑖′ = 𝑖− 1 ∧ 𝐼𝑛𝑣(𝑖) → 𝐼𝑛𝑣(𝑖′).
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Пример 6. Пусть 𝒜 — язык линейной целочисленной арифметики. Напомним,
в этом языке отсутствует функциональный символ произведения. Рассмотрим
следующую программу 𝑃 :

𝑖 := 0;

while 𝑖 < 𝑥 do

𝑖 := 𝑖 + 1; 𝑧1 := 𝑧1 + 𝑦;

end

𝑖 := 0;

while 𝑖 < 𝑥 do

𝑖 := 𝑖 + 1; 𝑧2 := 𝑧2 + 𝑦;

end

𝑃 итеративно добавляет произведение 𝑥 и 𝑦 к переменным 𝑧1 и 𝑧2. Оче
видно, 𝑃 корректна относительно предусловия 𝑧1 = 0 ∧ 𝑧2 = 0 и постусловия
𝑧1 = 𝑧2.

По определению 𝑇𝑜𝐻𝑜𝑟𝑛 имеем следующее:

𝑇𝑜𝐻𝑜𝑟𝑛({𝑧1=0 ∧ 𝑧2=0} 𝑃 {𝑧1=𝑧2}) ≡ {
𝑧1 = 0 ∧ 𝑧2 = 0 → 𝐼𝑛𝑣1(𝑥, 𝑦, 0, 𝑧1, 𝑧2)

𝑖 < 𝑥 ∧ 𝐼𝑛𝑣1(𝑥, 𝑦, 𝑖, 𝑧1, 𝑧2) → 𝐼𝑛𝑣1(𝑥, 𝑦, 𝑖 + 1, 𝑧1, 𝑧2 + 𝑦)

¬(𝑖 < 𝑥) ∧ 𝐼𝑛𝑣1(𝑥, 𝑦, 𝑖, 𝑧1, 𝑧2) → 𝐼𝑛𝑣2(𝑥, 𝑦, 0, 𝑧1, 𝑧2)

𝑖 < 𝑥 ∧ 𝐼𝑛𝑣2(𝑥, 𝑦, 𝑖, 𝑧1, 𝑧2) → 𝐼𝑛𝑣2(𝑥, 𝑦, 𝑖 + 1, 𝑧1, 𝑧2 + 𝑦)

¬(𝑖 < 𝑥) ∧ 𝐼𝑛𝑣2(𝑥, 𝑦, 𝑖, 𝑧1, 𝑧2) → 𝑧1 = 𝑧2

}

Эта система выполнима: для того, чтобы убедитьсся в этом, достаточно
проинтерпретировать символ 𝐼𝑛𝑣1 следующим отношением:{︀

⟨𝑥,𝑦,𝑖,𝑧1,𝑧2⟩ ∈ Z5 | 0 6 𝑖 6 𝑥, 𝑧1 = 𝑖 · 𝑦, 𝑧2 = 0
}︀
,

а символ 𝐼𝑛𝑣2 — вот таким отношением:{︀
⟨𝑥,𝑦,𝑖,𝑧1,𝑧2⟩ ∈ Z5 | 0 6 𝑖 6 𝑥, 𝑧1 = 𝑥 · 𝑦, 𝑧2 = 𝑖 · 𝑦

}︀
.
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Более эффективные подходы, применяемые для решения задачи сведения
доказательства свойств безопасности императивных программ к выполнимости
систем дизъюнктов Хорна с ограничениями в контексте более сложных импе
ративных языков описаны в [73–78].

От верификации функциональных программ к дизъюнктам. По срав
нению с императивными программами, верификация программ на функцио
нальных языках упрощается неизменяемостью состояний, но осложняются на
личием функций высшего порядка. Тем не менее, верификация функциональ
ных программ с функциями высших порядков также сводится к проверке вы
полнимости дизъюнктов Хорна с ограничениями.

Самые простые, но некомпозициональные5 способы сведения основаны на
идее дефункционализации [79–81]. Дефункционализация позволяет породить по
функциональной программе систему дизъюнктов Хорна над теорией некоторо
го алгебраического типа данных. Более общий подход, основанный на замыка
ниях, представлен в дедуктивной системе [82]. Некоторые подходы используют
булевы абстракции функциональных программ с функциями высшего поряд
ка [83].

Одним из самых эффективных инструментов построения корректных
функциональных программ высших порядков являются зависимые типы [84].
Одним из видов зависимых типов являются уточняющие типы (refinement
types). Уточняющие типы реализованы, например, для таких языков, как
Haskell [85], 𝐹 * [86], TypeScript [87], Ruby [88] и других языков.

Уточняющие типы позволяют вместе с базовым типом данных указывать
предикат, дополнительно «отфильтровывающий» некоторые значения этого ба
зового типа. Предикаты формулируются в виде формул некоторого языка огра
ничений 𝒜. Например, вместо обычной аннотации типа функции целочисленно
го деления

div::int → int → int,
5Говорят, что подход к верификации программы композиционален, если он анализирует каждую

подпрограмму «в изоляции» от других, а затем «совмещает» результаты этих анализов. В таком
случае результаты верификации всей программы — композиция результатов маленьких её частей.
Другими словами, композициональная верификация программ следует идее «разделяй и властвуй»:
задача верификации большой системы «распадается» на множество независимых подзадач, резуль
таты решения которых затем совмещаются некоторым образом.
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допускающей значение 0 в качестве второго аргумента, что приводит к ошибке
времени исполнения, уточняющие типы позволяют написать аннотацию, исклю
чающую такую возможность:

div::int → {𝑣 : int | ¬(𝑣 = 0)} → int.

Уточняющие типы позволяют свести статическую проверку свойств без
опасности программы к проверке выполнимости формул языка ограничений;
на практике для этой проверки выполнимости используются SMT-решатели.
Таким образом, для верификации свойства безопасности функциональной про
граммы достаточно вывести типовую аннотацию, доказывающую данное свой
ство.

Для разрешимых теорий языка ограничений проверка корректности типо
вой аннотации разрешима. Тем не менее, автоматический вывод уточняющих
типов, доказывающего заданное свойство безопасности, — неразрешимая про
блема даже для разрешимых теорий языка ограничений. Она требует автома
тического поиска необходимых предикатов, уточняющих базовые типы. Такие
предикаты могут быть получены как символьные модели системы дизъюнктов
Хорна с ограничениями, порождённой по исходной программе [89–91].

Кратко опишем суть сведения задачи вывода уточняющих типов к поис
ку символьных моделей систем дизъюнктов. Рассмотрим, например, систему
Liquid Types [90]. В этой системе уточняющий тип имеет вид {𝑣 : 𝑇 | ϕ(𝑣,𝑥)},
где 𝑇 — базовый тип (например, int), ϕ — ограничение. Связывание пере
менной и её типа, т.е. утверждение вида 𝑦 : {𝑣 : 𝑇 | ϕ(𝑣,𝑥)}, соответствует
логическому ограничению ϕ(𝑦, 𝑥).

Правила проверки типов в системе Liquid Types порождают множество
суждений вида Γ ⊢ {𝑣 : 𝑇 | ϕ1(𝑣,𝑥)} ≺ {𝑣 : 𝑇 | ϕ2(𝑣,𝑥)}. Здесь ≺ — отноше
ние подтипирования, а Γ — контекст, являющийся множеством связываний
переменных с типами. Задача вывода уточняющих типов состоит в нахождении
ограничений ϕ таких, что все суждения будут истинными.

Для этого можно считать, что все ограничения в уточняющих типах за
менены на неинтерпретированные символы 𝑃𝑖. В таком случае, суждению

Γ ⊢ {𝑣 : 𝑇 | 𝑃1(𝑣,𝑥)} ≺ {𝑣 : 𝑇 | 𝑃2(𝑣,𝑥)}

можно сопоставить дизъюнкт⋀︁
𝑦:{𝑣:𝑇 |𝑃 (𝑣,𝑧)}∈Γ

𝑃 (𝑦,𝑧) ∧ 𝑃1(𝑣,𝑥) → 𝑃2(𝑣,𝑥).
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Таким образом, системы проверки уточняющих типов сопоставляют функ
циональной программе множество суждений, каждому из которых соответству
ет дизъюнкт Хорна с ограничением, т.е. каждой функциональной программе и
свойству её безопасности можно сопоставить систему дизъюнктов Хорна. Суще
ствование сертификата выполнимости такой системы будет достаточным усло
вием для корректности программы, а заодно по сертификату выполнимости
можно построить типовую аннотацию программы.

1.3.3 Реляционная верификация

Многие интересные свойства программ выходят за рамки «стандартных»
свойств безопасности — утверждений о поведении некоторой программы в слу
чае её завершения. Существует целый класс свойств, называемых реляционны
ми, которые должны выполняться совместно несколькими программами, либо
несколькими запусками одной и той же программы. Доказательством реляци
онных свойств набора программ занимается область, называемая реляционной
верификацией.

Одним из самых простых примеров реляционного свойства является функ
циональная эквивалентность программ [28]: две программы, запущенные и
завершившиеся на одних и тех же входных данных, выдадут одни и те же вы
ходные данные. Автоматическая проверка функциональной эквивалентности
программ используется, к примеру, в оптимизирующей компиляции [92–94], при
обфускации (запутывании текстов программ) [95], а также при автоматическом
рефакторинге программного кода [96] и т.д.

Другой пример реляционного свойства — это невмешательство [97]: два
завершившихся исполнения программы должны выдавать одни и те же выход
ные данные для одних и тех же ненадёжных входных данных, вне зависимости
от надёжных данных, которым оперирует программа. Невмешательство — это
важное свойство для программного обеспечения, работающего с конфиденци
альными данными, т.к. нарушение этого свойства делает систему уязвимой к
атакам по сторонним каналам, которые использовались для доступа к кон
фиденциальным данным, включая пользовательские аккаунты [98–100], крип
тографические ключи [101–103] и медицинские данные [104].

Другие варианты применения реляционной верификации включают в себя
автоматическое регрессионное тестирование [105,106], разрешение конфликтов
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слияния в системах контроля версий [107], автоматический анализ сложности
алгоритмов [108], построение срезов программ [109].

Особым видом реляционных свойств безопасности являются так называ
емые свойства гипербезопасности (другое название — 𝑘-свойства) [25]. В от
личие от «стандартных» свойств безопасности, 𝑘-свойства представляют собой
утверждение о 𝑘 завершающихся запусках одной и той же программы. Приме
ром 𝑘-свойства может служить детерминированность программы, вышеописан
ные свойства невмешательство вместе с подобными им свойствами так называ
емого безопасного потока информации [110].

Одним из самых распространённых на сегодняшний день подходов к ве
рификации реляционных свойств безопасности состоит в сведении к провер
ке «обычных» свойств безопасности некоторой программы. Для этого стро
ится произведение верифицируемых программ, т.е. программа, моделирую
щая одновременное исполнение перемножаемых программ, а реляционное свой
ство безопасности превращается в свойство безопасности программы-произве
дения [26,106,111,112].

Существуют различные адаптации логики Хоара для доказательства ре
ляционных свойств безопасности императивных программ. Например, таковой
является система декартова логика Хоара [113–115] и реляционная логика раз
деления [116].

Проверка реляционных свойств набора программ может быть сведена к
проверке выполнимости системы дизъюнктов Хорна с ограничениями [23]. Ос
новная идея такого подхода заключается в следующем. Пусть даны 𝑘 программ
с входами 𝑖1, . . . ,𝑖𝑘 и выходами 𝑜1, . . . ,𝑜𝑘, а также реляционное свойство, выра
женное в виде формулы ϕ некоторого языка первого порядка. Например, свой
ство функциональной эквивалентности этих программ будет выглядеть следу
ющим образом:

𝑖1 = . . . = 𝑖𝑘 → 𝑜1 = . . . = 𝑜𝑘.

Для каждой программы заведём неинтерпретированный символ 𝑃𝑗 арно
сти

⃒⃒
𝑖𝑗
⃒⃒
+ |𝑜𝑗|, где 𝑗 принимает значения от 1 до 𝑘. Семантику поведения каждой

программы представим в виде множества правил символа 𝑃𝑗, используя мето
ды, описанные в предыдущих разделах. Пусть 𝒮𝑗 — множества таких дизъюнк
тов для программы 𝑗. Итоговая система дизъюнктов, представленная ниже,
выполнима тогда и только тогда, когда выполняется реляционное свойство ϕ.
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𝒮 def
=

𝑘⋃︁
𝑗=1

𝒮𝑗 ∪ {𝑄}, где 𝑄 ≡ ¬ϕ ∧ 𝑃1(𝑖1,𝑜1) ∧ · · · ∧ 𝑃𝑘(𝑖𝑘,𝑜𝑘) → ⊥

1.4 Автоматическое решение систем дизъюнктов

Итак, проверка разного класса свойств программ на различных языках
программирования может быть сведена к проверке выполнимости системы
дизъюнктов Хорна с ограничениями.

Существуют инструменты решения систем дизъюнктов Хорна с ограни
чениями. Такие инструменты, называемые Хорн-решателями (Horn solvers),
принимают на вход систему дизъюнктов Хорна с ограничениями в некоторой
теории, поддерживаемой решателем, и выводят SAT вместе с сертификатом
выполнимости, если система выполнима, либо UNSAT, если невыполнима. Так
как для многих теорий задача определения выполнимости системы дизъюнктов
Хорна с огранчениями алгоритмически неразрешима, такие решатели могут не
завершиться; некоторые решатели могут выдавать ответ UNKNOWN в некоторых
случаях, когда входная система гарантированно не может быть им решена.

Наиболее известными и эффективными Хорн-решателями на сего
дняшний день являются Spacer [6], Eldarica [7], HoIce [9], Ultimate
TreeAutomizer [117], Sally [118], Qarmc [8], TransfHORNer [24],
FreqHorn [10].

1.4.1 Подходы к решению систем дизъюнктов Хорна.

Существует большое количество подходов к решению дизъюнктов Хорна.
Здесь будут перечислены лишь те, которые являются наиболее эффективными
на сегодняшний день.

Использование синтаксических трансформаций . Существует большое
количество подходов, построенных на последовательных переписываниях дизъ
юнктов Хорна [21, 23, 24, 119]. Примером решателя, основанного на синтаксиче
ских трансформациях, является TransfHORNer. Обзор таких методов пред
ставлен в [120].
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Синтаксически-направляемый синтез инвариантов. Несколько лет на
зад появилось соревнование SyGuS (Syntax-Guided Synthesis) [121]. Соревную
щиеся инструменты должны синтезировать формулу, имея на входе два вида
ограничений: семантические, заданные формулой некоторого языка ограниче
ний, и синтаксические, заданные контекстно-свободной грамматикой. Очевид
но, задача выполнимости систем дизъюнктов Хорна с ограничениями сводится
к задаче, решаемой на соревнованиях SyGuS, однако решатели SyGuS общего
назначения оказались не достаточно эффективными для синтеза символьных
моделей дизъюнктов Хорна. В результате была разработана более удачная адап
тация подходов SyGuS для синтеза символьных моделей систем дизъюнктов,
реализованная в Хорн-решателе FreqHorn [10].

Уточнение абстракции по контрпримерами. Уточнение абстракции
по контрпримерам [122, 123] (counterexample-guided abstraction refinement,
CEGAR) является одним из наиболее успешных подходов в современной ве
рификации программного обеспечения [14]. Общая идея заключается в следую
щем: начав с наиболее грубой абстракции модели

ℐ def
= 𝑃𝑖 ↦→ ⊤

, т.е тривиальной символьной интерпретации, сопоставляющей каждому симво
лу тождественную истину, проверяется выполнимость в 𝒯 ограничения⋁︁

𝐶 ∈ 𝒮¬ J𝐶Kℐ .

Если ограничение невыполнимо, то ℐ является сертификатом безопасно
сти. В противном случае SMT-решатель выдаёт выполняющую модель и оценку
свободных переменных, которые используются для уточнения (refinement) ℐ,
т.е. для усиления формул образа. Формулы усиливаются таким образом, что
бы исключить появление той же модели при повторном запросе. Этот процесс
повторяется итеративно до тех пор, пока либо ℐ не станет сертификатом выпол
нимости, либо очередной контрпример не будет выполнять корень какого-либо
гиперрезолютивного вывода системы.

Подход CEGAR реализован, например, в решателях Eldarica и Qarmc.

Использование обучения с учителем. В 2014 году был предложен ме
тод ICE, использующий обучение с учителем для построения инвариантов цик
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Табл. 1. CHC-Comp 2019: LIA-Lin

лов [22]. Позднее, в 2018 году, подход был обобщён на дизъюнкты Хорна с
ограничениями [9]. Этот подход был реализован в решателе HoIce.

Достижимость, направляемая свойством. Достижимость, направляе
мая свойством (property-directed reachability, PDR) — подход, изначально пред
ложенный Аароном Брэдли и назанный им IC3, для верификации аппаратно
го обеспечения [15] с помощью SAT-решателей. Далее подход был обобщён на
случай языков первого порядка [124] и адаптирован для решения дизъюнктов
Хорна с ограничениями [6,125].

PDR является адаптацией похода CEGAR. Главное его отличие состоит
в последовательном построении серии индуктивных усилений отрицания огра
ничений дизъюнктов-запросов. Подход удачно совмещает процедуры поиска ги
перрезолютивного опровержения с шагами к построению сертификата выпол
нимости, используя информацию, полученную от одной процедуры в другой и
наоборот. PDR будет подробно описан в главе 4.

PDR реализован в решателях Spacer и Sally.

1.4.2 Сравнение решателей дизъюнктов Хорна

Существует ежегодное соревнование Хорн-решателей CHC-Comp. В
табл. 1, 2, 3 и 4 представлены результаты последнего соревнования CHC
Comp 2019 [126]. Таблицы отражают результаты различных секций этого со
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Табл. 2. CHC-Comp 2019: LIA-Nonlin

Табл. 3. CHC-Comp 2019: LIA+Array-Lin

ревнования: различные секции содержат тесты с системами дизъюнктов Хорна
над различными языками ограничений различного вида6. Системы в секции
LIA-Lin (рис. 1) являются линейными над линейной целочисленной арифме
тикой, в секции LIA-Nonlin (рис. 2) — нелинейными над линейной целочис
ленной арифметикой, LIA+Array-Lin (рис. 3) — линейными над комбинаци
ей эктенсиональной теории массивов с линейной целочисленной арифметикой,
LRA-TS (рис. 4) — линейные системы с одним неинтерпретированным симво
лом над линейной вещественной арифметикой. Первая колонка каждой табли
цы содержит название решателя, вторая — общее количество очков, набранное

6Таблицы взяты из https://chc-comp.github.io/2019/chc-comp19.pdf (дата обращения:
1.05.2020).
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Табл. 4. CHC-Comp 2019: LRA-TS

решателем, третья — количество решённых выполнимых систем, четвёртая —
количество решённых невыполнимых систем, пятая — среднее время работы в
секундах.

Как видно из таблиц, наиболее эффективными на сегодняшний день ре
шателей являются Spacer и Sally. Оба этих решателя используют подход
направляемой свойством достижимости. Поэтому можно считать, что на сего
дняшний день именно направляемая свойством достижимость является наибо
лее перспективным подходом к решению систем дизъюнктов Хорна с ограниче
ниями.

Итак, по утверждению 3, любая невыполнимая система имеет резолютив
ное опровержение, по факту являющееся синтаксическим сертификатом невы
полнимости системы. К сожалению, в случае с сертификатами выполнимости
это не так: не любая выполнимая система имеет сертификат выполнимости.

Пример 7. Рассмотрим следующую систему дизъюнктов Хорна с ограничени
ями в линейной целочисленной арифметике:

𝑥=0 ∧ 𝑧=0 → 𝑚𝑢𝑙(𝑥,𝑦,𝑧)

𝑥 > 0 ∧ 𝑥′=𝑥− 1 ∧ 𝑧=𝑧′+𝑦 ∧𝑚𝑢𝑙(𝑥′,𝑦,𝑧′) → 𝑚𝑢𝑙(𝑥,𝑦,𝑧)

𝑥=𝑥′ ∧ 𝑦=𝑦′ ∧ 𝑧 ̸=𝑧′ ∧𝑚𝑢𝑙(𝑥,𝑦,𝑧) ∧𝑚𝑢𝑙(𝑥′,𝑦′,𝑧′) → ⊥
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Она выполнима: к примеру, символ 𝑚𝑢𝑙 можно проинтерпретировать от
ношением {︀

⟨𝑥,𝑦,𝑧⟩ ∈ Z3 | 𝑧 = 𝑥 · 𝑦
}︀
.

Тем не менее, у этой системы не существует ни одного сертификата выпол
нимости. Это строго показано в разделе 2.6, но основная причина этого состоит
в том, что умножение не представимо в линейной целочисленной арифметике.

Пример 8. Аналогично, система в примере 1 выполнима, но у неё не суще
ствует сертификата выполнимости. Неформальное объяснение следующее: эта
система представляет условия верификации программы, которая (1) вычисляет
сумму элементов в узлах двоичного дерева 𝑇 , (2) вычисляет сумму элементов
двоичного дерева, полученного из 𝑇 увеличением каждого элемента на 2 и (3)
проверяет, что вторая сумма равна первой плюс удвоенное количество элемен
тов в дереве 𝑇 . Язык ограничений недостаточно выразителен для того, чтобы
описать эти ограничения.

Заметим, что системы в примерах 7 и 8 нелинейны. Неформально говоря,
непредставимость сертификатов выполнимости можно объяснить следующим
образом. Ограничения нелинейных дизъюнктов формулируют утверждение о
переменных сразу нескольких неинтерпретированных атомов. Поэтому для то
го, чтобы быть сертификатом выполнимости, символьная интерпретация долж
на выполнять правила сразу нескольких символов, т.е. «резюмировать» фор
мулами языка ограничений правила нескольких символов, и при этом эти «ре
зюме» должны быть достаточно сильными для доказательства утверждения,
формулируемого ограничением нелинейного дизъюнкта. Существуют и приме
ры выполнимых линейных систем без сертификатов выполнимости [127], но на
практике такие системы встречаются реже [126].

Проблема непредставимости сертификатов выполнимости в языке ограни
чений носит фундаментальный характер. Любая теория, выполнимость ограни
чений в которой разрешима, но выполнимость дизъюнктов Хорна над которой
неразрешима7, будет невыразительной в том смысле, что будут существовать
выполнимые системы дизъюнктов Хорна без сертификата выполнимости.

Действительно, как будет показано в разделе 2.4.4, любая невыполнимая
система имеет гиперрезолютивное опровержение. Так как выполнимость огра

7Таковыми являются все теории, описанные в разделе 1.1.4, кроме теории алгебраического типа
𝐿𝑖𝑠𝑡(𝑇 ) и теории битовых векторов [127,128]
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ничений разрешима, множество гиперрезолютивных опровержений рекурсивно
перечислимо. Но если бы сертификаты выполнимости существовали бы для
любой такой системы, их множество также было бы перечислимо.

Эта закономерность хорошо видна в примере 7. Выполнимость ограниче
ний в линейной целочисленной арифметике разрешима, но выполнимость си
стем дизъюнктов Хорна с линейно-арифметическими ограничениями неразре
шима [127]. Заметим, что если бы мы хотели увеличить представимость языка
ограничений, добавив в него умножение, то выполняющая интерпретация ста
нет представима, но выполнимость ограничений станет неразрешимой. Таким
образом, имеет место компромисс между разрешимостью языка ограничений и
его выразительностью.

Получив выполнимую систему без сертификата выполнимости, любой со
временный решатель дизъюнктов Хорна с ограничениями не завершится, так
как на сегодняшний день отсутствуют методы автоматического обнаружения
такой ситуации.

1.5 Выводы

На основе проделанного обзора сделаны следующие выводы.
– Задача автоматического вывода символьных моделей систем дизъюнк

тов Хорна с ограничениями важна для формальной верификации про
грамм, поскольку к ней сводится большинство проблем доказательства
корректности кода на различных языках программирования. При этом
важны нелинейные системы дизъюнктов, позволяющие описывать реля
ционные спецификации корректности программ, необходимые для мно
гих практических задач.

– Достижимость, направляемая свойством, на текущий момент является
наиболее эффективным подходом к автоматическому решению систем
дизъюнктов Хорна.

– Фундаментальным препятствием на пути к решению систем дизъюнк
тов является непредставимость моделей в языке решателя. В таких си
туациях любой существующий алгоритм автоматического построения
символьных моделей не завершается. При этом обогащение языка мо
жет сделать проверку выполнимости его формул неразрешимой, что
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сделает невозможной в общем случае даже автоматическую проверку
корректности решений-кандидатов.

Таким образом, современным направлением формальной верификации
программ является поиск подхода, который преодолевает проблему непредста
вимости моделей. Адаптация такого подхода в контексте достижимости, направ
ляемой свойством, является важной на практике задачей.
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Глава 2. Синхронизация дизъюнктов

В данной главе представлено понятие синхронизации дизъюнктов Хорна.
Синхронизация позволяет частично решить проблему непредставимости моде
лей. Корректность понятия синхронизации дизъюнктов установлено двумя спо
собами: синтаксическим (см. раздел 2.2) и семантическим (см. раздел 2.5).

В разделе 2.7 описан алгоритм, переписывающий входную систему дизъ
юнктов таким образом, что если у входной системы существует сертификат
выполнимости, то он существует и у переписанной, но обратное в общем случае
не верно. Выполнен формальный анализ этого алгоритма, доказана его кор
ректность.

2.1 Определение синхронизации дизъюнктов Хорна

Пусть 𝒮 является системой дизъюнктов Хорна с ограничениями. Тогда
графом зависимостей 𝒮 назовём ориентированный граф ⟨ℛ, 𝐸⟩, где ⟨𝑃,𝑄⟩ ∈ 𝐸

тогда и только тогда, когда символ 𝑄 появляется в теле некоторого правила
символа 𝑃 . Символы 𝑃 и 𝑄 называются рекурсивными, если 𝑃 и 𝑄 лежат в
одной компоненте сильной связности графа зависимостей ⟨ℛ, 𝐸⟩.

Пример графа зависимостей для системы дизъюнктов Хорна с ограниче
ниями представлен на рис. 3. В этом примере символ 𝑝 рекурсивен с 𝑞, а символ
𝑟 достижим из 𝑝 и 𝑞, но не наоборот.

Пусть 𝐶 — дизъюнкт Хорна с ограничением. Неинтерпретированный атом
𝑅(𝑥) в теле 𝐶 называется рекурсивным, если 𝐶 ∈ rules(𝑃 ), и 𝑃 и 𝑅 рекурсив
ны. В противном случае, атом называется нерекурсивным. Другими словами,

𝑝(𝑥) ∧ 𝑞(𝑦) → ⊥
ϕ1 → 𝑝(𝑥)

ϕ2 ∧ 𝑞(𝑦) → 𝑝(𝑥)

ϕ3 ∧ 𝑝(𝑥) ∧ 𝑟(𝑥) → 𝑞(𝑦)

ψ→ 𝑟(𝑥)

а) Система дизъюнктов 𝒮

𝑝

𝑞

𝑟

б) Граф зависимостей для 𝒮

Рис. 3. Пример системы дизъюнктов и соответствующего графа зависимостей.
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атом 𝑅(𝑥) нерекурсивен, если он входит в тело запроса, или 𝑅 нерекурсивен с
символом в заголовке 𝐶.

К примеру, атом 𝑃 (𝑥) в дизъюнкте ϕ ∧ 𝑃 (𝑥) → 𝑃 (𝑥′) рекурсивен, а в
дизъюнкте ϕ ∧ 𝑃 (𝑥) → ⊥ нерекурсивен.

Множество рекурсивных атомов в теле 𝐶 обозначим 𝑅𝑒𝑐 (𝐶), а множество
нерекурсивных атомов — 𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶). Таким образом, тело любого дизъюнкта
Хорна 𝐶 с ограничением ϕ можно записать следующим образом:

ϕ ∧
⋀︁

𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶) ∧
⋀︁

𝑅𝑒𝑐 (𝐶) .

Определение 12. Непустые множества 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 накрываются множеством
𝐴, что обозначается 𝐴 ∈

⌈︀
𝐴1, . . . , 𝐴𝑛

⌉︀
, если выполнены следующие условия.

1. 𝐴 ⊆ 𝐴1 × · · · × 𝐴𝑛.
2. Каждый элемент каждого 𝐴𝑖 появляется в позиции 𝑖, как минимум,

одного кортежа 𝑥 ∈ 𝐴.

К примеру, справедливы следующие утверждения:

{(1, 3, 5), (2, 4, 5)} ∈
⌈︀
{1, 2}, {3, 4}, {5}

⌉︀
{(1, 3, 5), (2, 3, 5)} ̸∈

⌈︀
{1, 2}, {3, 4}, {5}

⌉︀
Множество мультимножеств на 𝑋, т.е. множество всех отображений 𝑋

на множество натуральных чисел, обозначим N𝑋 . Мультимножества частично
упорядочены отношением включения, т.е. для 𝑚1,𝑚2 ∈ N𝑋 , 𝑚1 ⊆ 𝑚2, если
∀𝑥 ∈ 𝑋,𝑚1(𝑥) 6 𝑚2(𝑥).

Будем ассоциировать кортеж 𝑥 = ⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑚⟩ с мультимножеством {𝑥𝑖 ↦→
#𝑥𝑖}, где #𝑥𝑖 — это число вхождений 𝑥𝑖 в 𝑥. Таким образом, для функции 𝑓 :

N𝑋 → 𝑌 будем допускать запись 𝑓(⟨𝑥1, . . . ,𝑥𝑚⟩), подразумевая 𝑓({𝑥𝑖 ↦→ #𝑥𝑖}).
Введём счётное множество предикатных символов ℛ′ и биективное отоб

ражение 𝐺 : Nℛ → ℛ′ такие, что для всех ⟨𝑅1, . . . ,𝑅𝑚⟩ ∈ Nℛ выполнено

𝑎𝑟 (𝐺 (⟨𝑅1, . . . ,𝑅𝑚⟩)) =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑟 (𝑅𝑖) .

Потребуем, чтобы ℛ ⊆ ℛ′, и для всех 𝑃 ∈ ℛ было выполнено 𝐺({𝑃 ↦→
1}) = 𝑃.

Неформально, символы в ℛ′ будут обозначать «слияния» символов их
𝐺-прообраза. Будем записывать имена этих символов в виде «произведений»
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имён соответствующих символов. Например, символ 𝐺({𝑃 ↦→ 2, 𝑄 ↦→ 1}) будем
записывать как 𝑃 2𝑄, при этом 𝑎𝑟

(︀
𝑃 2𝑄

)︀
= 2𝑎𝑟 (𝑃 ) + 𝑎𝑟 (𝑄).

Теперь перейдём к определению синхронизации дизъюнктов. Для это да
дим два вспомогательных определения — произведение неинтерпретированных
атомов и произведение дизъюнктов.

Определение 13. Пусть “6” — линейный порядок на ℛ, и пусть 𝑅1, . . . ,𝑅𝑚 ∈
ℛ, 𝑅

def
= 𝐺(⟨𝑅1, . . . ,𝑅𝑚⟩). Произведением неинтерпретированных атомов

𝑅1(𝑥1), . . . ,𝑅𝑚(𝑥𝑚) будем называть

𝑚∏︁
𝑖=1

𝑅𝑖(𝑥𝑖)
def
= 𝑅(𝑥𝑗1, . . . , 𝑥𝑗𝑚),

где (𝑗1, . . . ,𝑗𝑚) — такая перестановка чисел 1, . . . ,𝑚, что 𝑅𝑗1 6 . . . 6 𝑅𝑗𝑚.

Пусть, например, ℛ = {𝑃,𝑄} и 𝑃 6 𝑄. Произведением неинтерпретиро
ванных атомов 𝑄(𝑦) и 𝑃 (𝑥) является атом 𝑃𝑄(𝑥,𝑦). Далее, без потери общности
будем считать, что в любом произведении

∏︀𝑚
𝑖=1𝑅𝑖(𝑥𝑖) символы 𝑅𝑖 проиндекси

рованы таким образом, что 𝑅1 6 . . . 6 𝑅𝑚, и в таком случае

𝑚∏︁
𝑖=1

𝑅𝑖(𝑥𝑖)
def
= 𝑅(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚).

Введём следующее обозначение для дизъюнкта Хорна 𝐶:

𝑅𝑒𝑐/ℎ𝑒𝑎𝑑 (𝐶)
def
=

{︃
𝑅𝑒𝑐 (𝐶) если 𝑅𝑒𝑐 (𝐶) ̸= ∅,

{head(𝐶)} если 𝑅𝑒𝑐 (𝐶) = ∅.

Определение 14. Пусть 𝐶1, . . . , 𝐶𝑚 — дизъюнкты Хорна с ограничениями,
𝑅1, . . . , 𝑅𝑚 — неинтерпретированные символы (возможно, повторяющиеся) и
такие, что 𝐶𝑖 ∈ rules(𝑅𝑖) для всех 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚}. Дизъюнкт 𝐶 над ℛ′ называ
ется произведением дизъюнктов 𝐶1, . . . , 𝐶𝑚 (обозначается 𝐶 = 𝐶1 × · · · × 𝐶𝑚),
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если выполнены следующие утверждения:

head(𝐶) =
𝑚∏︁
𝑖=1

head(𝐶𝑖)

body(𝐶) = ϕ ∧
⋀︁

𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶) ∧
⋀︁

𝑅𝑒𝑐 (𝐶)

𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶) =
𝑚⋃︁
𝑖=1

𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶𝑖)

𝐴 ∈
⌈︀
𝑅𝑒𝑐/ℎ𝑒𝑎𝑑 (𝐶1) , . . . , 𝑅𝑒𝑐/ℎ𝑒𝑎𝑑 (𝐶𝑚)

⌉︀
𝑅𝑒𝑐 (𝐶) =

{︀ 𝑚∏︁
𝑖=1

𝑎𝑖
⃒⃒
⟨𝑎1, . . . 𝑎𝑚⟩ ∈ 𝐴

}︀
∖ {head(𝐶)}. (2.1)

При этом ограничение дизъюнкта 𝐶 будет ϕ =
⋀︀𝑚

𝑖=1ϕ𝑖, где ϕ𝑖 — это
ограничение дизъюнкта 𝐶𝑖.

К примеру, если 𝐶1 ≡ ϕ1 → 𝑃 (𝑥) и 𝐶2 ≡ ϕ2 ∧𝑄(𝑦′) → 𝑄(𝑦), то

𝐶1 × 𝐶2 ≡ ϕ1 ∧ϕ2 ∧ 𝑃𝑄(𝑥, 𝑦′) → 𝑃𝑄(𝑥, 𝑦).

Заметим, что в определении 14 не требуется, чтобы каждый символ в дизъ
юнктах 𝐶1, . . . , 𝐶𝑚 являлся элементом ℛ. Однако произведения атомов опреде
лено только в случае, когда символы в заголовке дизъюнктов 𝐶1, . . . ,𝐶𝑚 и их
рекурсивных атомах являются элементами ℛ.

Каждому символу 𝑅 ∈ ℛ′ сопоставим множество правил rules(𝑅), задан
ных следующим образом. Пусть 𝐺−1(𝑅) = {𝑃1 ↦→ 𝑘1, . . . ,𝑃𝑛 ↦→ 𝑘𝑛}. Тогда для
всех 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑛} и 𝑗 ∈ {1, . . . ,𝑘𝑖} определим rules (𝑗)(𝑃𝑖) как копию rules(𝑃𝑖) с
переименованными переменными таким образом, что переменные в rules (𝑗)(𝑃𝑖)

и rules (𝑗
′)(𝑃𝑖′) различны для 𝑗 ̸= 𝑗′ или 𝑖 ̸= 𝑖′; пусть также 𝑘

def
= 𝑘1 + . . . + 𝑘𝑛.

Тогда

rules(𝑅) =
{︁
𝐶1 × · · · × 𝐶𝑘

⃒⃒⃒
⟨𝐶1, . . . ,𝐶𝑘⟩ ∈ rules (1)(𝑃1) × · · · × rules (𝑘𝑛)(𝑃𝑛)

}︁
.

(2.2)

Пример 9. Вернёмся к системе дизъюнктов в примере 7, у которой

rules(𝑚𝑢𝑙) = {𝑥=0 ∧ 𝑧=0 → 𝑚𝑢𝑙(𝑥,𝑦,𝑧),

𝑥 > 0 ∧ 𝑥′=𝑥− 1 ∧ 𝑧=𝑧′+𝑦 ∧𝑚𝑢𝑙(𝑥′,𝑦,𝑧′) → 𝑚𝑢𝑙(𝑥,𝑦,𝑧)}.
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В таком случае, правилами символа 𝑚𝑢𝑙2
def
= 𝐺({𝑚𝑢𝑙 ↦→ 2}) являются

rules(𝑚𝑢𝑙2) = {𝑥1 = 0 ∧ 𝑧1 = 0 ∧ 𝑥2 = 0 ∧ 𝑧2 = 0 → 𝑚𝑢𝑙2(𝑥1,𝑦1,𝑧1,𝑥2,𝑦2,𝑧2),

𝑥1 > 0 ∧ 𝑥′1 = 𝑥1−1 ∧ 𝑧1= 𝑦1 + 𝑧′1∧
∧𝑥2 = 0 ∧ 𝑧2 = 0 ∧𝑚𝑢𝑙2(𝑥′1,𝑦1,𝑧

′
1,𝑥2,𝑦2,𝑧2) → 𝑚𝑢𝑙2(𝑥1,𝑦1,𝑧1,𝑥2,𝑦2,𝑧2),

𝑥2 > 0 ∧ 𝑥′2 = 𝑥2−1 ∧ 𝑧2= 𝑦2 + 𝑧′2∧
∧𝑥1 = 0 ∧ 𝑧1 = 0 ∧𝑚𝑢𝑙2(𝑥1,𝑦1,𝑧1,𝑥

′
2,𝑦2,𝑧

′
2) → 𝑚𝑢𝑙2(𝑥1,𝑦1,𝑧1,𝑥2,𝑦2,𝑧2),

𝑥1 > 0 ∧ 𝑥′1 = 𝑥1−1 ∧ 𝑧1= 𝑦1 + 𝑧′1 ∧ 𝑥2 > 0∧
∧𝑥′2 = 𝑥2−1 ∧ 𝑧2= 𝑦2 + 𝑧′2 ∧𝑚𝑢𝑙2(𝑥′1,𝑦1,𝑧

′
1,𝑥

′
2,𝑦2,𝑧

′
2) → 𝑚𝑢𝑙2(𝑥1,𝑦1,𝑧1,𝑥2,𝑦2,𝑧2)}.

Определение 15. Пусть 𝒮 — система дизъюнктов Хорна с ограничениями, и
пусть для некоторого дизъюнкта 𝐶 ∈ 𝒮 выполнено следующее условие:

𝐶 ≡ ϕ ∧
⋀︁

𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶) ∧
⋀︁

𝑅𝑒𝑐 (𝐶) → head(𝐶)

𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶) = {𝑅1(𝑥1), . . . ,𝑅𝑚(𝑥𝑚)}.

Синхронизацией дизъюнкта 𝐶 назовём множество дизъюнктов 𝒮 ′ над ℛ′, по
лученных из 𝒮 добавлением новых правил и заменой в 𝐶 атомов 𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶) на
их произведение:

𝒮 ′ def
= 𝒮 ∖ {𝐶} ∪ {𝐶 ′} ∪

⋃︁
𝑅∈𝑁

rules(𝑅), где

𝐶 ′ def
= ϕ ∧

𝑚∏︁
𝑖=1

𝑅𝑖(𝑥𝑖) ∧
⋀︁

𝑅𝑒𝑐 (𝐶) → head(𝐶),

𝑁 — наименьшее по включению множество символов, содержащее

𝐺(⟨𝑅1, . . . ,𝑅𝑚⟩) и все символы из ℛ′, входящие в рекурсивные атомы

правил символов из 𝑁

Пример 10. Для системы 𝒮 в примере 7 с запросом

𝐶 ≡ 𝑥=𝑥′ ∧ 𝑦=𝑦′ ∧ 𝑧 ̸=𝑧′ ∧𝑚𝑢𝑙(𝑥,𝑦,𝑧) ∧𝑚𝑢𝑙(𝑥′,𝑦′,𝑧′) → ⊥

синхронизацией 𝐶 является система 𝒮 ′ def
= rules(𝑚𝑢𝑙) ∪ rules(𝑚𝑢𝑙2) ∪ {𝐶 ′}, где

𝐶 ′ ≡ 𝑥=𝑥′ ∧ 𝑦=𝑦′ ∧ 𝑧 ̸=𝑧′ ∧𝑚𝑢𝑙2(𝑥,𝑦,𝑧,𝑥′,𝑦′,𝑧′) → ⊥.

Заметим, что в этом примере система 𝒮 ′ выполнима, также как и 𝒮. Однако в
отличие от 𝒮, система 𝒮 ′ имеет сертификат выполнимости в линейной целочис
ленной арифметике:

ℐ def
= {𝑚𝑢𝑙 ↦→ ⊤,𝑚𝑢𝑙2 ↦→ (𝑥1 = 𝑥2 ∧ 𝑦1 = 𝑦2 → 𝑧1 = 𝑧2)}.
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Очевидно, что множество 𝑁 в определении 15 является множеством вер
шин в компоненте сильной связности символа 𝐺(⟨𝑅1, . . . ,𝑅𝑚⟩) графа зависимо
стей синхронизированной системы, т.е. 𝑁 содержит все символы, рекурсивные с
𝐺(⟨𝑅1, . . . ,𝑅𝑚⟩) в синхронизированной системе. Рассмотрим это более подробно
на следующем примере.

Пример 11. Пусть 𝒮 — следующая система дизъюнктов над ℛ = {𝑒𝑣𝑒𝑛, 𝑜𝑑𝑑}:

𝑥 = 0 → 𝑒𝑣𝑒𝑛 (𝑥)

𝑥 > 0 ∧ 𝑜𝑑𝑑 (𝑥− 1) → 𝑒𝑣𝑒𝑛 (𝑥)

𝑒𝑣𝑒𝑛 (𝑦 − 1) → 𝑜𝑑𝑑 (𝑦)

𝑒𝑣𝑒𝑛 (𝑥) ∧ 𝑜𝑑𝑑 (𝑥) → ⊥

Пусть на ℛ зафиксирован линейный порядок 𝑒𝑣𝑒𝑛 < 𝑜𝑑𝑑. Тогда синхронизаци
ей запроса системы 𝒮 является следующая система:

𝑥 = 0 → 𝑒𝑣𝑒𝑛 (𝑥)

𝑥 > 0 ∧ 𝑜𝑑𝑑 (𝑥− 1) → 𝑒𝑣𝑒𝑛 (𝑥)

𝑒𝑣𝑒𝑛 (𝑦 − 1) → 𝑜𝑑𝑑 (𝑦)

𝑥 = 0 ∧ 𝑒𝑣𝑒𝑛𝑒𝑣𝑒𝑛 (𝑥, 𝑦 − 1) → 𝑒𝑣𝑒𝑛𝑜𝑑𝑑 (𝑥, 𝑦)

𝑥 > 0 ∧ 𝑒𝑣𝑒𝑛𝑜𝑑𝑑 (𝑦 − 1, 𝑥− 1) → 𝑒𝑣𝑒𝑛𝑜𝑑𝑑 (𝑥, 𝑦)

𝑥1 = 0 ∧ 𝑥2 = 0 → 𝑒𝑣𝑒𝑛𝑒𝑣𝑒𝑛 (𝑥1, 𝑥2)

𝑥1 > 0 ∧ 𝑥2 = 0 ∧ 𝑒𝑣𝑒𝑛𝑜𝑑𝑑 (𝑥2, 𝑥1 − 1) → 𝑒𝑣𝑒𝑛𝑒𝑣𝑒𝑛 (𝑥1, 𝑥2)

𝑥1 = 0 ∧ 𝑥2 > 0 ∧ 𝑒𝑣𝑒𝑛𝑜𝑑𝑑 (𝑥1, 𝑥2 − 1) → 𝑒𝑣𝑒𝑛𝑒𝑣𝑒𝑛 (𝑥1, 𝑥2)

𝑥1 = 0 ∧ 𝑥2 = 0 ∧ 𝑜𝑑𝑑𝑜𝑑𝑑 (𝑥1 − 1, 𝑥2 − 1) → 𝑒𝑣𝑒𝑛𝑒𝑣𝑒𝑛 (𝑥1, 𝑥2)

𝑒𝑣𝑒𝑛𝑒𝑣𝑒𝑛 (𝑥1 − 1, 𝑥2 − 1) → 𝑜𝑑𝑑𝑜𝑑𝑑 (𝑥1, 𝑥2)

𝑒𝑣𝑒𝑛𝑜𝑑𝑑 (𝑥, 𝑥) → ⊥

Множество 𝑁 из определения 15 в данном случае выглядит следующим обра
зом: {𝑒𝑣𝑒𝑛𝑜𝑑𝑑, 𝑒𝑣𝑒𝑛𝑒𝑣𝑒𝑛, 𝑜𝑑𝑑𝑜𝑑𝑑}.

Оставшаяся часть данного раздела будет посвящена доказательству того,
что синхронизация любого дизъюнкта является конечным множеством дизъ
юнктов.
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Размером неинтерпретированного символа 𝑅 ∈ ℛ′ назовём мощность
мультимножества в его 𝐺-прообразе, т.е.

𝑠𝑖𝑧𝑒 (𝑅)
def
=
∑︁
𝑃∈ℛ

𝑟(𝑃 ), где 𝑟 = 𝐺−1(𝑅).

Заметим, что по определению 𝐺, для всех символов 𝑃 ∈ ℛ справедливо
𝐺({𝑃 ↦→ 1}) = 𝑃, т.е. размеры всех символов в ℛ равны 1.

Лемма 3. Пусть 𝐶1, . . . ,𝐶𝑚 ∈ 𝒮 ∖ queries и пусть 𝐶 = 𝐶1 × . . . × 𝐶𝑚. Тогда
размеры всех символов, входящих в рекурсивные атомы дизъюнкта 𝐶, равны
𝑚.

Доказательство. По определению 14 имеем следующее:

𝑅𝑒𝑐 (𝐶) =
{︀ 𝑚∏︁

𝑖=1

𝑎𝑖
⃒⃒
⟨𝑎1, . . . 𝑎𝑚⟩ ∈ 𝐴

}︀
∖ {head(𝐶)},

где 𝐴 ∈
⌈︀
𝑅𝑒𝑐/ℎ𝑒𝑎𝑑 (𝐶1) , . . . , 𝑅𝑒𝑐/ℎ𝑒𝑎𝑑 (𝐶𝑚)

⌉︀
.

По определению произведения неинтерпретированных атомов очевидно,
что если 𝑃 (𝑥) ≡

∏︀𝑚
𝑖=1𝑅𝑖(𝑥𝑖) для некоторых неинтерпретированных атомов

𝑅1(𝑥1), . . . ,𝑅1(𝑥𝑚) системы 𝒮, то 𝑠𝑖𝑧𝑒 (𝑃 ) = 𝑠𝑖𝑧𝑒 (𝐺(⟨𝑅1, . . . ,𝑅𝑚⟩)) = 𝑚. Так
как и заголовок, и рекурсивные атомы являются произведениями 𝑚 атомов,
то размер символа в заголовке 𝐶 равен 𝑚, а также размеры всех рекурсивных
символов в теле 𝐶 равны 𝑚.

Теорема 1. Система 𝒮 ′ из определения 15 является системой дизъюнктов Хор
на.

Доказательство. Нужно показать, что 𝒮 ′ — конечное множество дизъюнктов.
Очевидно, для этого достаточно показать, что множество 𝑁 содержит конечное
число символов.

Из леммы 3 и (2.2) следует, что каким бы ни был символ 𝑅 ∈ ℛ′,
размеры всех рекурсивных символов для всех дизъюнктов в rules(𝑅) рав
ны 𝑠𝑖𝑧𝑒 (𝑅). Следовательно, размеры всех символов в множестве 𝑁 равны
𝑠𝑖𝑧𝑒 (𝐺⟨𝑅1, . . . ,𝑅𝑚⟩) = 𝑚.

Поскольку существует лишь конечное множество мультимножеств симво
лов из конечного множества ℛ мощности не более 𝑚, и 𝐺 : Nℛ → ℛ′ является
биекцией, то существует лишь конечное число символов из ℛ′ размера 𝑚.
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2.2 Деревья выводов синхронизированных систем

В данном разделе обсуждается связь между деревьями гиперрезолютивно
го вывода системы и её синхронизацией. Наличие этой связи будет формально
доказано в теоремах 2 и 3. Схема этих доказательств проиллюстрирована на
рис. 4: синхронизация “склеивает” различные ветви деревьев, не меняя самих
формул в родителях “склеиваемых” узлов. Важным следствием наличия этой
связи является эквивыполнимость системы и её синхронизации (теорема 4).

Теорема 2. Пусть 𝑅1, . . . ,𝑅𝑚 ∈ ℛ, 𝐶1 ∈ rules(𝑅1), . . . , 𝐶𝑚 ∈ rules(𝑅𝑚). То
гда (𝐶1,ψ1), . . . , (𝐶𝑚,ψ𝑚) будут корнями некоторых деревьев вывода тогда и
только тогда, когда (𝐶1 × . . .× 𝐶𝑚,ψ) для ψ ∼ ψ1 ∧ · · · ∧ψ𝑚 является корнем
некоторого дерева вывода.

Доказательство. Необходимость. Пусть 𝑇1, . . . ,𝑇𝑚 — деревья вывода с кор
нями (𝐶1,ψ1), . . . , (𝐶𝑚,ψ𝑚) соответственно. Пусть ℎ𝑖 — высота дерева 𝑇𝑖, т.е.
число рёбер в самом длинном пути от корня до листа в дереве 𝑇𝑖. Докажем
утверждение теоремы, воспользовавшись возвратной индукцией по ℎ =

∑︀𝑚
𝑖=1 ℎ𝑖.

База. Высота дерева равна нулю ℎ = 0. Если
∑︀𝑚

𝑖=1 ℎ𝑖, то ℎ𝑖 = 0 для всех 𝑖, т.е.
корни (𝐶1,ψ1), . . . , (𝐶𝑚,ψ𝑚) являются листьями. По определению дерева выво
да, для всех 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚} справедливо 𝐶𝑖 ≡ ψ𝑖 → 𝑅𝑖(𝑣𝑅𝑖

). По определению
произведения дизъюнктов имеем:

𝐶
def
= 𝐶1 × · · · × 𝐶𝑚 ≡ (ψ1 ∧ · · · ∧ψ𝑚 → 𝑅 (𝑣𝑅)) для 𝑅 = 𝐺(⟨𝑅1, . . . ,𝑅𝑚⟩).

По определению дерева вывода (𝐶, body(𝐶)) = (𝐶1 × . . . × 𝐶𝑚,ψ1 ∧ · · · ∧ ψ𝑚)

является корнем и листом дерева вывода высоты 0.

Переход. Пусть 𝐶𝑖 ≡
(︀
ϕ𝑖 ∧ 𝑅𝑖

1(𝑥
𝑖
1) ∧ · · · ∧ 𝑅𝑖

𝑘𝑖
(𝑥𝑖𝑘𝑖) → 𝑅𝑖(𝑣𝑅𝑖

)
)︀
. Пусть

(𝐶 𝑖
1,ψ

𝑖
1), . . . , (𝐶

𝑖
𝑘𝑖
,ψ𝑖

𝑘𝑖
) — дочерние узлы корня в дереве вывода 𝑇𝑖, такие, что

𝐶 𝑖
𝑗 ∈ rules(𝑅𝑖

𝑗). По определению дерева вывода имеем:

ψ𝑖 ≡ ϕ𝑖 ∧ψ𝑖
1[𝑥

𝑖
1/𝑣𝑅𝑖

1
] ∧ · · · ∧ψ𝑖

𝑘𝑖
[𝑥𝑖𝑘𝑖/𝑣𝑅𝑖

𝑘𝑖
] (2.3)

Сопоставим каждому неинтерпретированному атому в теле дизъюнкта 𝐶

дерево вывода высоты не более ℎ. Пусть 𝑃 (𝑥) — неинтерпретированный атом



53

𝐶1 ≡ 𝑥 = 0 → 𝑃 (𝑥)

𝐶2 ≡ 𝑥 = 𝑥′ + 1 ∧ 𝑃 (𝑥′) → 𝑃 (𝑥)

𝐶3 ≡ 𝑦 = 0 → 𝑄(𝑦)

𝐶4 ≡ 𝑦 = 𝑦′ + 2 ∧𝑄(𝑦′) → 𝑄(𝑦)

𝐶5 ≡ 𝑃 (𝑥) ∧𝑄(𝑦) → 𝑅(𝑥,𝑦)

𝐶6 ≡ 𝑦 = 𝑦′ − 1 ∧𝑅(𝑥,𝑦′) → 𝑅(𝑥,𝑦)

𝑄 ≡ 𝑥 > 𝑦 ∧𝑅(𝑥,𝑦) → ⊥

а) Система 𝒮

𝐶 ′
1,3 ≡ 𝑥 = 0 ∧ 𝑦 = 0 → 𝑃𝑄(𝑥,𝑦)

𝐶 ′
2,3 ≡ 𝑥 = 𝑥′ + 1 ∧ 𝑦 = 0 ∧ 𝑃𝑄(𝑥′,𝑦) → 𝑃𝑄(𝑥,𝑦)

𝐶 ′
1,4 ≡ 𝑥 = 0 ∧ 𝑦 = 𝑦′ + 2 ∧ 𝑃𝑄(𝑥,𝑦′) → 𝑃𝑄(𝑥,𝑦)

𝐶 ′
2,4 ≡ 𝑥 = 𝑥′ + 1 ∧ 𝑦 = 𝑦′ + 2 ∧ 𝑃𝑄(𝑥′,𝑦′) → 𝑃𝑄(𝑥,𝑦)

𝐶 ′
5 ≡ 𝑃𝑄(𝑥,𝑦) → 𝑅(𝑥,𝑦)

𝐶 ′
6 ≡ 𝑦 = 𝑦′ − 1 ∧𝑅(𝑥,𝑦′) → 𝑅(𝑥,𝑦)

𝑄′ ≡ 𝑥 > 𝑦 ∧𝑅(𝑥,𝑦) → ⊥

б) Синхронизация дизъюнкта 𝐶5

(𝑄, 𝑥 > 𝑦 ∧ 𝑥 = 𝑥′ + 1 ∧ 𝑥′ = 𝑥′′ + 1 ∧ 𝑥′′ = 0 ∧ 𝑦 = 𝑦′ − 1 ∧ 𝑦′ = 𝑦′′ + 2 ∧ 𝑦′′ = 0)

(𝐶6, 𝑥 = 𝑥′ + 1 ∧ 𝑥′ = 𝑥′′ + 1 ∧ 𝑥′′ = 0 ∧ 𝑦 = 𝑦′ − 1 ∧ 𝑦′ = 𝑦′′ + 2 ∧ 𝑦′′ = 0)

(𝐶5, 𝑥 = 𝑥′ + 1 ∧ 𝑥′ = 𝑥′′ + 1 ∧ 𝑥′′ = 0 ∧ 𝑦 = 𝑦′ − 1 ∧ 𝑦′ = 𝑦′′ + 2 ∧ 𝑦′′ = 0)

(𝐶1, 𝑥 = 0)

(𝐶2, 𝑥 = 𝑥′ + 1 ∧ 𝑥′ = 0)

(𝐶2, 𝑥 = 𝑥′ + 1 ∧ 𝑥′ = 𝑥′′ + 1 ∧ 𝑥′′ = 0)

(𝐶3, 𝑦 = 0)

(𝐶4, 𝑦 = 𝑦′ + 2 ∧
𝑦′ = 0)

в) Гиперрезолютивное опровержение 𝒮
(𝑄′, 𝑥 > 𝑦 ∧ 𝑥 = 𝑥′ + 1 ∧ 𝑥′ = 𝑥′′ + 1 ∧ 𝑥′′ = 0 ∧ 𝑦 = 𝑦′ − 1 ∧ 𝑦′ = 𝑦′′ + 2 ∧ 𝑦′′ = 0)

(𝐶 ′
6, 𝑥 = 𝑥′ + 1 ∧ 𝑥′ = 𝑥′′ + 1 ∧ 𝑥′′ = 0 ∧ 𝑦 = 𝑦′ − 1 ∧ 𝑦′ = 𝑦′′ + 2 ∧ 𝑦′′ = 0)

(𝐶 ′
5, 𝑥 = 𝑥′ + 1 ∧ 𝑥′ = 𝑥′′ + 1 ∧ 𝑥′′ = 0 ∧ 𝑦 = 𝑦′ − 1 ∧ 𝑦′ = 𝑦′′ + 2 ∧ 𝑦′′ = 0)

(𝐶 ′
1,3, 𝑥 = 0 ∧ 𝑦 = 0)

(𝐶 ′
2,3, 𝑥 = 𝑥′ + 1 ∧ 𝑥′ = 0 ∧ 𝑦 = 0)

(𝐶 ′
2,4, 𝑥 = 𝑥′ + 1 ∧ 𝑥′ = 𝑥′′ + 1 ∧ 𝑥′′ = 0 ∧ 𝑦 = 𝑦′ + 2 ∧ 𝑦′ = 0)

г) Гиперрезолютивное опровержение синхронизации

Рис. 4. Гиперрезолютивные опровержения системы и её синхронизации
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в теле дизъюнкта 𝐶
def
= 𝐶1 × · · · × 𝐶𝑚. Тогда либо 𝑃 (𝑥) ∈ 𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶), либо

𝑃 (𝑥) ∈ 𝑅𝑒𝑐 (𝐶).
Пусть 𝑃 (𝑥) ∈ 𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶). Тогда по определению 14 𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶) =⋃︀𝑚

𝑖=1𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶𝑖), следовательно, 𝑃 (𝑥) = 𝑅𝑖
𝑗(𝑥

𝑖
𝑗) для некоторых 𝑖 и 𝑗. Сопоста

вим этому атому 𝑃 (𝑥) поддерево с корнем (𝐶 𝑖
𝑗,ψ

𝑖
𝑗).

Пусть 𝑃 (𝑥) ∈ 𝑅𝑒𝑐 (𝐶). По определению 14 имеем:

𝑃 (𝑥) =
𝑚∏︁
𝑖=1

𝑅𝑖
𝑗𝑖

(𝑥𝑖𝑗𝑖) для таких 𝑗1, . . . ,𝑗𝑚, что 𝑅𝑖
𝑗𝑖

(𝑥𝑖𝑗𝑖) ∈ 𝑅𝑒𝑐/ℎ𝑒𝑎𝑑 (𝐶𝑖) ,

причём хотя бы один из 𝑅𝑖
𝑗𝑖

(𝑥𝑖𝑗𝑖) ∈ 𝑅𝑒𝑐 (𝐶𝑖).
Рассмотрим следующие деревья вывода 𝑈1, . . . ,𝑈𝑚: если 𝑅𝑖

𝑗𝑖
∈ 𝑅𝑒𝑐 (𝐶𝑖),

то пусть 𝑈𝑖 будет поддеревом с корнем (𝐶 𝑖
𝑗𝑖
,ψ𝑖

𝑗𝑖
); если 𝑅𝑖

𝑗𝑖
(𝑥𝑖𝑗𝑖) = head(𝐶𝑖), то

положим 𝑈𝑖 деревом 𝑇𝑖. Корень дерева 𝑈𝑖 будем обозначать как (𝐷
𝑃 (𝑥)
𝑖 ,η

𝑃 (𝑥)
𝑖 ),

т.е.

(𝐷
𝑃 (𝑥)
𝑖 ,η

𝑃 (𝑥)
𝑖 )

def
=

{︃
(𝐶 𝑖

𝑗𝑖
,ψ𝑖

𝑗𝑖
) если 𝑅𝑖

𝑗𝑖
(𝑥𝑖𝑗𝑖) ∈ 𝑅𝑒𝑐 (𝐶𝑖) ,

(𝐶𝑖,ψ𝑖) если 𝑅𝑖
𝑗𝑖

(𝑥𝑖𝑗𝑖) = head(𝐶𝑖).

Тогда для всех 𝑖 верно, что 𝐷
𝑃 (𝑥)
𝑖 ∈ rules(𝑅𝑖

𝑗𝑖
). Поскольку head(𝐶1 × . . .×

𝐶𝑚) =
∏︀𝑚

𝑖=1 head(𝐶𝑖) ̸∈ 𝑅𝑒𝑐 (𝐶1 × . . .× 𝐶𝑚), имеем, что для некоторого 𝑖 спра
ведливо 𝑅𝑖

𝑗𝑖
(𝑥𝑖𝑗𝑖) ∈ 𝑅𝑒𝑐 (𝐶𝑖). Следовательно, как минимум, одно из деревьев

𝑈𝑖 является собственным поддеревом 𝑇𝑖, т.е. сумма высот деревьев 𝑈1, . . . ,𝑈𝑚

строго меньше ℎ.
По индукционному предположению существует дерево вывода 𝑈 с корнем

(𝐷
𝑃 (𝑥)
1 × · · · × 𝐷

𝑃 (𝑥)
𝑚 ,η

𝑃 (𝑥)
1 ∧ · · · ∧ η𝑃 (𝑥)

𝑚 ). Поскольку 𝑃 = 𝐺(
⟨︀
𝑅1

𝑗1
, . . . ,𝑅𝑚

𝑗𝑚

⟩︀
), то

в силу (2.2) имеем 𝐷
𝑃 (𝑥)
1 × · · · × 𝐷

𝑃 (𝑥)
𝑚 ∈ rules(𝑃 ). Сопоставим атому 𝑃 (𝑥)

дерево 𝑈 .
Итак, каждому 𝑃 (𝑥) в теле 𝐶1×· · ·×𝐶𝑚 сопоставлено дерево вывода 𝑈 с

корнем (𝐷,ψ), где 𝐷 ∈ rules(𝑃 ). Для произведения дизъюнктов 𝐶1 × · · · × 𝐶𝑚

в силу определения 14 ограничением является ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕ𝑚. Тело ψ гиперре
зольвенты дизъюнкта 𝐶1 × · · · × 𝐶𝑚 и дизъюнктов ψ → head(𝐷) всех таких
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деревьев 𝑈 выглядит следующим образом:

ϕ1 ∧ · · · ∧ϕ𝑚 ∧
𝑚⋀︁
𝑖=1

⋀︁
𝑅𝑖

𝑗(𝑥
𝑖
𝑗)∈𝑁𝑅𝑒𝑐(𝐶𝑖)

ψ𝑖
𝑗[𝑥

𝑖
𝑗/𝑣𝑅𝑖

𝑗
] ∧
⋀︁

𝑃 (𝑥)∈𝑅𝑒𝑐(𝐶)

(η
𝑃 (𝑥)
1 ∧ · · · ∧ η𝑃 (𝑥)

𝑚 )[𝑥/𝑣𝑃 ] ∼

∼ ϕ1 ∧ · · · ∧ϕ𝑚 ∧
𝑚⋀︁
𝑖=1

⋀︁
𝑅𝑖

𝑗(𝑥
𝑖
𝑗)∈𝑁𝑅𝑒𝑐(𝐶𝑖)

ψ𝑖
𝑗[𝑥

𝑖
𝑗/𝑣𝑅𝑖

𝑗
] ∧

𝑚⋀︁
𝑖=1

⋀︁
𝑅𝑖

𝑗(𝑥
𝑖
𝑗)∈𝑅𝑒𝑐(𝐶𝑖)

ψ𝑖
𝑗[𝑥

𝑖
𝑗/𝑣𝑅𝑖

𝑗
].

(2.4)

Из (2.3) получаем, что тело гиперрезольвенты ψ, заданное в (2.4), можно
записать так: ψ1 ∧ · · · ∧ψ𝑚. Следовательно, дерево с корнем (𝐶1 × · · · ×𝐶𝑚,ψ)

и поддеревьями, сопоставленными неинтерпретированным атомам в теле 𝐶1 ×
· · · × 𝐶𝑚, является деревом вывода.

Достаточность. Доказательство достаточности аналогично доказа
тельству необходимости, поэтому будет представлена лишь его схематичная
версия. Доказательство проводится с помощью индукции по высоте дерева 𝑇 с
корнем (𝐶1 × . . .×𝐶𝑚,ψ). Если ℎ = 0, то 𝐶1 × . . .×𝐶𝑚 — ограниченный факт,
следовательно, дизъюнкты 𝐶𝑖 — тоже ограниченные факты ϕ𝑖 → 𝑅𝑖(𝑣𝑅𝑖

), и
(𝐶𝑖,ϕ𝑖) — деревья вывода; при этом ψ = ϕ1 ∧ · · · ∧ϕ𝑚.

Для доказательства индукционного перехода построим деревья 𝑇1, . . . ,𝑇𝑚

следующим образом: каждому нерекурсивному атому дизъюнкта 𝐶𝑖 сопоста
вим поддерево 𝑇 , соответствующее этому атому в теле 𝐶1, . . . ,𝐶𝑚. Для каждо
го атома 𝑅𝑖

𝑗(𝑥
𝑖
𝑗) ∈ 𝑅𝑒𝑐 (𝐶𝑖) выберем какой-нибудь атом 𝑃 (𝑥) =

∏︀𝑚
𝑘=1𝑄𝑖(𝑥𝑗) ∈

𝑅𝑒𝑐 (𝐶1 × . . .× 𝐶𝑚) для некоторого 𝑄𝑖 = 𝑅𝑖
𝑗 (такой атом существует, т.к.

𝐺-прообразы рекурсивных символов в теле 𝐶1 × · · · × 𝐶𝑚 накрывают рекур
сивные атомы дизъюнктов 𝐶1, . . . ,𝐶𝑚). Воспользуемся индукционным предпо
ложением для поддерева вывода 𝑈 дерева 𝑇 , соответствующего атому 𝑃 (𝑥), и
получим дерево вывода с корнем (𝐷𝑖,η𝑖) для 𝐷𝑖 ∈ rules(𝑅𝑖

𝑗), которое сопоставим
атому 𝑅𝑖

𝑗(𝑥
𝑖
𝑗). Корень (𝐶𝑖,ψ𝑖) искомого дерева вывода получим гиперрезольвен

той дизъюнктов, соответствующих деревьям, сопоставленным атомам в теле
𝐶𝑖. Конъюнкция всех таких ψ𝑖 является ψ, как было показано в доказатель
стве необходимости.

Теорема 3. Пусть 𝒮 — система дизъюнктов Хорна с ограничениями, 𝐶 ∈ 𝒮, 𝒮 ′

— синхронизация дизъюнкта 𝐶. У системы 𝒮 существует резолютивное опровер
жение тогда и только тогда, когда такое же опровержение существует у системы
𝒮 ′.
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Доказательство. Пусть 𝐶 ′ — дизъюнкт Хорна из определения 15, который
получен из 𝐶, т.е. если

𝐶 ≡ ϕ ∧𝑅1(𝑥1) ∧ · · · ∧𝑅𝑚(𝑥𝑚) ∧
⋀︁

𝑅𝑒𝑐 (𝐶) → head(𝐶),

где 𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶) = {𝑅1(𝑥1), . . . ,𝑅𝑚(𝑥𝑚)}, то

𝐶 ′ ≡ ϕ ∧𝑅(𝑥) ∧
⋀︁

𝑅𝑒𝑐 (𝐶) → head(𝐶), где 𝑅(𝑥) =
𝑚∏︁
𝑖=1

𝑅𝑖(𝑥𝑖).

Докажем более сильное утверждение: у системы 𝒮 существует дерево вы
вода с корнем (𝐷,ψ) тогда и только тогда, когда у системы 𝒮 ′ существует дерево
вывода с корнем (𝐷′,ψ′) такое, что ψ ∼ ψ′, и выполнено следующее утвержде
ние:

𝐷′ =

{︃
𝐷 если 𝐷 ̸= 𝐶

𝐶 ′ если 𝐷 = 𝐶.

Утверждение теоремы легко следует из этого утверждения: 𝐷 — запрос тогда
и только тогда, когда 𝐷′ — запрос, а ψ и ψ′ равносильны, поэтому, выполнимы
или невыполнимы в теории 𝒯 одновременно. Докажем только необходимость,
достаточность доказывается аналогично. Пусть 𝑇 — дерево вывода с корнем
(𝐷,ψ). Выполним доказательство индукцией по высоте дерева 𝑇 . Если ℎ = 0,
то 𝐷 — ограниченный факт, и тогда даже если 𝐷 = 𝐶, то 𝐶 ′ = 𝐶 = 𝐷, следова
тельно, (𝐷,ψ) — дерево вывода системы 𝒮 ′. Пусть утверждение верно для всех
поддеревьев 𝑇1, . . . ,𝑇𝑘 с узлами в детях (𝐶1,ψ1), . . . ,(𝐶𝑘,ψ𝑘) корня дерева 𝑇 ,
т.е. существуют деревья вывода (𝐶 ′

1,ψ
′
𝑘), . . . ,(𝐶

′
𝑖,ψ

′
𝑘) такие, что ψ𝑖 ∼ ψ′

𝑖, и либо
𝐶 ′

𝑖 = 𝐶𝑖, либо 𝐶 ′
𝑖 = 𝐶 ′. По определению дерева вывода ψ → head(𝐷) является

гиперрезольвентой 𝐷 и дизъюнктов ψ1 → head(𝐶1), . . . ,ψ𝑘 → head(𝐶𝑘).
Рассмотрим два случая: 𝐷 ̸= 𝐶 и 𝐷 = 𝐶. Если 𝐷 ̸= 𝐶, то положим

ψ′ ограничением гиперрезольвенты 𝐷 и дизъюнктов ψ′
1 → head(𝐶 ′

1), . . . ,ψ
′
𝑘 →

head(𝐶 ′
𝑘). Очевидно, что ψ′ ∼ ψ. Тогда дерево с корнем (𝐷,ψ′) и дочерни

ми поддеревьями 𝑇1, . . . ,𝑇𝑘 является искомым деревом вывода системы 𝒮 ′.
Пусть 𝐷 = 𝐶. Разобьём поддеревья 𝑇1, . . . ,𝑇𝑘 на два множества: множество
{𝑇𝑖1, . . . ,𝑇𝑖𝑚} соответствует нерекурсивным атомам 𝑅(𝑥1), . . . ,𝑅(𝑥𝑚) дизъюнк
та 𝐶, и {𝑇𝑗 | 𝑗 ̸∈ {𝑖1, . . . ,𝑖𝑚}} — остальные поддеревья. По теореме 3 существует
дерево вывода с корнем (𝐶𝑖1 × · · · × 𝐶𝑖𝑚,η) такое, что η ∼ ψ𝑖1 ∧ · · · ∧ ψ𝑖𝑚. В
силу (2.2) имеем 𝐶𝑖1 × · · · × 𝐶𝑖𝑚 ∈ rules(𝑅). Следовательно, у дизъюнкта 𝐶 ′ и
дизъюнктов η→ 𝑅(𝑣𝑅) и ψ′

𝑗 → head(𝐶 ′
𝑗), где 𝑗 ̸∈ {𝑖1, . . . ,𝑖𝑚}, существует гипер

резольвента ψ′ → head(𝐶). При этом очевидно, что ψ′ ∼ ψ, а значит дерево с



57

корнем (𝐶 ′,ψ′) и множеством дочерних поддеревьев {𝑈}∪{𝑇𝑗 | 𝑗 ̸∈ {𝑖1, . . . ,𝑖𝑚}}
есть искомое дерево вывода системы 𝒮 ′.

Теорема 4. Пусть 𝒮 — система дизъюнктов Хорна с ограничениями, 𝐶 ∈ 𝒮,
𝒮 ′ — синхронизация 𝐶. Система 𝒮 выполнима тогда и только тогда, когда вы
полнима система 𝒮 ′.

Эта теорема является легко доказывается на основании предыдущей тео
ремы, а также утверждения 3 о корректности и полноте исчисления гиперрезо
люций.

2.3 Сертификаты выполнимости синхронизированных си
стем

Синхронизирующее преобразование обладает важным свойством, которое
будет доказано в этом разделе: если у системы существует сертификат выполни
мости, то он существует также и у любой её синхронизации (как будет показано
в разделе 2.6, обратное не верно). Таким образом, можно отказаться от исходной
системы и искать символьные модели для её синхронизаций; при этом ситуация
с представимостью моделей системы гарантированно не ухудшится.

Пусть 𝒮 ′ — синхронизация дизъюнкта 𝐶 ∈ 𝒮, т.е. 𝒮 ′ = 𝒮 ∖ {𝐶} ∪ {𝐶 ′} ∪⋃︀
𝑅∈𝑁 rules(𝑅), где 𝐶 ′ и 𝑁 — дизъюнкт и множество символов из определения 15

соответственно.
Введём следующее обозначение: ϕ

+
∧ψ будет означать конъюнкцию ϕ и ψ,

которая гарантирует, что свободные переменные операндов в ϕ ∧ψ различны:

ϕ(𝑥)
+
∧ψ(𝑦)

def
= (ϕ ∧ψ) (𝑥 ⊎ 𝑦) .

Теорема 5. Пусть ℐ — сертификат выполнимости 𝒮. Тогда следующая сим
вольная интерпретация является сертификатом выполнимости для системы 𝒮 ′:

ℐ ′(𝑅)
def
=

+⋀︁
𝑃∈ℛ

𝑟(𝑃 )
+⋀︁
𝑖=1

ℐ(𝑃 ).

Доказательство. Прежде всего заметим, что для каких бы то ни было атомов
𝑅1(𝑥1), . . . ,𝑅𝑚(𝑥𝑚) c 𝑅𝑖 ∈ ℛ верно следующее утверждение:

t
𝑚∏︁
𝑖=1

𝑅𝑖(𝑥𝑖)

|

ℐ ′

= J𝑅1(𝑥1)Kℐ ∧ · · · ∧ J𝑅𝑚(𝑥𝑚)Kℐ . (2.5)
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По определению 8 справедливо следующее утверждение: 𝒯 |=⋀︀
𝐷∈𝒮 ∀J𝐷Kℐ . Поскольку 𝐺({𝑅 ↦→ 1}) = 𝑅 для каждого 𝑅 ∈ ℛ, заметим, что

ℐ ′(𝑅) = ℐ(𝑅). В частности, 𝒯 |=
⋀︀

𝐷∈𝒮∖{𝐶} ∀J𝐷Kℐ ′. Таким образом осталось по
казать, что 𝒯 |= ∀J𝐶 ′Kℐ ′, а также, что для всех 𝑃 ∈ 𝑁 выполнено следующее
утверждение:

𝒯 |=
⋀︁

𝐷∈rules(𝑃 )

∀J𝐷Kℐ ′. (2.6)

Первое утверждение следует в силу того, что по (2.5) справедливо
J𝑅(𝑥)Kℐ ′ = J𝑅1(𝑥1)Kℐ ∧ · · · ∧ J𝑅𝑚(𝑥𝑚)Kℐ , и поэтому J𝐶 ′Kℐ ′ = J𝐶Kℐ (обозначения
неинтерпретированных атомов взяты из определения 15). Для доказательства
второго утверждения докажем более общий факт — (2.6) выполняется для лю
бого 𝑅 ∈ ℛ′. Пусть 𝐷 ∈ rules(𝑅). Тогда в силу (2.2) имеем, что 𝐷 = 𝐶1×· · ·×𝐶𝑚

для некоторых 𝐶1, . . . ,𝐶𝑚 ∈ 𝒮, возможно с переменными, переименованными
таким образом, что 𝐶1

+
∧. . .

+
∧𝐶𝑚 = 𝐶1∧· · ·∧𝐶𝑚. Заметим, что по определению 14

и (2.6) справедливо следующее:

Jhead(𝐷)Kℐ ′ = Jhead(𝐶1)Kℐ ∧ · · · ∧ Jhead(𝐶𝑚)Kℐ , и

Jbody(𝐷)Kℐ ′ = Jbody(𝐶1)Kℐ ∧ · · · ∧ Jbody(𝐶𝑚)Kℐ . (2.7)

Но так как ℐ — это сертификат выполнимости 𝒮, то имеем 𝒯 |=⋀︀𝑚
𝑖=1 ∀J𝐶𝑖Kℐ , а значит, что 𝒯 |= ∀

⋀︀𝑚
𝑖=1 (Jbody(𝐶𝑖)Kℐ → Jhead(𝐶𝑖)Kℐ). Следователь

но, справедливо следующее утверждение:

𝒯 |= ∀
⋀︀𝑚

𝑖=1

(︁r⋀︀𝑚
𝑗=1 body(𝐶𝑗)

z

ℐ
→ Jhead(𝐶𝑖)Kℐ

)︁
.

Это утверждение может быть переписано следующим образом:

𝒯 |= ∀
(︁r⋀︀𝑚

𝑗=1 body(𝐶𝑗)
z

ℐ
→ J

⋀︀𝑚
𝑖=1 head(𝐶𝑖)Kℐ

)︁
.

Наконец, в силу (2.7) имеем 𝒯 |= ∀(Jbody(𝐷)Kℐ → Jhead(𝐷)Kℐ), то есть 𝒯 |=
∀J𝐷Kℐ .

2.4 Семантика неподвижной точки

В данном разделе обсуждается стандартный подход к заданию денота
ционной семантики систем дизъюнктов Хорна как поиска наименьшей непо
движной точки её отношений переходов. Этот подход является продуктивным:
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с помощью него будет показана теорема о полноте исчисления резолюций (см.
раздел 2.4.4), доказана непредставимость сертификатов выполнимости системы
в примере 7 (см. раздел 2.6), и, главное, синхронизация дизъюнктов получит
более простое, семантическое толкование (см. раздел 2.5).

2.4.1 Отношение переходов системы дизъюнктов

Пусть фиксированы система 𝒮 над неинтерпретированными символами
ℛ = {𝑃1, . . . ,𝑃𝑛} и ℳ — некоторая модель теории 𝒯 . Пусть 𝑘𝑖 являет
ся местностью символа 𝑃𝑖, где 𝑖 = 1, . . . ,𝑛. Введём следующее обозначение:
𝒫 def

= 2|ℳ|𝑘1 × · · · × 2|ℳ|𝑘𝑛 .

Определим оператор 𝑇 : 𝒫 → 𝒫 для 𝑋𝑖 ⊆ |ℳ|𝑘𝑖 следующим образом:

𝑇 (⟨𝑋1, . . . ,𝑋𝑛⟩)
def
= ⟨𝑌1, . . . ,𝑌𝑛⟩ , где

𝑌𝑖
def
= (ℳ, ⟨𝑋1, . . . ,𝑋𝑛⟩) (∃ℓ𝑃𝑖

.body(𝑃𝑖)). (2.8)

При этом нотация
(︀
ℳ, 𝑋

)︀
(∃ℓ𝑃𝑖

.body(𝑃𝑖)) означает множество кортежей
из |ℳ|𝑘𝑖, которые являются выполняющими оценками переменных 𝑣𝑃𝑖

в струк
туре

(︀
ℳ, 𝑋

)︀
даже в том случае, если не все переменные из 𝑣𝑃𝑖

входят в
body(𝑃𝑖). Например, можно считать, что эта запись используется обычным об
разом, но все переменные 𝑥 из 𝑣𝑃𝑖

, отсутствующие в body(𝑃𝑖), добавляются туда
приписыванием конъюнкции . . . ∧ 𝑥 = 𝑥.

Заметим, что при фиксированной структуре ℳ оператор 𝑇 определяется
только множеством правил системы 𝒮 и не зависит от множества её запросов.
На практике множество правил 𝒮 является логическим описанием поведения
некоторой программы с модулями 𝑃1, . . . ,𝑃𝑛 (см. раздел 1.3). Поэтому 𝑇 задаёт
отношения переходов этой программы со значениями переменных из |ℳ|: 𝑌𝑖

представляет собой множество состояний, в которые может попасть программа
𝑃𝑖 за один шаг при условии, что дочерние модули (т.е. модули 𝑃𝑗, входящие в
body(𝑃𝑖)) достигают состояний из 𝑋𝑗.

Важная особенность оператора 𝑇 состоит в том, что он определён на всех
отношениях из 𝒫 . Тем не менее, поведение оператора 𝑇 на представимых от
ношениях 𝑋 можно описать обычной подстановкой формул вместо неинтерпре
тированных атомов, что утверждает следующая лемма.
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Лемма 4. Пусть ℐ — символьная интерпретация системы 𝒮, 𝑋 = {𝑋1, . . . ,𝑋𝑛},
где 𝑋𝑖 = ℳ(ℐ(𝑃𝑖)). Тогда справедливо следующее утверждение:

𝑇 (𝑋) = ⟨𝑌1, . . . ,𝑌𝑛⟩ , где

𝑌𝑖 = ℳ
(︀
∃ℓ𝑃𝑖

. Jbody(𝑃𝑖)Kℐ
)︀
.

Доказательство. Утверждение, фактически, непосредственно следует из лем
мы 1. Заметим, что для того, чтобы подстановка

q
∃ℓ𝑃𝑖

.body(𝑃𝑖)
y
ℐ была опреде

лена, необходимо потребовать, чтобы для всех 𝑃𝑖, 𝑃𝑗 ∈ ℛ ни одна из переменных
ℓ𝑃𝑖

не входила в 𝑣𝑃𝑗
. Без потери общности, можно считать, что это так и есть,

в противном случае переименуем экзистенциальные переменные.
Далее, по определению 𝑇 в (2.8) имеем следующее:

𝑎 ∈ 𝑌𝑖 ⇔
(︀
ℳ, 𝑋

)︀
|=
(︀
∃ℓ𝑃𝑖

.body(𝑃𝑖)
)︀

(𝑎).

По лемме 1 и определению подстановки J·Kℐ имеем:(︀
ℳ, 𝑋

)︀
|=
(︀
∃ℓ𝑃𝑖

.body(𝑃𝑖)
)︀

(𝑎) ⇔ ℳ |=
(︀
∃ℓ𝑃𝑖

Jbody(𝑃𝑖)Kℐ
)︀

(𝑎).

Таким образом, мы получили, что 𝑎 ∈ 𝑌𝑖 тогда и только тогда, когда
𝑎 ∈ ℳ

(︀
∃ℓ𝑃𝑖

. Jbody(𝑃𝑖)Kℐ
)︀
.

2.4.2 Неподвижные точки отношения переходов

Известно, что для каждого 𝑘 ∈ N система (2|ℳ|𝑘, ⊆) является полной
решёткой: для каждого 𝑊 ⊆ 𝒫 существует наименьшая верхняя грань

⋃︀
𝑊 ,

равная объединению элементов 𝑊 , и наибольшая нижняя грань
⋂︀

𝑊 , равная
пересечению элементов 𝑊 .

Система (𝒫 , ⊆) также является полной решёткой, так как получается про
изведением полных решёток; отношение частичного порядка ⊆ на 𝒫 определя
ется как ⟨𝑋1, . . . ,𝑋𝑛⟩ ⊆ ⟨𝑌1, . . . ,𝑌𝑛⟩ ⇔ 𝑋1 ⊆ 𝑌1 и . . . и 𝑋𝑛 ⊆ 𝑌𝑛; наименьшая
верхняя (наибольшая нижняя) грань множества кортежей — как кортеж наи
меньших верхних (наибольших нижних) граней соответствующих проекций, т.е.⋃︀

𝑊 = ⟨
⋃︀

𝑊1, . . . ,
⋃︀
𝑊𝑛⟩ , где 𝑊𝑖 — множество 𝑖-х членов кортежей-элементов

𝑊 .

Определение 16. 𝐹 ∈ 𝒫 называется неподвижной точкой оператора 𝑇 ,
если 𝑇 (𝐹 ) = 𝐹 . Далее, 𝐹 называется преднеподвижной точкой 𝑇 , если
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𝑇 (𝐹 ) ⊆ 𝐹 . Наконец, 𝐹 называется наименьшей (пред)неподвижной точкой
𝑇 , если 𝐹 является (пред)неподвижной точкой 𝑇 и для всех 𝐹 ′ ∈ 𝒫 , если 𝐹 ′ —
(пред)неподвижная точка 𝑇 , то 𝐹 ⊆ 𝐹 ′.

Определение 17. Оператор 𝑇 называется монотонным, если для всех 𝑋 и
𝑋

′ ∈ 𝒫 , из того, что 𝑋 ⊆ 𝑋
′, следует, что 𝑇 (𝑋) ⊆ 𝑇 (𝑋

′
).

Утверждение 5. Оператор 𝑇 является монотонным.

Доказательство. Это утверждение следует из того факта, что все неинтерпре
тированные символы в body(𝑃𝑖) входят туда позитивно, т.е. без отрицания. Дей
ствительно, если предикатный символ 𝑃 появляется в формуле Φ позитивно,
то при увеличении интерпретирующего отношения формула Φ из выполнимой
не может стать невыполнимой.

По теореме Кнастера-Тарского у монотонного оператора на полной решёт
ке существует наименьшая неподвижная точка, т.е. такое отношение 𝐹 ⊆ |ℳ|𝑘,
что 𝑇 (𝐹 ) = 𝐹 . Тем не менее, мы выполним конструктивное доказательство это
го факта, проделав шаги для построения 𝐹 в явном виде.

Определение 18. Для 𝑊 ⊆ 𝒫 обозначим через 𝑇 (𝑊 ) образ множества 𝑊 при
отображении 𝑇 . Назовём 𝑇 непрерывным, если для всех возрастающих цепочек
в 𝒫 (т.е. таких множеств 𝑊 = {𝑤1,𝑤2, . . .}, что для всех 𝑖 > 1, 𝑤𝑖 ⊆ 𝑤𝑖+1)
выполнено следующее:

𝑇 (
⋃︁

𝑊 ) =
⋃︁

𝑇 (𝑊 ).

Утверждение 6. Оператор 𝑇 является непрерывным.

Доказательство. Во-первых, для любого монотонного оператора верно⋃︀
𝑇 (𝑊 ) ⊆ 𝑇 (

⋃︀
𝑊 ). Действительно, по определению верхней грани для всех

𝑤 ∈ 𝑊 имеем 𝑤 ⊆
⋃︀
𝑊 . В силу монотонности оператора 𝑇 имеем, что

𝑇 (𝑤) ⊆ 𝑇 (
⋃︀
𝑊 ) для всех 𝑤 ∈ 𝑊 . Другими словами, 𝑇 (

⋃︀
𝑊 ) является верхней

гранью множества 𝑇 (𝑊 ). Но так как
⋃︀

𝑇 (𝑊 ) — это наименьшая верхняя грань
𝑇 (𝑊 ), то имеем

⋃︀
𝑇 (𝑊 ) ⊆ 𝑇 (

⋃︀
𝑊 ).

Чтобы показать, что выполнено 𝑇 (
⋃︀

𝑊 ) ⊆
⋃︀

𝑇 (𝑊 ), возьмём 𝑎 =

⟨𝑎1, . . . ,𝑎𝑛⟩ ∈ 𝑇 (
⋃︀
𝑊 ) и покажем, что 𝑎 ∈

⋃︀
𝑇 (𝑊 ). Пусть 𝑇 (

⋃︀
𝑊 ) =

⟨𝑌1, . . . ,𝑌𝑛⟩, т.е. для всех 𝑖, 𝑎𝑖 ∈ 𝑌𝑖.
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По определению оператора 𝑇 имеем следующее:

𝑌𝑖 = (ℳ,∪𝑊 ) (∃ℓ𝑃𝑖
.body(𝑃𝑖)) для всех 𝑖.

Значит, для свободных переменных body(𝑃𝑖) существует оценка 𝑏, пригод
ная для оценивания переменных 𝑣𝑃𝑖

в 𝑎𝑖 и такая, что(︁
ℳ,

⋃︁
𝑊
)︁
|= body(𝑃𝑖)(𝑏) ≡

⋁︁
𝐶∈rules(𝑃𝑖)

body(𝐶)(𝑏).

Следовательно, (ℳ,
⋃︀

𝑊 ) |= 𝐶(𝑏) для некоторого 𝐶 ∈ rules(𝑃𝑖). Пусть
теперь body(𝐶) ≡ ϕ ∧ 𝑃𝑗1(𝑥1) ∧ · · · ∧ 𝑃𝑗𝑚(𝑥𝑚). А также, пусть 𝑏 оценивает
𝑥1 в 𝑏1, . . . , 𝑥𝑚 — в 𝑏𝑚. Наконец, пусть

⋃︀
𝑊 = ⟨

⋃︀
𝑊1, . . . ,

⋃︀
𝑊𝑛⟩. Тогда вы

полнено 𝑏1 ∈
⋃︀
𝑊𝑗1, . . . , 𝑏𝑚 ∈

⋃︀
𝑊𝑗𝑚, поскольку очевидно, что справедливо

(ℳ, ⟨
⋃︀

𝑊1, . . . ,
⋃︀
𝑊𝑛⟩) |= (ϕ ∧ 𝑃𝑗1(𝑥1) ∧ · · · ∧ 𝑃𝑗𝑚 (𝑥𝑚)) (𝑏).

Поскольку для всех 𝑘 ∈ {1, . . . ,𝑚} наименьшая верхняя грань
⋃︀

𝑊𝑗𝑘 есть
объединение элементов 𝑊𝑗𝑘 , имеем 𝑏𝑘 ∈ 𝑋𝑘 для некоторого 𝑋𝑘 ∈ 𝑊𝑗𝑘.

Далее, поскольку таких 𝑋𝑘 конечное число, и элементы 𝑊 образуют воз
растающую цепочку, то существует кортеж 𝑍 = ⟨𝑍1, . . . ,𝑍𝑛⟩ ∈ 𝑊 такой, что
𝑋𝑘 ⊆ 𝑍𝑗𝑘 . В частности, 𝑏𝑘 ∈ 𝑍𝑗𝑘 для всех 𝑘 ∈ {1, . . . ,𝑚}. Следовательно, имеем(︀
ℳ, 𝑍

)︀
|= body(𝐶)(𝑏), а это означает, что

(︀
ℳ, 𝑍

)︀
|=
(︀
∃ℓ𝑃𝑖

.body(𝑃𝑖)
)︀

(𝑎𝑖). Таким
образом, очевидно, что 𝑎𝑖 принадлежит 𝑖-й компоненте 𝑇 (𝑍).

Вспомним теперь, что 𝑎 = ⟨𝑎1, . . . ,𝑎𝑛⟩ ∈ 𝑇 (
⋃︀

𝑊 ). По предыдущему рас
суждению, существуют кортежи 𝑍1, . . . ,𝑍𝑛 ∈ 𝑊 , что 𝑎𝑖 принадлежит принадле
жит 𝑖-й компоненте 𝑇 (𝑍 𝑖). Поскольку 𝑊 — возрастающая цепочка, существует
кортеж 𝑍 ∈ 𝑊 , такой, что 𝑍 𝑖 ⊆ 𝑍 для всех 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑛}. По монотонности,
𝑇 (𝑍 𝑖) ⊆ 𝑇 (𝑍), поэтому 𝑎 ∈ 𝑇 (𝑍) ⊆

⋃︀
𝑇 (𝑊 ).

Теперь можно показать, что наименьшая неподвижная точка является
наименьшей верхней гранью счётного числа множеств.

Для любого множества 𝑋 ∈ 𝒫 и 𝑖 > 0 положим

𝑇 0(𝑋)
def
= 𝑋

𝑇 𝑖(𝑋)
def
= 𝑇 (𝑇 𝑖−1(𝑋)).

Обозначим также ∅ def
= ⟨∅, . . . ,∅⏟  ⏞  

𝑛 шт.

⟩.
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Теорема 6. Пусть 𝐿
def
=
⋃︀

𝑖>0 𝑇
𝑖(∅). Тогда 𝐿 является наименьшей неподвижной

и преднеподвижной точкой оператора 𝑇 .

Доказательство. Покажем, что 𝑇 (𝐿) = 𝐿 (в частности, из этого будет следо
вать, что 𝐿 является и преднеподвижной точкой 𝑇 ). Во-первых, докажем, что
{𝑇 𝑖(∅)}𝑖>0 — возрастающая цепочка в 𝒫 , воспользовавшись индукцией по 𝑖.
Для 𝑖 = 0, 𝑇 0(∅) = ∅ ⊆ 𝑇 1(∅). Пусть теперь 𝑇 𝑖−1(∅) ⊆ 𝑇 𝑖(∅). Так как опе
ратор 𝑇 монотонен, то 𝑇 (𝑇 𝑖−1(∅)) ⊆ 𝑇 (𝑇 𝑖(∅)), т.е. 𝑇 𝑖(∅) ⊆ 𝑇 𝑖+1(∅). В силу
непрерывности оператора 𝑇 имеем следующее:

𝑇 (𝐿) = 𝑇 (
⋃︁
𝑖>0

𝑇 𝑖(∅)) =
⋃︁
𝑖>0

𝑇 (𝑇 𝑖(∅)) =
⋃︁
𝑖>1

𝑇 𝑖(∅) =
⋃︁
𝑖>0

𝑇 𝑖(∅) = 𝐿.

Теперь докажем, что 𝐿 является наименьшей преднеподвижной точкой (в част
ности, из этого будет следовать, что 𝐿 является и наименьшей неподвижной
точкой 𝑇 ). Пусть 𝑇 (𝐹 ) ⊆ 𝐹 . Покажем, что для всех 𝑖 > 0 𝑇 𝑖(∅) ⊆ 𝐹 . Вос
пользуемся индукцией по 𝑖. Очевидно, что для 𝑖 = 0 ∅ ⊆ 𝐹 . Пусть 𝑇 𝑖(∅) ⊆ 𝐹 .
По монотонности оператора 𝑇 имеем 𝑇 (𝑇 𝑖(∅)) ⊆ 𝑇 (𝐹 ). Таким образом, мы
получили, что 𝑇 𝑖+1(∅) ⊆ 𝑇 (𝐹 ) ⊆ 𝐹 . Итак, для всех 𝑖 > 0, 𝑇 𝑖(∅) ⊆ 𝐹 , т.е. 𝐹
является верхней гранью множества {𝑇 𝑖(∅)}𝑖>0. Но так как 𝐿 — наименьшая
верхняя грань этого множества, то выполнено 𝐿 ⊆ 𝐹 .

Теорема 6 важна для понимания вычислительной интуиции, которая сто
ит за системами дизъюнктов Хорна с ограничениями. Наименьшие неподвиж
ные точки отношений переходов системы являются её денотационной семан
тикой [129]. Более формально, 𝐿 =

⋃︀
𝑖>0 𝑇

𝑖(∅) является денотационной семан
тикой системы 𝒮. Как будет показано далее, 𝑇 𝑖(∅) описывает всевозможные
деревья выводов высоты 𝑖 − 1. Поэтому, неформально говоря, 𝐿 является объ
единением всех возможных сценариев «поведения», описываемых правилами
𝒮. При такой интуиции запросы в 𝒮 формируют спецификацию, множество
состояний которой должно содержать все состояния в 𝐿.

Далее, в этой и следующих главах будет несколько раз перегружаться
нотация семантических скобок J·K. С учётом леммы 4, соединяющей денотаци
онную семантику систем с символьными подстановками, эти перегрузки доста
точно естественны и не будут специально комментироваться.
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Пусть 𝐿 =
⋃︀

𝑖=0 𝑇
𝑖(∅). Тогда 𝑖-й элемент 𝐿 обозначим как J𝑃𝑖Kℳ и будем

называть семантикой символа 𝑃𝑖. Другими словами,

⟨J𝑃1Kℳ , . . . , J𝑃𝑛Kℳ⟩ def
=
⋃︁
𝑖=0

𝑇 𝑖(∅).

Будем называть 𝑖-й элемент 𝑇 𝑏+1(∅) ограниченной семантикой символа
𝑃𝑖 уровня 𝑏 и обозначать J𝑃𝑖K

𝑏
ℳ:⟨

J𝑃1K
𝑏
ℳ , . . . , J𝑃𝑛K

𝑏
ℳ

⟩
def
= 𝑇 𝑏+1(∅).

Таким образом, семантика символа 𝑃𝑖 оказывается объединением его огра
ниченных семантик:

J𝑃𝑖Kℳ =
⋃︁
𝑏>0

J𝑃𝑖K
𝑏
ℳ .

Неформально говоря, J𝑃𝑖K
𝑏
ℳ есть множество ℳ-состояний, достижимых

в программе с главной функцией 𝑃𝑖 с условиями верификации 𝒮 не более, чем
за 𝑏 шагов, а J𝑃𝑖Kℳ — множество всех достижимых ℳ-состояний.

Как следует из доказательства теоремы 6, 𝑇 𝑏(∅) формируют возрастаю
щую цепочку. Это означает, что для всех 𝑖 выполнено следующее:

J𝑃𝑖K
0
ℳ ⊆ J𝑃𝑖K

1
ℳ ⊆ J𝑃𝑖K

2
ℳ ⊆ . . . ⊆ J𝑃𝑖Kℳ .

2.4.3 Неподвижные точки и сертификаты выполнимости1

Рассмотрим выполнимую систему дизъюнктов 𝒮. По определению выпол
нимости, каждый дизъюнкт этой системы выполняется в некотором обогащении
любой модели ℳ теории 𝒯 ; в частности, выполняется каждое правило системы.
Это можно формализовать следующим образом:(︀

ℳ, 𝑋
)︀
|= ∀𝑣𝑃𝑖

.
(︀
∃ℓ𝑃𝑖

.body(𝑃𝑖)
)︀
→ 𝑃𝑖(𝑣𝑃𝑖

).

При этом 𝑋 = ⟨𝑋1, . . . ,𝑋𝑛⟩ ∈ 𝒫 и 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑛}. Это, в свою очередь, можно
переписать так: (︀

ℳ, 𝑋
)︀ (︀

∃ℓ𝑃𝑖
.body(𝑃𝑖)

)︀
⊆ 𝑋𝑖.

.
1Представленные в данной главе утверждения являются адаптацией результатов, полученных

в [130] для логики Хоара.
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Используя определение 𝑇 получаем, что все правила 𝒮 выполняются в(︀
ℳ, 𝑋

)︀
тогда и только тогда, когда выполнено следующее условие:

𝑇 (𝑋) ⊆ 𝑋.

А это означает, что 𝑋 является преднеподвижной точкой 𝑇 .
С этого момента и до конца диссертации будем считать, что переменные

всех неинтерпретированных атомов каждого запроса различны. Это не огра
ничивает общности рассуждений. Например, пусть мы имеем следующий за
прос:

ϕ ∧ 𝑃1(𝑥) ∧ 𝑃2(𝑥) → ⊥.

Его можно его переписать в эквивыполнимом виде следующим образом:

ϕ ∧ 𝑥 = 𝑦 ∧ 𝑃1(𝑥) ∧ 𝑃2(𝑦) → ⊥.

Далее заметим, что любой запрос 𝑄 ≡ ϕ ∧ 𝑃𝑖1(𝑥1) ∧ . . . ∧ 𝑃𝑖𝑚(𝑥𝑚) → ⊥
можно переписать в эквивалентном виде так:

𝑃𝑖1(𝑥1) ∧ . . . ∧ 𝑃𝑖𝑚(𝑥𝑚) → (∀𝑦.¬ϕ),

где 𝑦 — все свободные переменные ϕ, не входящие в 𝑥1, . . . ,𝑥𝑚. При этом можно,
не теряя общности, считать, что все переменные 𝑥1, . . . ,𝑥𝑚 появляются в ϕ
(иначе добавим отсутствующие переменные 𝑥 приписыванием . . .∧ 𝑥 = 𝑥 к ϕ).

При тот факт, что переменные 𝑥1, . . . ,𝑥𝑚 попарно различны, означает сле
дующее:

(ℳ, ⟨𝑋1, . . . ,𝑋𝑛⟩) (𝑃𝑖1(𝑥1) ∧ . . . ∧ 𝑃𝑖𝑚(𝑥𝑚)) = 𝑋𝑖1 × · · · ×𝑋𝑖𝑚.

Всё вышесказанное доказывает следующую теорему.

Теорема 7.
(ℳ, ⟨𝑋1, . . . ,𝑋𝑛⟩) |=

⋀︁
𝐶∈𝒮

∀𝐶

тогда и только тогда, когда ⟨𝑋1, . . . ,𝑋𝑛⟩ — преднеподвижная точка оператора
𝑇 , и для всех запросов ϕ(𝑦,𝑥1, . . . ,𝑥𝑚)∧ 𝑃𝑖1(𝑥1)∧ . . .∧ 𝑃𝑖𝑚(𝑥𝑚) → ⊥ выполнено
следующее:

𝑋𝑖1 × · · · ×𝑋𝑖𝑚 ⊆ ℳ(∀𝑦.¬ϕ).

Из теорем 7 и 6 вытекает следующая характеристика выполнимых систем.
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Теорема 8. Система 𝒮 выполнима тогда и только тогда, когда для всякой
модели ℳ теории 𝒯 и всякого запроса ϕ(𝑦,𝑥1, . . . ,𝑥𝑚)∧𝑃𝑖1(𝑥1)∧. . .∧𝑃𝑖𝑚(𝑥𝑚) →
⊥ истинно следующее:

J𝑃𝑖1Kℳ × · · · × J𝑃𝑖𝑚Kℳ ⊆ ℳ(∀𝑦.¬ϕ).

Теорема 7 даёт ключ к пониманию проблемы представимости сертифика
тов выполнимости систем дизъюнктов Хорна. По определению, символьная ин
терпретация ℐ является сертификатом выполнимости, если 𝒯 |=

⋀︀
𝐶∈𝒮 ∀ J𝐶Kℐ .

Это можно переформулировать так, что для любой модели ℳ теории 𝒯 выпол
нено следующее:

(ℳ, ⟨ℳ(ℐ(𝑃1)), . . . ,ℳ(ℐ(𝑃𝑛))⟩) |=
⋀︁
𝐶∈𝒮

∀𝐶.

По теореме 7, это эквивалентно тому, что ⟨ℳ(ℐ(𝑃1)), . . . ,ℳ(ℐ(𝑃𝑛))⟩ — та
кая преднеподвижная точка 𝑇 , что для всех запросов ϕ(𝑦,𝑥1, . . . ,𝑥𝑚)∧𝑃𝑖1(𝑥1)∧
. . . ∧ 𝑃𝑖𝑚(𝑥𝑚) → ⊥ выполнено следующее:

ℳ(ℐ(𝑃𝑖1)) × · · · ×ℳ(ℐ(𝑃𝑖𝑚)) ⊆ ℳ(∀𝑦.¬ϕ).

В частности, любой сертификат выполнимости является представлени
ем некоторой неподвижной точки 𝑇 . Поэтому проблема вывода сертификатов
выполнимости является проблемой поиска представимой неподвижной точки,
достаточно маленькой для того, чтобы не пересекаться ни с одним ограничени
ем запросов системы. Эта интуиция позволит лучше понять идею реляционных
инвариантов (см. главу 3) и алгоритмы построения реляционных инвариантов
(см. главу 4).

2.4.4 Ограниченные семантики и резолютивные опровер
жения

В данном разделе будет показана связь между семантикой неподвижных
точек и резолютивными опровержениями.

Теорема 9. Пусть 𝑃 ∈ ℛ, ℳ — Σ-структура. Тогда

J𝑃 Kℎℳ =
⋃︁

(𝐶,ψ) — корень дерева вывода
высоты не более ℎ,

𝐶∈rules(𝑃 ),
𝑦 — все свободные

переменные ψ, кроме 𝑣𝑃 .

ℳ(∃𝑦.ψ).
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Доказательство. Докажем это утверждение индукцией по высоте ℎ. База
ℎ = 0. По определению, деревья вывода высоты 0 — это вершины (𝐶,body(𝐶)),
где 𝐷 — это ограниченный факт. Возьмём структуру ℳ. По определению
ограниченной семантики имеем следующее: J𝑃 K0ℳ = 𝑇 (⟨∅, . . . ,∅⟩). Заметим,
что ∅ = ℳ(⊥). Определим символьную интерпретацию ℐ⊥(𝑅)

def
= ⊥. Тогда

по лемме 4 𝑖-й член 𝑇 (⟨∅, . . . ,∅⟩) равен ℳ(∃ℓ𝑃 . Jbody(𝑃 )Kℐ⊥). Вспомним, что
body(𝑃 ) ≡

⋁︀
𝐶∈rules(𝑃 ) body(𝐶). Заметим, что подстановка лжи Jbody(𝑃 )Kℐ⊥ «уни

чтожает» те элементы дизъюнкции, в которых встречаются неинтерпретирован
ные атомы, т.е. имеем следующее:

Jbody(𝑃 )Kℐ⊥ ∼
⋁︁

𝐶∈rules(𝑃 ),
𝐶 — ограниченный факт

body(𝐶).

Таким образом, мы получили, что истинно следующее:

J𝑃 K0ℳ =
⋃︁

𝐶∈rules(𝑃𝑖),
𝐶 — ограниченный факт

ℳ(∃ℓ𝑃 .body(𝐶)).

Это доказывает базу индукции.
Переход. Пусть 𝐶 ∈ rules(𝑃 ) и 𝐶 ≡ ϕ∧𝑅1(𝑥1)∧. . .∧𝑅𝑚(𝑥𝑚) → 𝑃 (𝑣𝑃 ). По

определению дерева вывода (𝐶,ψ) является корнем некоторого дерево вывода
высоты ℎ тогда и только тогда, когда существуют такие деревья вывода с кор
нями (𝐷1,ϕ1), . . . ,(𝐷𝑚,ϕ𝑚), имеющими высоту не более ℎ−1, что ψ→ head(𝐶)

является гиперрезольвентой дизъюнктов 𝐶 и ϕ1 → head(𝐷1), . . . ,ϕ𝑚 →
head(𝐷𝑚). По определению гиперрезольвенты имеем:

ψ ≡ ϕ ∧ϕ1[𝑥1/𝑣𝑅1
] ∧ . . . ∧ϕ𝑚[𝑥𝑚/𝑣𝑅𝑚

].

Пусть 𝑦𝑖 — свободные переменные ψ𝑖, которые не входят в 𝑣𝑅𝑖
. При этом по

оговорке, сделанной при определении гиперрезольвенты, можно считать, что
экзистенциальные переменные в 𝐶 и 𝑦1, . . . ,𝑦𝑛 попарно различны. Пусть 𝑦 —
это свободные переменные ψ, не входящие в 𝑣𝑃 . Тогда имеем следующее:

∃𝑦.ψ ∼ ∃ℓ𝑃 .(ϕ ∧ ∃𝑦1.ϕ1[𝑥1/𝑣𝑅1
] ∧ . . . ∧ ∃𝑦𝑚.ϕ𝑚[𝑥𝑚/𝑣𝑅𝑚

]). (2.9)

Пусть 𝑘 является местностью символа 𝑃 . Определим оператор 𝑈𝐶 : 𝒫 →
2|ℳ|𝑘 следующим образом:

𝑈𝐶(𝑋)
def
=
(︀
ℳ, 𝑋

)︀
(∃ℓ𝑃 .body(𝐶)) =

(︀
ℳ, 𝑋

)︀
(∃ℓ𝑃 .(ϕ ∧𝑅1(𝑥1) ∧ . . . ∧𝑅𝑚(𝑥𝑚))).
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Поскольку неинтерпретированные атомы входят в body(𝐶) позитив
но, то оператор 𝑈𝐶 монотонен. По индукционному предположению имеем
ℳ(∃𝑦𝑖.ϕ𝑖) ⊆ J𝑅𝑖K

ℎ−1
ℳ , следовательно, по монотонности 𝑈𝐶 и (2.9) выполнено

следующее:
ℳ(∃𝑦.ψ) ⊆ 𝑈𝐶

(︁⟨
J𝑃1K

ℎ−1
ℳ , . . . , J𝑃𝑛K

ℎ−1
ℳ

⟩)︁
.

Поскольку при фиксированном 𝐶 все деревья вывода с корнями (𝐶,ψ)

высоты не более ℎ получаются из всевозможных деревьев вывода 𝑅𝑖 высоты
не более ℎ − 1 (в объединении дающих J𝑅𝑖K

ℎ−1
ℳ ), а интерпретация символов

ℛ∖{𝑅1, . . . ,𝑅𝑚} не влияет на истинность body(𝐶), то мы получаем следующее:

𝑈𝐶

(︁⟨
J𝑃1K

ℎ−1
ℳ , . . . , J𝑃𝑛K

ℎ−1
ℳ

⟩)︁
=
⋃︁

(𝐶,ψ) — корень дерева вывода
высоты не более ℎ,
𝑦 — все свободные

переменные ψ, кроме 𝑣𝑃 .

ℳ(∃𝑦.ψ).

Более того, поскольку body(𝑃 ) =
⋁︀

𝐶∈rules(𝑃 ) body(𝐶), то для любого 𝑋 ∈ 𝒫
имеем: ⋃︁

𝐶∈rules(𝑃 )

𝑈𝐶(𝑋) = 𝑌𝑖, где 𝑖 — номер 𝑃 в ℛ, (2.10)

𝑇 (𝑋) = ⟨𝑌1, . . . ,𝑌𝑛⟩ .

По определению ограниченной семантики имеем следующее:

𝑇
(︁⟨

J𝑃1K
ℎ−1
ℳ , . . . , J𝑃𝑛K

ℎ−1
ℳ

⟩)︁
=
⟨
J𝑃1K

ℎ
ℳ , . . . , J𝑃𝑛K

ℎ
ℳ

⟩
.

В силу вышесказанного очевидно следующее утверждение:

J𝑃 Kℎℳ =
⋃︁

𝐶∈rules(𝑃 )

𝑈𝐶

(︁⟨
J𝑃1K

ℎ−1
ℳ , . . . , J𝑃𝑛K

ℎ−1
ℳ

⟩)︁
.

Поскольку ℎ ∈ N, то множество деревьев вывода высоты не более ℎ ко
нечно, и из теоремы 9 следует представимость всех J𝑃 Kℎℳ в ℳ. Следователь
но, дизъюнкция всех ограничений в корнях соответствующих деревьев вывода
представляет J𝑃 Kℎℳ.

Теорема 9 является важной для понимания связи между синтаксической
версией доказательства корректности синхронизации (теорема 4) и семантиче
ской версией, которая будет получена в разделе 2.5 (теорема 14). Из этой же
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теоремы следует полнота исчисления гиперрезолюций для систем дизъюнктов
Хорна с ограничениями (утверждение 3). Завершим доказательство последнего
факта.

Теорема 10. Если система дизъюнктов Хорна с ограничениями невыполнима,
то у неё существует гиперрезолютивное опровержение.

Доказательство. По теореме 8 существует такие модель ℳ теории 𝒯 и запрос
𝑄 ≡ ϕ(𝑦,𝑥1, . . . ,𝑥𝑚)∧𝑃𝑖1(𝑥1)∧ . . .∧𝑃𝑖𝑚(𝑥𝑚) → ⊥, что (J𝑃𝑖1Kℳ×· · ·× J𝑃𝑖𝑚Kℳ)∩
ℳ(∃𝑦.ϕ) ̸= ∅.

Другими словами, существуют такие 𝑎1 ∈ |ℳ|𝑎𝑟(𝑃𝑖1) , . . . , 𝑎𝑛 ∈ |ℳ|𝑎𝑟(𝑃𝑖𝑚),
что 𝑎𝑗 ∈

q
𝑃𝑖𝑗

y
ℳ для всех 𝑗 ∈ {1, . . . ,𝑚} и ℳ |= ∃𝑦.ϕ(𝑎1, . . . ,𝑎𝑚).

Но
q
𝑃𝑖𝑗

y
ℳ =

⋃︀
𝑏>0

q
𝑃𝑖𝑗

y𝑏

ℳ, поэтому существуют такие 𝑏1, . . . ,𝑏𝑚 ∈ N такие,
что для всех 𝑗 ∈ {1, . . . ,𝑚} выполнено 𝑎𝑗 ∈

q
𝑃𝑖𝑗

y𝑏𝑗
ℳ .

В свою очередь, по теореме 9 для каждого 𝑗 существует дерево вывода с
корнем (𝐶𝑗,ϕ𝑗) и высотой не более 𝑏𝑗, такое, что ℳ |= ∃𝑦𝑗.ϕ𝑗(𝑎𝑗), где 𝑦𝑗 — все
(кроме 𝑣𝑃𝑖𝑗

) свободные переменныеϕ𝑗. Поэтому выполнима и гиперрезольвента:

ψ
def
= ϕ ∧

𝑚⋀︁
𝑗=1

ϕ𝑗[𝑥𝑗/𝑣𝑃𝑖𝑗
],

т.е. существует дерево вывода с корнем (𝑄,ψ) с выполнимым по модулю 𝒯
ограничением ψ.

2.5 Семантика синхронизации дизъюнктов Хорна

В данном разделе будет показана связь между отношениями переходов
системы и её синхронизацией. В конце будет дана семантическая версия дока
зательства теоремы 4, не оперирующая гиперрезолютивными опровержениями.

Пусть 𝒮 — система дизъюнктов Хорна с ограничениями над ℛ =

{𝑃1, . . . ,𝑃𝑛}, 𝒮 ′ — синхронизация дизъюнкта 𝐶 ∈ 𝒮, т.е. 𝒮 ′ является следую
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щей системой:

𝒮 ′ def
= 𝒮 ∖ {𝐶} ∪ {𝐶 ′} ∪

⋃︁
𝑅∈𝑁

rules(𝑅), где

𝐶 ≡ ϕ ∧
⋀︁

𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶) ∧
⋀︁

𝑅𝑒𝑐 (𝐶) → head(𝐶)

𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶) = {𝑃𝑖1(𝑥1), . . . ,𝑃𝑖𝑚(𝑥𝑚)},

𝐶 ′ def
= ϕ ∧

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑃𝑖𝑗(𝑥𝑗) ∧
⋀︁

𝑅𝑒𝑐 (𝐶) → head(𝐶),

𝑅
def
= 𝐺(⟨𝑃𝑖1, . . . ,𝑃𝑖𝑚⟩).

При этом 𝑁 — это наименьшее по включению множество символов, содержащее
𝑅 и все символы из ℛ′, входящие в рекурсивные атомы правил символов из 𝑁 .

Для простоты изложения будем считать, что 𝑁 = {𝑅}; всё, что пред
ставлено ниже, легко адаптировать для общего случая. В таком случае, в
𝒮 ′ входят лишь неинтерпретированные символы из множества ℛ ∪ {𝑅}, где
𝑎𝑟 (𝑅) = 𝑎𝑟 (𝑃𝑖1) + . . . + 𝑎𝑟 (𝑃𝑖𝑚).

Пусть 𝒫 def
= 2|ℳ|𝑎𝑟(𝑃1) × · · · × 2|ℳ|𝑎𝑟(𝑃𝑛)

и 𝒫 ′ def
= 𝒫 × 2|ℳ|𝑎𝑟(𝑅)

.

Cформулируем и докажем два вспомогательных утверждения.

Лемма 5. Для любых неинтерпретированных атомов 𝑅1(𝑦1), . . . ,𝑅𝑚(𝑦𝑚), если
все переменные в кортежах 𝑦𝑖 и 𝑦𝑗 попарно различны при 𝑖 ̸= 𝑗, то для любой
интерпретации ℳ и отношений 𝑋1 ⊆ |ℳ|𝑎𝑟(𝑅1) , . . . , 𝑋𝑚 ⊆ |ℳ|𝑎𝑟(𝑅𝑚),

(ℳ{𝑅1 ↦→ 𝑋1} . . . {𝑅𝑚 ↦→ 𝑋𝑚}) (𝑅1(𝑦1) ∧ · · · ∧𝑅𝑚(𝑦𝑚)) = 𝑋1 × · · · ×𝑋𝑚.

Доказательство. Утверждение теоремы следует из более общего: для любых
двух формул ϕ(𝑥1, . . . ,𝑥𝑘) и ψ(𝑦1, . . . ,𝑦ℓ) и любой интерпретации ℳ, если
ℳ(ϕ) = 𝑋, ℳ(ψ) = 𝑌 , и переменная 𝑥𝑖 отлична от 𝑦𝑗 для всех 𝑖 и 𝑗, то
ℳ(ϕ(𝑥1, . . . ,𝑥𝑘) ∧ψ(𝑦1, . . . ,𝑦ℓ)) = 𝑋 × 𝑌 .

Это верно, т.к.

ϕ(𝑥1, . . . ,𝑥𝑘)∧ψ(𝑦1, . . . ,𝑦ℓ) ∼ (ϕ(𝑥1, . . . ,𝑥𝑘) ∧ 𝑦1 = 𝑦1 ∧ · · · ∧ 𝑦ℓ = 𝑦ℓ)∧
∧ (𝑥1 = 𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 ∧ψ(𝑦1, . . . ,𝑦ℓ)),

а ℳ(ϕ(𝑥1, . . . ,𝑥𝑘)∧𝑦1 = 𝑦1∧ . . .∧𝑦ℓ = 𝑦ℓ) = 𝑋×|ℳ|ℓ, и ℳ(𝑥1 = 𝑥1∧ . . .∧𝑥𝑘 =

𝑥𝑘∧ψ(𝑦1, . . . ,𝑦ℓ)) = |ℳ|𝑘×𝑌 . Но для любых двух формул 𝐴 и 𝐵 с одинаковым
набором свободных переменных и любой структуры ℳ верно ℳ(𝐴 ∧ 𝐵) =

ℳ(𝐴)∩ℳ(𝐵), а значит ℳ(ϕ∧ψ) =
(︁
𝑋 × |ℳ|ℓ

)︁
∩
(︁
|ℳ|𝑘 × 𝑌

)︁
= 𝑋 ×𝑌 .
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Лемма 6. Пусть 𝐶1 ∈ rules(𝑃𝑖1), . . . ,𝐶𝑚 ∈ rules(𝑃𝑖𝑚), причём все переменные
в 𝐶1, . . . ,𝐶𝑚 попарно различны, ℳ — интерпретация, ⟨𝑋1, . . . ,𝑋𝑛⟩ ∈ 𝒫 . Тогда

(ℳ, ⟨𝑋1, . . . ,𝑋𝑛⟩) (body(𝐶1) ∧ · · · ∧ body(𝐶𝑚)) =

= (ℳ, ⟨𝑋1, . . . ,𝑋𝑛,𝑋𝑖1 × · · · ×𝑋𝑖𝑚⟩) (body(𝐶1 × · · · × 𝐶𝑚)).

Доказательство. Без потери общности можем считать, что переменные всех
атомов всех дизъюнктов 𝐶1, . . . ,𝐶𝑚 попарно различны, иначе переименуем их,
добавив нужные равенство в ограничение. Так как в тело произведения дизъ
юнктов состоит из атомов перемножаемых дизъюнктов и их произведений, дан
ная лемма является прямым следствием предыдущей.

Пусть 𝑇 : 𝒫 → 𝒫 — оператор отношения переходов системы 𝒮, 𝑇 ′ : 𝒫 ′ →
𝒫 ′ — оператор отношения переходов системы 𝒮 ′ (см. раздел 2.4.1). Их связь
отражена в следующей теореме.

Теорема 11. Для всех ⟨𝑋1, . . . ,𝑋𝑛⟩ ∈ 𝒫 , если 𝑇 (⟨𝑋1, . . . ,𝑋𝑛⟩) = ⟨𝑌1, . . . ,𝑌𝑛⟩, то

𝑇 ′(⟨𝑋1, . . . , 𝑋𝑛, 𝑋𝑖1 × · · · ×𝑋𝑖𝑚⟩) = ⟨𝑌1, . . . , 𝑌𝑛, 𝑌𝑖1 × · · · × 𝑌𝑖𝑚⟩ .

Доказательство. По определению 𝑇 имеем следующее:

𝑌𝑖 = (ℳ, ⟨𝑋1, . . . ,𝑋𝑛⟩) (∃ℓ𝑃𝑖
.body(𝑃𝑖)).

Положим ⟨𝑍1, . . . , 𝑍𝑛, 𝑍⟩
def
= 𝑇 ′(⟨𝑋1, . . . , 𝑋𝑛, 𝑋𝑖1 × · · · ×𝑋𝑖𝑚⟩). Если 𝐶 ̸∈

rules(𝑃𝑖), то правила символа 𝑃𝑖 в 𝒮 и в 𝒮 ′ не отличаются, и следовательно,
𝑍𝑖 = 𝑌𝑖. Если 𝐶 ∈ rules(𝑃𝑖). Тогда воспользуемся утверждением из леммы 6

(ℳ, ⟨𝑋1, . . . ,𝑋𝑛⟩)

(︃
𝑚⋀︁
𝑗=1

𝑃𝑖𝑗(𝑦𝑗)

)︃
= (ℳ, ⟨𝑋1, . . . ,𝑋𝑛,𝑋𝑖1 × · · · ×𝑋𝑖𝑚⟩)

(︃
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑃𝑖𝑗(𝑦𝑗)

)︃
.

Тогда имеем:

(ℳ, ⟨𝑋1, . . . ,𝑋𝑛⟩) (body(𝐶𝑖)) = (ℳ, ⟨𝑋1, . . . ,𝑋𝑛⟩)

(︃
ϕ ∧

𝑚⋀︁
𝑗=1

𝑃𝑖𝑗(𝑥𝑗) ∧
⋀︁

𝑅𝑒𝑐 (𝐶)

)︃
=

= (ℳ, ⟨𝑋1, . . . ,𝑋𝑛,𝑋1 × . . .×𝑋𝑛⟩)

(︃
ϕ ∧

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑃𝑖𝑗(𝑥𝑗) ∧
⋀︁

𝑅𝑒𝑐 (𝐶)

)︃
=

= (ℳ, ⟨𝑋1, . . . ,𝑋𝑛,𝑋1 × . . .×𝑋𝑛⟩) (body(𝐶 ′)) .
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Следовательно, и в этом случае 𝑍𝑖 = 𝑌𝑖. Наконец, в силу (2.2) получаем:

body(𝑅) =
⋁︁

⟨𝐶1,...,𝐶𝑘⟩∈rules(𝑃𝑖1
)×...×rules(𝑃𝑖𝑚)

body(𝐶1 × · · · × 𝐶𝑚).

По лемме (6) справедливо следующее:

(ℳ, ⟨𝑋1, . . . ,𝑋𝑛,𝑋𝑖1 × · · · ×𝑋𝑖𝑚⟩) (body(𝑅)) =

= (ℳ, ⟨𝑋1, . . . ,𝑋𝑛⟩) (
⋁︁

⟨𝐶1,...,𝐶𝑘⟩∈rules(𝑃𝑖1
)×···×rules(𝑃𝑖𝑚)

body(𝐶1) ∧ · · · ∧ body(𝐶𝑚)) =

= (ℳ, ⟨𝑋1, . . . ,𝑋𝑛⟩)

⎛⎝ 𝑚⋀︁
𝑗=1

⋁︁
𝐶∈rules(𝑃𝑖𝑗

)

body(𝐶)

⎞⎠ =

= (ℳ, ⟨𝑋1, . . . ,𝑋𝑛⟩) (body(𝑃𝑖1) ∧ · · · ∧ body(𝑃𝑖𝑚)).

Следовательно, 𝑍 = 𝑌𝑖1 × · · · × 𝑌𝑖𝑚.

Теперь всё готово для демонстрации важнейшего семантического свойства
синхронизации: синхронизация сохраняет произведение интерпретаций.

Теорема 12. Для ⟨𝑋1, . . . ,𝑋𝑛⟩ ∈ 𝒫 и 𝑏 > 1, если выполнено 𝑇 𝑏(⟨𝑋1, . . . ,𝑋𝑛⟩) =

⟨𝑌1, . . . ,𝑌𝑛⟩, то выполнено и

𝑇 ′ 𝑏(⟨𝑋1, . . . , 𝑋𝑛, 𝑋𝑖1 × · · · ×𝑋𝑖𝑚⟩) = ⟨𝑌1, . . . , 𝑌𝑛, 𝑌𝑖1 × · · · × 𝑌𝑖𝑚⟩ .

Доказательство. Выполним доказательство теоремы индукцией по 𝑏. Для
𝑏 = 1 утверждение верно по теореме 11. Пусть теперь ⟨𝑌1, . . . ,𝑌𝑛⟩

def
=

𝑇 𝑏(⟨𝑋1, . . . ,𝑋𝑛⟩), и ⟨𝑍1, . . . ,𝑍𝑛⟩
def
= 𝑇 𝑏+1(⟨𝑋1, . . . ,𝑋𝑛⟩) = 𝑇 (⟨𝑌1, . . . ,𝑌𝑛⟩).

По индукционному предположению, 𝑇 ′ 𝑏(⟨𝑋1, . . . , 𝑋𝑛, 𝑋𝑖1 × · · · ×𝑋𝑖𝑚⟩) =

⟨𝑌1, . . . , 𝑌𝑛, 𝑌𝑖1 × · · · × 𝑌𝑖𝑚⟩. Тогда

𝑇 ′ 𝑏+1
(⟨𝑋1, . . . , 𝑋𝑛, 𝑋𝑖1 × · · · ×𝑋𝑖𝑚⟩) = 𝑇 ′(⟨𝑌1, . . . , 𝑌𝑛, 𝑌𝑖1 × · · · × 𝑌𝑖𝑚⟩).

Поскольку 𝑇 (⟨𝑌1, . . . ,𝑌𝑛⟩) = ⟨𝑍1, . . . ,𝑍𝑛⟩, то по теореме 11 имеем
𝑇 ′(⟨𝑌1, . . . , 𝑌𝑛, 𝑌𝑖1 × · · · × 𝑌𝑖𝑚⟩) = ⟨𝑍1, . . . ,𝑍𝑛,𝑍1 × · · · × 𝑍𝑛⟩.

Теорема 11 позволяет говорить об ограниченных семантиках символа 𝑃𝑖

без уточнения, идёт ли речь о правилах системы 𝒮 или системы 𝒮 ′. Действи
тельно, по определению ограниченной семантики,⟨

J𝑃1K
𝑏
ℳ , . . . , J𝑃𝑛K

𝑏
ℳ

⟩
def
= 𝑇 𝑏+1(∅).
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Но по теореме 12 имеем следующее:

𝑇 ′ 𝑏+1
(∅) =

⟨
J𝑃1K

𝑏
ℳ , . . . , J𝑃𝑛K

𝑏
ℳ , J𝑃𝑖1K

𝑏
ℳ × · · · × J𝑃𝑖𝑚K𝑏ℳ

⟩
.

В частности, из этого следует корректный способ задания ограниченной семан
тики произведения символов, сохраняющий все полученные ранее результаты
об ограниченных семантиках для синхронизаций систем:

J𝐺(⟨𝑅1, . . . ,𝑅𝑚⟩)K𝑏ℳ
def
= J𝑅1K

𝑏
ℳ × · · · × J𝑅𝑚K𝑏ℳ . (2.11)

Завершим исследование семантики произведения дизъюнктов, показав,
что семантика произведения символов является произведениями семантик сим
волов.

Теорема 13. ⟨J𝑃1Kℳ , . . . , J𝑃𝑛Kℳ⟩ — наименьшая неподвижная точка 𝑇 тогда и
только тогда, когда ⟨J𝑃1Kℳ , . . . , J𝑃𝑛Kℳ , J𝑃𝑖1Kℳ × · · · × J𝑃𝑖𝑛Kℳ⟩ — наименьшая
неподвижная точка 𝑇 ′.

Доказательство. Наименьшей неподвижной точкой оператора 𝑇 является

⟨J𝑃1Kℳ , . . . , J𝑃𝑛Kℳ⟩ =
⋃︁
𝑏>0

𝑇 𝑏(∅) =

⟨⋃︁
𝑏>0

J𝑃1K
𝑏
ℳ , . . . ,

⋃︁
𝑏>0

J𝑃𝑛K
𝑏
ℳ

⟩
.

Вместе с тем, наименьшей неподвижной точкой оператора 𝑇 ′ является

⟨J𝑃1Kℳ , . . . , J𝑃𝑛Kℳ , J𝑅Kℳ⟩ =
⋃︁
𝑏>0

𝑇 ′ 𝑏(∅) =

=

⟨⋃︁
𝑏>0

J𝑃1K
𝑏
ℳ , . . . ,

⋃︁
𝑏>0

J𝑃𝑛K
𝑏
ℳ ,
⋃︁
𝑏>0

(︁
J𝑃1K

𝑏
ℳ × · · · × J𝑃𝑛K

𝑏
ℳ

)︁⟩
.

По определению частичного порядка на 𝒫 имеем следующее:⋃︁
𝑏>0

(︁
J𝑃1K

𝑏
ℳ × · · · × J𝑃𝑛K

𝑏
ℳ

)︁
⊆
⋃︁
𝑏>0

J𝑃1K
𝑏
ℳ × · · · ×

⋃︁
𝑏>0

J𝑃𝑛K
𝑏
ℳ .

Как показано в разделе 2.4.2, для 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑛} и 𝑏 > 0 имеем:

J𝑃𝑖K
𝑏
ℳ ⊆ J𝑃𝑖K

𝑏+1
ℳ .

Тогда для 𝑏1, . . . ,𝑏𝑛 > 0 и 𝑏
def
= max𝑛

𝑖=1 𝑏𝑖 имеем следующее:

J𝑃1K
𝑏1
ℳ × · · · × J𝑃𝑛K

𝑏𝑛
ℳ ⊆ J𝑃1K

𝑏
ℳ × · · · × J𝑃𝑛K

𝑏
ℳ .
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Теперь возьмём ⟨𝑥1, . . . ,𝑥𝑛⟩ ∈
⋃︀

𝑏>0 J𝑃1K
𝑏
ℳ × · · · ×

⋃︀
𝑏>0 J𝑃𝑛K

𝑏
ℳ. Существуют

𝑏1, . . . ,𝑏𝑛 такие, что
𝑥1 ∈ J𝑃1K

𝑏1
ℳ , . . . , 𝑥𝑛 ∈ J𝑃𝑛K

𝑏𝑛
ℳ .

Следовательно, для 𝑏 = max𝑖=1 𝑏𝑖 имеем:

⟨𝑥1, . . . ,𝑥𝑛⟩ ∈ J𝑃1K
𝑏
ℳ × . . .× J𝑃𝑛K

𝑏
ℳ .

Из этого можно заключить, что⋃︁
𝑏>0

J𝑃1K
𝑏
ℳ × · · · ×

⋃︁
𝑏>0

J𝑃𝑛K
𝑏
ℳ ⊆

⋃︁
𝑏>0

J𝑃1K
𝑏
ℳ × · · · × J𝑃𝑛K

𝑏
ℳ .

Таким образом имеем следующее:

J𝑅Kℳ =
⋃︁
𝑏>0

J𝑃1K
𝑏
ℳ×· · ·×J𝑃𝑛K

𝑏
ℳ =

⋃︁
𝑏>0

J𝑃1K
𝑏
ℳ×· · ·×

⋃︁
𝑏>0

J𝑃𝑛K
𝑏
ℳ = J𝑃1Kℳ×· · ·×J𝑃𝑛Kℳ .

Завершим данный раздел доказательством семантической версии теоре
мы 4.

Теорема 14. Система 𝒮 выполнима тогда и только тогда, когда выполнима
система 𝒮 ′.

Доказательство. По теореме 8 система 𝒮 выполнима тогда и только тогда,
когда для всякой модели ℳ теории 𝒯 и всякого запроса 𝑄 ≡ ϕ(𝑦,𝑧1, . . . ,𝑧𝑚) ∧
𝑃𝑗1(𝑧1) ∧ . . . ∧ 𝑃𝑗𝑘(𝑧𝑘) → ⊥ справедливо следующее:

J𝑃𝑗1Kℳ × · · · × J𝑃𝑗𝑘Kℳ ⊆ ℳ(∀𝑦.¬ϕ). (2.12)

Если 𝑄 ̸= 𝐶, то 𝑄 ∈ 𝒮 ′, но поскольку, в силу теоремы 13, семантика
символов 𝑃𝑗1, . . . ,𝑃𝑗𝑘 в 𝒮 ′ не изменились, то (2.12) справедливо и для системы
𝒮 ′.

Если 𝑄 = 𝐶, то в системе 𝒮 ′ дизъюнкт 𝑄 заменён следующим дизъюнк
том:

𝑄′ ≡ ϕ(𝑦,𝑧1, . . . ,𝑧𝑚) ∧
𝑘∏︁

𝑖=1

𝑃𝑗𝑖(𝑧𝑖) → ⊥.

Поэтому условие теоремы 8 для 𝑄′ можно представить так:

J𝐺(⟨𝑃𝑗1, . . . ,𝑃𝑗𝑘⟩)Kℳ ⊆ ℳ(∀𝑦.¬ϕ). (2.13)

По теореме 13 имеем J𝐺(⟨𝑃𝑗1, . . . ,𝑃𝑗𝑘⟩)Kℳ = J𝑃𝑗1Kℳ×· · ·×J𝑃𝑗𝑘Kℳ. Из этого
следует равносильность утверждений (2.13) и (2.12).
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2.6 Непредставимость сертификатов выполнимости неко
торых систем

Вернёмся к системе 𝒮 из примера 7:

𝑥=0 ∧ 𝑧=0 → 𝑚𝑢𝑙(𝑥,𝑦,𝑧)

𝑥 > 0 ∧ 𝑥′=𝑥− 1 ∧ 𝑧=𝑧′+𝑦 ∧𝑚𝑢𝑙(𝑥′,𝑦,𝑧′) → 𝑚𝑢𝑙(𝑥,𝑦,𝑧)

𝑥=𝑥′ ∧ 𝑦=𝑦′ ∧ 𝑧 ̸=𝑧′ ∧𝑚𝑢𝑙(𝑥,𝑦,𝑧) ∧𝑚𝑢𝑙(𝑥′,𝑦′,𝑧′) → ⊥

Как было показано, эта система выполнима. Семантика неподвижной точ
ки даёт простой способ доказательства непредставимости моделей этой системы
в линейной целочисленной арифметике.

Утверждение 7. Система 𝒮 выполнима, но у неё не существует сертификата
выполнимости.

Доказательство. Класс моделей 𝒯𝐿𝐼𝐴 состоит из единственной модели 𝒩 . От
ношение переходов системы 𝒮 в интерпретации 𝒩 является оператор 𝑇 : 2Z

3 →
2Z

3. Для этого оператора справедливо следующее:

𝑇 (𝐴) = {⟨0,𝑦,0⟩ | 𝑦 ∈ Z} ∪ {⟨𝑥 + 1,𝑦,𝑧 + 𝑦⟩ | ⟨𝑥,𝑦,𝑧⟩ ∈ 𝐴}.

Как показано в разделе 2.4.2, наименьшая преднеподвижная точка этого
оператора равна J𝑚𝑢𝑙K𝒩 =

⋃︀
𝑖>0 𝑇

𝑖(∅). Вычислим её:

𝑇 0(∅) = ∅
𝑇 1(∅) = {⟨0,𝑦,0⟩ | 𝑦 ∈ Z}
𝑇 2(∅) = 𝑇 (𝑇 1(∅)) = {⟨1,𝑦,𝑦⟩ | 𝑦 ∈ Z}
𝑇 3(∅) = 𝑇 (𝑇 2(∅)) = {⟨2,𝑦,2𝑦⟩ | 𝑦 ∈ Z}
𝑇 4(∅) = 𝑇 (𝑇 3(∅)) = {⟨3,𝑦,3𝑦⟩ | 𝑦 ∈ Z}

. . .

𝑇 𝑘(∅) = {⟨𝑘 − 1,𝑦,(𝑘 − 1)𝑦⟩ | 𝑦 ∈ Z}
. . .

Тогда очевидно следующее:

J𝑚𝑢𝑙K𝒩 =
⋃︁
𝑖>0

𝑇 𝑖(∅) = {⟨𝑥,𝑦,𝑧⟩ ∈ Z3 | 𝑥 > 0, 𝑧 = 𝑥 · 𝑦}.
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Теперь предположим, что 𝒩{𝑚𝑢𝑙 ↦→ 𝑋} |=
⋀︀

𝐶∈𝒮 ∀𝐶. Нужно показать, что
отношение 𝑋 не представимо в линейной целочисленной арифметике.

Разобьем множество 𝑋 на два подмножества 𝑋+ и 𝑋−, заданные следую
щим образом:

𝑋+ def
= {⟨𝑥,𝑦,𝑧⟩ ∈ 𝑋 | 𝑥 > 0}; 𝑋− def

= {⟨𝑥,𝑦,𝑧⟩ ∈ 𝑋 | 𝑥 < 0}.

Очевидно, что 𝑋+∩𝑋− = ∅. Докажем, что 𝑋+ = J𝑚𝑢𝑙K𝒩 . По теореме 7 множе
ство 𝑋 является преднеподвижной точкой оператора 𝑇 , и для него справедливо
следующее:

𝑋 ×𝑋 ⊆ {⟨𝑥,𝑦,𝑧,𝑥′,𝑦′,𝑧′⟩ ∈ Z6 | 𝑥 ̸= 𝑥′ или 𝑦 ̸= 𝑦′ или 𝑧 = 𝑧′}. (2.14)

Но поскольку J𝑚𝑢𝑙K𝒩 — наименьшая преднеподвижная точка, то выпол
нено J𝑚𝑢𝑙K𝒩 ⊆ 𝑋, а поскольку J𝑚𝑢𝑙K𝒩 ∩𝑋− = ∅, то выполнено J𝑚𝑢𝑙K𝒩 ⊆ 𝑋+.

Пусть ⟨𝑥,𝑦,𝑧1⟩ ∈ 𝑋+ и ⟨𝑥,𝑦,𝑧2⟩ ∈ 𝑋+. Тогда ⟨𝑥,𝑦,𝑧1,𝑥,𝑦,𝑧2⟩ ∈ 𝑋 × 𝑋, и в си
лу (2.14) 𝑧1 = 𝑧2, т.е. для всех 𝑥 > 0 и 𝑦 ∈ Z существует не более одного 𝑧 ∈ Z,
что ⟨𝑥,𝑦,𝑧⟩ ∈ 𝑋+. Но {⟨𝑥,𝑦,𝑧⟩ ∈ Z3 | 𝑥 > 0, 𝑧 = 𝑥 · 𝑦} ⊆ 𝑋+, следовательно,
𝑋+ = J𝑚𝑢𝑙K𝒩 .

Вне зависимости от 𝑋− отношение 𝑋 = 𝑋− ∪𝑋+ непредставимо в 𝒩 .
Докажем это от противного. Пусть формула ϕ(𝑥,𝑦,𝑧) представляет от

ношение 𝑋. Тогда формула 𝑥 > 0 ∧ ϕ(𝑥,𝑦,𝑧) представляет 𝑋+, а формула
(𝑥 > 0 ∧ ϕ(𝑥,𝑦,𝑧)) ∨ (𝑥 < 0 ∧ ϕ(−𝑥,𝑦, − 𝑧)) задаёт отношение умножения
{⟨𝑥,𝑦,𝑧⟩ ∈ Z3 | 𝑧 = 𝑥 · 𝑦}, которое не представимо в линейной целочисленной
арифметике.

Пример 7 и утверждение 7 можно обобщить следующим образом. Возьмём
любую частично вычислимую функцию 𝑓 : Z𝑘 → Z, которая не представима в
линейной целочисленной арифметике, но область определения которой предста
вима формулой ϕ(𝑥1, . . . ,𝑥𝑘). Очевидно, для неё верно 𝑥1 = 𝑥′1∧· · ·∧𝑥𝑘 = 𝑥′𝑘 →
𝑓(𝑥1, . . . ,𝑥𝑘) = 𝑓(𝑥′1, . . . ,𝑥

′
𝑘). Запишем условия верификации этого утверждения

в виде следующей системы дизъюнктов Хорна с ограничениями:

· · · → 𝑃𝑓(𝑥1, . . . ,𝑥𝑘,𝑧)

𝑥1 = 𝑥′1 ∧ · · · ∧ 𝑥𝑘 = 𝑥′𝑘 ∧ 𝑧 = 𝑧′ ∧ 𝑃𝑓(𝑥1, . . . ,𝑥𝑘,𝑧) ∧ 𝑃𝑓(𝑥′1, . . . ,𝑥
′
𝑘,𝑧

′) → ⊥
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Сужение любой модели этой системы на область определения функции
𝑓 есть график этой функции2, следовательно, из представимости этой модели
формулой ψ(𝑥1, . . . ,𝑥𝑘,𝑧) будет следовать представимость графика 𝑓 формулой
ϕ(𝑥1, . . . ,𝑥𝑘) ∧ ψ(𝑥1, . . . ,𝑥𝑘,𝑧), но этого не может быть. Используя этот метод,
можно порождать бесконечное число примеров нелинейных систем дизъюнктов,
модели которых не представимы в линейной целочисленной арифметике.

Более фундаментальное описание причин того, что модели таких систем
не представимы, приведено в главе 3.

2.7 Алгоритм CHCproduct

Целесообразность синхронизирующего преобразования можно аргументи
ровать следующим образом: синхронизация позволяет “уменьшить нелиней
ность” системы, заменив несколько нерекурсивных атомов одним с помощью
введения новых неинтерпретированных символов. Однако это верно лишь для
одного, синхронизируемого, дизъюнкта в системе. Вместе с тем, в правилах
нововведённых неинтерпретированных символов может оказаться ещё больше
нерекурсивных атомов, так как эти правила являются произведениями дизъ
юнктов синхронизируемой системы.

В данном разделе представлен алгоритм, который итеративно выполняет
синхронизации нужных дизъюнктов, выдавая на выходе систему 𝒮 ′, для кото
рой верно следующее утверждение:

для всех 𝐶 ∈ 𝒮 ′ |𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶)| 6 1.

Трассировка алгоритма на примере представлена в разделе 2.7.2. В разде
ле 2.7.3 доказывается корректность алгоритма (теорема 4), а также анализиру
ется его завершаемость и сложность (теоремы 17 и 20).

2.7.1 Алгоритм CHCproduct

В листинге 1 приведён псевдокод процедуры синхронизации под назва
нием CHCproduct. Она принимает на вход систему дизъюнктов 𝒮 и выдаёт
синхронизированную систему 𝒮 ′. Алгоритм поддерживает очередь дизъюнктов
𝑄 и инициализирует 𝑄 запросами системы (строка 2). На каждой итерации ал

2Графиком частичной функции 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 называется отношение {⟨𝑥, 𝑓(𝑥)⟩ | 𝑥 ∈ dom(𝑓)}.
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Листинг 1: Алгоритм CHCproduct
Вход : Система дизъюнктов 𝒮
Выход : Система дизъюнктов 𝒮 ′

Данные: Очередь дизъюнктов 𝑄, множество посещённых символов 𝑉

1 𝒮 ′ := ∅; 𝑉 := ∅;
2 𝑄 := queries ;
3 пока 𝑄 ̸= ∅
4 выбрать 𝐶 ∈ 𝑄; 𝑄 := 𝑄 ∖ {𝐶};
5 {𝑅1(𝑥1), . . . ,𝑅𝑚(𝑥𝑚)} := 𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶);
6 если 𝑚 = 0 то
7 𝒮 ′ := 𝒮 ′ ∪ {𝐶};
8 перейти на строку 3 ;

9
(︀
ϕ ∧

⋀︀
𝑅𝑒𝑐 (𝐶) ∧

⋀︀
𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶) → head(𝐶)

)︀
:= 𝐶;

10 𝑅 := 𝐺(⟨𝑅1, . . . ,𝑅𝑚⟩);
11 𝐶 ′ :=

(︀
ϕ ∧𝑅(𝑥1, . . . ,𝑥𝑚) ∧𝑅𝑒𝑐 (𝐶) → head(𝐶)

)︀
;

12 𝒮 ′ := 𝒮 ′ ∪ {𝐶 ′};
13 𝑁 := наименьшее по включению подмножество ℛ′, содержащее 𝑅

и все рекурсивные символы всех правил символов из 𝑁 ;

14 для всех 𝑃 ∈ 𝑁

15 если 𝑃 ̸∈ 𝑉 то
16 𝑄 := 𝑄 ∪ rules(𝑃 );
17 𝑉 := 𝑉 ∪ {𝑃};

горитм вынимает из 𝑄 первый в порядке очереди дизъюнкт из 𝑄 (строка 4),
модифицирует его (строка 11) и добавляет его в 𝒮 ′ (строка 12).

Для каждого дизъюнкта 𝐶 алгоритм определяет нерекурсивные атомы
⟨𝑅1(𝑥1), . . . ,𝑅𝑚(𝑥𝑚)⟩ для тела 𝐶 (строка 5) и заменяет их произведением (стро
ка 11).

Правила, которые алгоритм добавляет в 𝑄 в строке 16, строятся по опре
делению (2.2) (очевидно, что существует алгоритм, вычисляющий произведение
𝑚 любых дизъюнктов за линейное от их размера время).
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Листинг 2: Вычисление 𝑁 в алгоритме CHCproduct

1 𝑁 := {𝑅}; ∆ := {𝑅};
2 пока ∆ ̸= ∅
3 ∆′ := ∅;
4 для всех 𝑅′ ∈ ∆, 𝐷 ∈ rules(𝑅′), 𝑃 (𝑦) ∈ 𝑅𝑒𝑐 (𝐷)

5 если 𝑃 ̸∈ 𝑁 ′ то
6 𝑁 := 𝑁 ∪ 𝑃 ; ∆′ := ∆′ ∪ 𝑃 ;

7 ∆ := ∆′;

Множество символов 𝑁 , вычисляемое в строке 13, вычисляется процеду
рой в листинге 2. Можно очевидным образом интегрировать псевдокод листин
га 2 в листинг 1, избежав явного построения множества 𝑁 . Однако представ
ленная здесь версия проще для доказательства корректности, хотя и является
менее эффективной.

Важно, что тела новых правил, добавленные алгоритмом в 𝑄 (строка 16),
могут содержать множественные неинтерпретированные атомы других неинтер
претированных символов, которые также могут быть синхронизированы. Алго
ритм рассматривает их на следующих итерациях.

Заметим, что любой дизъюнкт в системе 𝒮 ′, возвращаемой алгоритмом,
добавляется туда в либо в строке 7, либо в строке 12. В первом случае
|𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶)| = 𝑚 = 0, для второго справедливо |𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶 ′)| = 1. Следовательно,
верно, что для всех 𝐶 ∈ 𝒮 ′ |𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶)| 6 1.

2.7.2 Пример работы алгоритма CHCproduct

Рассмотрим систему дизъюнктов Хорна, описывающие условия верифи
кации рекурсивного вычисления 𝑛𝑛 и 𝑛! для 𝑛 > 1.
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𝑎 = 0 ∧ 𝑐 = 0 → 𝑚𝑢𝑙(𝑎,𝑏,𝑐)

𝑎 > 0 ∧ 𝑎′ = 𝑎−1 ∧ 𝑐= 𝑏 + 𝑐′ ∧𝑚𝑢𝑙(𝑎′,𝑏,𝑐′) → 𝑚𝑢𝑙(𝑎,𝑏,𝑐)

𝑛 = 0 ∧𝑚 = 1 → 𝑓𝑎𝑐𝑡(𝑛,𝑚)

𝑛 > 0 ∧ 𝑛′ = 𝑛−1 ∧ 𝑓𝑎𝑐𝑡(𝑛′,𝑚′) ∧𝑚𝑢𝑙(𝑚′,𝑛,𝑚) → 𝑓𝑎𝑐𝑡(𝑛,𝑚)

𝑥 = 0 ∧ 𝑧 = 1 → 𝑝𝑤𝑟(𝑥,𝑦,𝑧)

𝑥 > 0 ∧ 𝑥′ = 𝑥−1 ∧ 𝑝𝑤𝑟(𝑥′,𝑦,𝑧′) ∧𝑚𝑢𝑙(𝑧′,𝑦,𝑧) → 𝑝𝑤𝑟(𝑥,𝑦,𝑧)

𝑓𝑎𝑐𝑡(𝑛,𝑎) ∧ 𝑝𝑤𝑟(𝑛,𝑛,𝑏) ∧ 𝑎 > 𝑏 → ⊥

В этой системе используются три неинтерпретированных символа 𝑚𝑢𝑙,
𝑓𝑎𝑐𝑡 и 𝑝𝑤𝑟 для задания условий верификации рекурсивного вычисления умно
жения, факториала и возведения в степень. Дизъюнкт-запрос задаёт свойство
этих вычислений: система выполнима, если и только если для всех натураль
ных 𝑛 > 1 верно ¬(𝑛! > 𝑛𝑛). По причинам, разъяснённым в разделе 2.6, у этой
системы не существует представимого в линейной целочисленной арифметике
сертификата выполнимости. Алгоритм CHCproduct преобразует эту систему
таким образом, что у системы появляется сертификат выполнимости.

Алгоритм CHCproduct начинает работу, помещая единственный запрос
в очередь 𝑄 (строка 2). В строке 5 алгоритм получает список нерекурсивных
атомов {𝑓𝑎𝑐𝑡(𝑛,𝑥), 𝑝𝑤𝑟(𝑛,𝑛,𝑦)} в теле запроса. Пусть 𝑓𝑝

def
= 𝐺(⟨𝑓𝑎𝑐𝑡, 𝑝𝑤𝑟⟩). В

строках 11 и 12 в преобразованную систему добавляется следующий новый за
прос:

𝑓𝑝(𝑛,𝑎,𝑛,𝑛,𝑏) ∧ 𝑛 > 1 ∧ 𝑎 > 𝑏 → ⊥.

Процедура в листинге 2 возвращает 𝑁 = {𝑓𝑝}. При этом в очередь 𝑄 добавля
ются дизъюнкты-правила нововведённого символа 𝑓𝑝 (см. (2.2)). Таким обра
зом, после первой итерации очередь 𝑄 содержит следующие дизъюнкты:
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𝑛 = 0 ∧𝑚 = 1 ∧ 𝑥 = 0 ∧ 𝑧 = 1 → 𝑓𝑝(𝑛,𝑚,𝑥,𝑦,𝑧)

𝑛 > 0 ∧ 𝑛′ = 𝑛−1 ∧ 𝑥 = 0 ∧ 𝑧 = 1∧
∧𝑓𝑝(𝑛′,𝑚′,𝑥,𝑦,𝑧) ∧𝑚𝑢𝑙(𝑚′,𝑛,𝑚) → 𝑓𝑝(𝑛,𝑚,𝑥,𝑦,𝑧)

𝑛 = 0 ∧𝑚 = 1 ∧ 𝑥 > 0 ∧ 𝑥′ = 𝑥−1∧
∧𝑓𝑝(𝑛,𝑚,𝑥′,𝑦,𝑧′) ∧𝑚𝑢𝑙(𝑧′,𝑦,𝑧) → 𝑓𝑝(𝑛,𝑚,𝑥,𝑦,𝑧)

𝑛 > 0 ∧ 𝑛′ = 𝑛−1 ∧𝑚 > 0 ∧𝑚′ = 𝑚−1∧
∧𝑓𝑝(𝑛′,𝑚′,𝑥′,𝑦,𝑧′) ∧𝑚𝑢𝑙(𝑚′,𝑛,𝑚) ∧𝑚𝑢𝑙(𝑧′,𝑦,𝑧) → 𝑓𝑝(𝑛,𝑚,𝑥,𝑦,𝑧)

На следующих итерациях алгоритм CHCproduct обрабатывает все дизъ
юнкты в 𝑄, включая следующий:

𝑛 > 0 ∧ 𝑛′ = 𝑛− 1 ∧𝑚 > 0 ∧𝑚′ = 𝑚− 1∧
∧𝑓𝑝(𝑛′,𝑚′,𝑥′,𝑦,𝑧′) ∧𝑚𝑢𝑙(𝑚′,𝑛,𝑚) ∧𝑚𝑢𝑙(𝑧′,𝑦,𝑧) → 𝑓𝑝(𝑛,𝑚,𝑥,𝑦,𝑧)

Множество {𝑚𝑢𝑙(𝑎,𝑛,𝑥′),𝑚𝑢𝑙(𝑏,𝑦,𝑦′)} является нерекурсивными атомами это
го дизъюнкта, и оно строится в строке 5. Алгоритм вводит символ 𝑚𝑢𝑙2

def
=

𝐺(⟨𝑚𝑢𝑙,𝑚𝑢𝑙⟩), получает 𝑁 = {𝑚𝑢𝑙2} и добавляет в очередь 𝑄 правила для
𝑚𝑢𝑙2. В конце своей работы алгоритм возвращает следующую систему 𝒮 ′:
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𝑎 = 0 ∧ 𝑐 = 0 → 𝑚𝑢𝑙(𝑎,𝑏,𝑐)

𝑚𝑢𝑙(𝑎′,𝑏,𝑐′) ∧ 𝑎 > 0 ∧ 𝑎′ = 𝑎−1 ∧ 𝑐= 𝑐′ + 𝑏 → 𝑚𝑢𝑙(𝑎,𝑏,𝑐)

𝑎1 = 0 ∧ 𝑐1 = 0 ∧ 𝑎2 = 0 ∧ 𝑐2 = 0 → 𝑚𝑢𝑙2(𝑎1,𝑏1,𝑐1,𝑎2,𝑏2,𝑐2)

𝑎1 > 0 ∧ 𝑎′1 = 𝑎1−1 ∧ 𝑐1= 𝑏1 + 𝑐′1∧
∧𝑎2 = 0 ∧ 𝑐2 = 0 ∧𝑚𝑢𝑙2(𝑎′1,𝑏1,𝑐

′
1,𝑎2,𝑏2,𝑐2) → 𝑚𝑢𝑙2(𝑎1,𝑏1,𝑐1,𝑎2,𝑏2,𝑐2)

𝑎2 > 0 ∧ 𝑎′2 = 𝑎2−1 ∧ 𝑐2= 𝑏2 + 𝑐′2∧
∧𝑎1 = 0 ∧ 𝑐1 = 0 ∧𝑚𝑢𝑙2(𝑎1,𝑏1,𝑐1,𝑎

′
2,𝑏2,𝑐

′
2) → 𝑚𝑢𝑙2(𝑎1,𝑏1,𝑐1,𝑎2,𝑏2,𝑐2)

𝑎1 > 0 ∧ 𝑎′1 = 𝑎1−1 ∧ 𝑐1= 𝑏1 + 𝑐′1 ∧ 𝑎2 > 0∧
∧𝑎′2 = 𝑎2−1 ∧ 𝑐2= 𝑏2 + 𝑐′2 ∧𝑚𝑢𝑙2(𝑎′1,𝑏1,𝑐

′
1,𝑎

′
2,𝑏2,𝑐

′
2) → 𝑚𝑢𝑙2(𝑎1,𝑏1,𝑐1,𝑎2,𝑏2,𝑐2)

𝑛 = 0 ∧𝑚 = 1 ∧ 𝑥 = 0 ∧ 𝑧 = 1 → 𝑓𝑝(𝑛,𝑚,𝑥,𝑦,𝑧)

𝑛 > 0 ∧ 𝑛′ = 𝑛−1 ∧ 𝑥 = 0 ∧ 𝑧 = 1∧
∧𝑓𝑝(𝑛′,𝑚′,𝑥,𝑦,𝑧) ∧𝑚𝑢𝑙(𝑚′,𝑛,𝑚) → 𝑓𝑝(𝑛,𝑚,𝑥,𝑦,𝑧)

𝑛 = 0 ∧𝑚 = 1 ∧ 𝑥 > 0 ∧ 𝑥′ = 𝑥− 1∧
∧𝑓𝑝(𝑛,𝑚,𝑥′,𝑦,𝑧′) ∧𝑚𝑢𝑙(𝑧′,𝑦,𝑧) → 𝑓𝑝(𝑛,𝑚,𝑥,𝑦,𝑧)

𝑛 > 0 ∧ 𝑛′ = 𝑛−1 ∧ 𝑥 > 0 ∧ 𝑥′ = 𝑥−1∧
∧𝑓𝑝(𝑛′,𝑚′,𝑥′,𝑦,𝑧′) ∧𝑚𝑢𝑙2(𝑚′,𝑛,𝑚,𝑧′,𝑦,𝑧) → 𝑓𝑝(𝑛,𝑚,𝑥,𝑦,𝑧)

𝑓𝑝(𝑛,𝑎,𝑛,𝑛,𝑏) ∧ 𝑎 > 𝑏 → ⊥

Заметим, что в этой системе полностью отсутствуют неинтерпретирован
ные символы 𝑓𝑎𝑐𝑡 и 𝑝𝑤𝑟, входившие в изначальную систему. Таким образом,
алгоритм обладает практически важной особенностью: он не добавляет «ненуж
ные» правила изначальной системы, тем самым уменьшая размер результиру
ющей системы.

Также в теле каждого дизъюнкта системы 𝒮 ′ содержится не более одного
нерекурсивного атома, в частности, дизъюнкт-запрос стал линейным (очевидно,
это будет происходить для всех дизъюнктов-запросов). У этой системы суще
ствует сертификат выполнимости в линейной целочисленной арифметике:
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ℐ ≡ {𝑓𝑝 ↦→ 𝑛 = 𝑥 ∧ 𝑛 6 𝑦 → 𝑚 6 𝑧,

𝑚𝑢𝑙2 ↦→ 𝑎1 6 𝑎2 ∧ 0 < 𝑏1 6 𝑏2 → 𝑐1 6 𝑐2,

𝑚𝑢𝑙 ↦→ ⊤}.

2.7.3 Анализ алгоритма CHCproduct

В данном разделе с помощью 𝒮 будем обозначать произвольную систе
му дизъюнктов Хорна, а с помощью 𝒮 ′ — систему, построенную алгоритмом
CHCproduct по системе 𝒮.

Для начала заметим, что конкретный порядок выбора очередного дизъ
юнкта из 𝑄 не определён (строка 4). Однако очевидно, что результат работы
алгоритма не зависит от порядка выбора очередного дизъюнкта: этот порядок
влияет только на порядок добавления дизъюнктов в 𝒮 ′ (строка 12), но посколь
ку 𝒮 ′ — это множество, то порядок добавления элементов в множество не имеет
значения.

Напомним, что область определения отображения 𝐺 — это Nℛ. Поэтому
требуется показать, что в строке 10 нашего алгоритма 𝐺 применяется только к
кортежу символов из ℛ. Это следует из следующей леммы.

Лемма 7. Для любого дизъюнкта 𝐷, добавляемого алгоритмом CHCproduct
в очередь 𝑄, верно, что для всех 𝑅(𝑥) ∈ 𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐷) выполнено 𝑅 ∈ ℛ.

Доказательство. Любой дизъюнкт добавляется в 𝑄 либо в строке 2, либо в
строке 16. В первом случае добавляются запросы системы 𝒮, для которых
утверждение леммы тривиально выполнено. Во втором случае в 𝑄 добавля
ются правила некоторого символа 𝑃 ∈ ℛ′. В силу (2.2), любой добавляемый в
𝑄 дизъюнкт 𝐷 представим следующим образом:

𝐷 = 𝐶1 × · · · × 𝐶𝑚 для некоторых 𝐶1, . . . ,𝐶𝑚 ∈ 𝒮.

Но по определению 14 произведения дизъюнктов имеем:

𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐷) =
𝑚⋃︁
𝑖=1

𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶𝑖) .

Из последнего факта утверждение леммы следует очевидным образом.
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Докажем ещё одно вспомогательное утверждение. Напомним, что граф
зависимостей системы 𝒮 — это ориентированный граф ⟨ℛ, 𝐸⟩, где ⟨𝑃,𝑅⟩ ∈ 𝐸

тогда и только тогда, когда символ 𝑅 появляется в теле некоторого правила
символа 𝑃 системы 𝒮.

Лемма 8. Пусть 𝒮 — произвольная система дизъюнктов Хорна, ℛqueries — это
множество неинтерпретированных символов из ℛ, входящих в запросы системы
𝒮, и ℛ𝑟𝑒𝑎𝑐ℎ — множество символов из ℛ, достижимых из вершин ℛqueries в графе
зависимостей ⟨ℛ, 𝐸⟩ системы 𝒮. Система 𝒮 выполнима тогда и только тогда,
когда выполнима система

𝒮𝑟𝑒𝑎𝑐ℎ
def
= queries ∪

⋃︁
𝑃∈ℛ𝑟𝑒𝑎𝑐ℎ

rules(𝑃 ).

Доказательство. Воспользуемся теоремой о полноте исчисления гиперрезолю
ций: система 𝒮 невыполнима тогда и только тогда, когда у неё существует гипер
резолютивное опровержение. Но любое гиперрезолютивное опровержение систе
мы 𝒮 является также и опровержением системы 𝒮𝑟𝑒𝑎𝑐ℎ, поскольку некоторый
узел (𝐶,ψ) может быть родителем узла (𝐶 ′,ψ′) при условии, что 𝐶 ′ ∈ rules(𝑅),
если и только если 𝐶 ∈ queries и 𝑅 ∈ ℛqueries , либо 𝐶 ∈ rules(𝑃 ) и ⟨𝑃,𝑅⟩ ∈ 𝐸,
поскольку 𝑅 входит в тело 𝐶.

Теперь всё готово для того, чтобы показать, что CHCproduct преобра
зует входную систему дизъюнктов Хорна в эквивыполнимую.

Теорема 15. Система 𝒮 ′, возвращаемая алгоритмом CHCproduct, выполни
ма тогда и только тогда, когда выполнима 𝒮.

Доказательство. Рассмотрим итерацию 𝑖 алгоритма. Обозначим посредством
𝒮 ′
𝑖, 𝑄𝑖,𝒮 ′

𝑖+1, 𝑄𝑖+1 значения переменных 𝒮 ′ и 𝑄 в начале и в конце итерации 𝑖

соответственно. И пусть 𝐶 и 𝐶 ′ — дизъюнкты, получаемые в строках 4 и 11.
По определению 15 верно следующее утверждение:

𝒮 ′
𝑖+1 ∪𝑄𝑖+1 ∪

⋃︁
𝑃∈ℛ

rules(𝑃 )

является синхронизацией дизъюнкта 𝐶 системы

𝒮 ′
𝑖 ∪𝑄𝑖 ∪

⋃︁
𝑃∈ℛ

rules(𝑃 ).
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В этом не сложно убедиться, поскольку один шаг алгоритма удаляет из 𝑄 дизъ
юнкт 𝐶 (строка 4), добавляет в 𝒮 ′ дизъюнкт 𝐶 ′ с заменёнными нерекурсивными
атомами (строка 12), а также добавляет в 𝑄 правила для символов из множе
ства 𝑁 , в точности совпадающим с аналогичным множеством из определения 15
(строки 13 и 16).

В начале первой итерации 𝑄1 = queries и 𝒮 ′
1 = ∅, т.е. 𝒮 ′

1 ∪ 𝑄1 ∪⋃︀
𝑃∈ℛ rules(𝑃 ) = 𝒮. В конце последней итерации (пусть она имеет номер 𝐹 −1)

𝑄𝐹 = ∅, а 𝒮 ′
𝐹 возвращается как результат 𝒮 ′, т.е. 𝒮 ′

𝐹 ∪ 𝑄𝐹 ∪
⋃︀

𝑅∈ℛ rules(𝑃 ) =

𝒮 ′ ∪
⋃︀

𝑅∈ℛ rules(𝑃 ). Согласно теореме 4 система и любая её синхронизация эк
вивыполнимы. Поэтому очевидной индукцией по количеству итераций алгорит
ма CHCproduct3 легко показать, что система 𝒮𝑟𝑒𝑎𝑐ℎ выполнима тогда и только
тогда, когда выполнима система 𝒮 ′′ def

= 𝒮 ′ ∪
⋃︀

𝑅∈ℛ rules(𝑃 ). Рассмотрим зависи
мостей ⟨ℛ′, 𝐸 ′⟩ системы 𝒮 ′. По его построению очевидно, что пользуясь обо
значениями леммы 8, мы имеем 𝒮 ′

𝑟𝑒𝑎𝑐ℎ = 𝒮 ′: алгоритм добавляет в 𝑄 правило
любого символа, который появляется в теле любого дизъюнкта, добавляемого
в 𝒮 ′, и только такое правило. Более того, поскольку ℛ ⊆ ℛ′, имеем 𝒮 ′′

𝑟𝑒𝑎𝑐ℎ = 𝒮 ′.
По лемме 8, применённой к системе 𝒮 ′′, системы 𝒮 ′′ и 𝒮 ′ эквивыполнимы.

В доказательстве этой теоремы можно заменить применение теоремы 4 на
применение теоремы 5, и тем самым доказать следующее утверждение.

Теорема 16. Если у системы 𝒮 существует сертификат выполнимости, то он
существует также и у системы 𝒮 ′.

Теперь докажем завершаемость алгоритма и оценим размер системы 𝒮 ′.

Определение 19. Пусть 𝒟 def
= ⟨ℛ, 𝐸⟩ — граф зависимостей 𝒟 системы дизъ

юнктов Хорна с ограничениями 𝒮. Рангом символа 𝑃 ∈ ℛ назовём натуральное
число 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑃 ) такое, что справедливо следующее:

– если 𝐾 — это количество сильно связных компонент графа 𝒟, то тогда
1 6 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑃 ) 6 𝐾;

– для 𝑃, 𝑃 ′ ∈ ℛ, 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑃 ) 6 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑃 ′) тогда и только тогда, когда в графе
𝒟 вершина 𝑃 ′ достижима из вершины 𝑃 ;

– для 𝑃,𝑃 ′ ∈ ℛ, 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑃 ) = 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑃 ′) тогда и только тогда, когда 𝑃 и 𝑃 ′

принадлежат одной и той же сильно связной компоненте графа 𝒟, т.е.
𝑃 и 𝑃 ′ рекурсивны.

3Итерациями нашего алгоритма будем называть итерации цикла while в строке 3.
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Неформально говоря, ранг вершины графа зависимостей задаёт линей
ный порядок на его сильно связных компонентах графа. Его можно получить,
например, топологической сортировкой конденсации графа 𝒟.

К примеру, для системы на рис. 3 раздела 2.1 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑝) = 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑞) =

1, 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑟) = 2.
Расширим понятие ранга на символы из ℛ′ и дизъюнкты над ℛ′.

Определение 20. Пусть 𝑅 ∈ ℛ′. Вспомним, что 𝐺 : Nℛ → ℛ′ — биекция.
Определим ранг символа 𝑅 как минимальный ранг символа из 𝐺-прообраза 𝑃 :

𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑅)
def
= min

𝑃∈ℛ
𝑟(𝑃 )̸=0

𝑟(𝑃 ), где 𝑟 ≡ 𝐺−1(𝑅).

Определение 21. Рангом дизъюнкта 𝐶 над ℛ′ назовём ранг символа в его
заголовке, либо 0 для дизъюнктов-запросов:

𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐶)
def
=

{︃
0, head(𝐶) = ⊥

𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑅) , 𝐶 ∈ rules(𝑅)

Определение 22. Будем говорить, что дизъюнкт 𝐶 над ℛ′ ранжирован, если
– для всех 𝑃 (𝑥) ∈ 𝑅𝑒𝑐 (𝐶) выполняется 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑃 ) = 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐶).
– для всех 𝑃 (𝑥) ∈ 𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶) выполняется 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑃 ) > 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐶);

По определению ранга очевидно, что все дизъюнкты системы 𝒮 ранжиро
ваны. Докажем лемму, о сохранении свойства ранжированности произведением
дизъюнктов. Эта лемма будет использована далее для доказательства того фак
та, что несмотря на увеличение количества символов и правил в 𝒮 ′, в 𝒮 ′ остаётся
𝐾 различных рангов.

Лемма 9. Пусть 𝐶1, . . . ,𝐶𝑚 — ранжированные дизъюнкты над ℛ′. Тогда дизъ
юнкт 𝐶1 × . . .× 𝐶𝑚 также ранжирован.

Доказательство. Пусть 𝑟 — мультимножество неинтерпретированных симво
лов, являющихся заголовками дизъюнктов 𝐶1, . . . ,𝐶𝑚, а символ 𝑅 является
заголовком дизъюнкта 𝐶. По определению 14 head(𝐶) =

∏︀𝑚
𝑖=1 head(𝐶𝑖), сле

довательно, 𝐺−1(𝑅) = 𝑟. Имеем

𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐶) = 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑅) = min
𝑃∈ℛ

𝑟(𝑃 ) ̸=0

𝑟(𝑃 ) =
𝑚

min
𝑖=1

(︀
𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐶𝑖)

)︀
.
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Поэтому для всех 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚} справедливо следующее:

𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐶𝑖) > 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐶) .

Пусть 𝑃 (𝑥) ∈ 𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶). По определению 14 𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶) =
𝑚⋃︀
𝑖=1

𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶𝑖).

Следовательно, найдётся такое 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚}, что 𝑃 (𝑥) ∈ 𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶𝑖). В силу
ранжированности 𝐶𝑖 имеем:

𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑃 ) > 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐶𝑖) > 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐶) .

Пусть 𝑃 (𝑥) ∈ 𝑅𝑒𝑐 (𝐶). По определению 14 𝑅𝑒𝑐 (𝐶) ={︀∏︀𝑚
𝑖=1𝑅𝑖(𝑥𝑖)

⃒⃒
⟨𝑅1(𝑥1), . . . 𝑅𝑚(𝑥𝑚)⟩ ∈ 𝐴

}︀
∖ {head(𝐶)}, где 𝐴 ∈⌈︀

𝑅𝑒𝑐/ℎ𝑒𝑎𝑑 (𝐶1) , . . . , 𝑅𝑒𝑐/ℎ𝑒𝑎𝑑 (𝐶𝑚)
⌉︀
. Следовательно, найдутся 𝑅1(𝑥1) ∈

𝑅𝑒𝑐/ℎ𝑒𝑎𝑑 (𝐶1) , . . . 𝑅𝑚(𝑥𝑚) ∈ 𝑅𝑒𝑐/ℎ𝑒𝑎𝑑 (𝐶𝑚) такие, что 𝑃 (𝑥) ≡
∏︀𝑚

𝑖=1𝑅𝑖(𝑥𝑖),
т.е. 𝑃 = 𝐺(⟨𝑅1, . . . ,𝑅𝑚⟩).

В силу ранжированности 𝐶𝑖 для всех 𝑅𝑖(𝑥𝑖) ∈ 𝑅𝑒𝑐/ℎ𝑒𝑎𝑑 (𝐶𝑖) выполняется
𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑅𝑖) = 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐶𝑖).

Итак, мы получили, что выполняется следующее:

𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑃 ) =
𝑚

min
𝑖=1

(︀
𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑅𝑖)

)︀
=

𝑚
min
𝑖=1

(︀
𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐶𝑖)

)︀
= 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐶) .

Лемма 10. Пусть 𝐶 — дизъюнкт, выбранный алгоритмом CHCproduct в
строке 4 в начале 𝑖-й итерации. Для всякого дизъюнкта 𝐷, добавляемого в 𝑄 в
конце итерации (строка 16), справедливо 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐷) > 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐶) .

Доказательство. Для начала заметим, что на любой итерации алгоритма все
дизъюнкты в 𝑄 ранжированы. Это может быть легко доказано индукцией по
количеству итераций: в начале первой итерации ранги всех дизъюнктов в 𝑄

равны нулю, а при добавлении rules(𝑅) в 𝑄 в строке 16 ранжированность со
храняется по лемме 9.

Выполним доказательство леммы индукцией по номеру итерации 𝑖.

База 𝑖 = 1. В строке 2 очередь 𝑄 инициализируется запросами системы.
Значит, в начале первой итерации 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐶) = 0, и утверждение леммы справед
ливо.
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Переход 𝑖 → 𝑖 + 1. В строке 5 алгоритм получает множество
𝑅1(𝑥1), . . . ,𝑅𝑚(𝑥1) нерекурсивных атомов произвольно выбранного дизъюнкта
𝐶, для которых по ранжированности 𝐶 выполняется 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑅𝑗) > 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐶). Так
как 𝑅 = 𝐺({⟨𝑅1, . . . ,𝑅𝑚⟩}), то для всех 𝑗 ∈ {1, . . . ,𝑚} имеем:

𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑅) =
𝑚

min
𝑗=1

(︀
𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑅𝑗)

)︀
> 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐶) . (2.15)

По построению множество 𝑁 содержит символ 𝑅 и рекурсивные с ним
символы. Следовательно, в силу ранжированности 𝐶 для всех 𝑃 ∈ 𝑁 имеем
𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑃 ) = 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑅). Поэтому для каждого дизъюнкта 𝐷 ∈ rules(𝑃 ), добавля
емого в строке 16 в 𝑄, имеем:

𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐷) = 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑃 ) > 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐶) .

Только что доказанная лемма, в сущности, показывает, что алгоритм
CHCproduct строит систему 𝒮 ′ в порядке обхода её графа зависимостей.

Пусть 𝑤 — ширина системы 𝒮, т.е. максимальное количество неинтерпре
тированных атомов в теле дизъюнктов системы 𝒮.

Определение 23. Размером дизъюнкта 𝐶 над ℛ′ назовём размер символа в
его заголовке, либо 0, если 𝐶 является запросом, т.е.:

𝑠𝑖𝑧𝑒 (𝐶)
def
=

{︃
0 , если head(𝐶) ≡ ⊥

𝑠𝑖𝑧𝑒 (𝑅) , если 𝐶 ∈ rules(𝑅).

Лемма 11. На любой итерации алгоритма CHCproduct для любого дизъ
юнкта 𝐶 ∈ 𝑄 верно

𝑠𝑖𝑧𝑒 (𝐶) 6 𝑤𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐶) и |𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶)| 6 𝑤𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐶)+1. (2.16)

Доказательство. Выполним доказательство индукцией по количеству итера
ций 𝑖 алгоритма.

База 𝑖 = 1. В начале первой итерации 𝑄 содержит только запросы в 𝒮, для
которых утверждение тривиально выполняется.
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Переход 𝑖 → 𝑖+1. Пусть в начале 𝑖-й итерации для всех дизъюнктов в 𝑄 спра
ведливо (2.16). Тогда для дизъюнкта 𝐶, выбираемого из 𝑄 (строка 4), также
справедливо (2.16). В строке 5 из 𝐶 извлекается множество его неинтерпрети
рованных атомов {𝑅1(𝑥1), . . . ,𝑅𝑚(𝑥𝑚)}, которое используется для построения
символа 𝑅 = 𝐺(⟨𝑅1, . . . ,𝑅𝑚⟩). По (2.16) имеем 𝑚 6 𝑤𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐶)+1. По лемме 7
для всех 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚} выполнено 𝑅𝑖 ∈ ℛ. Следовательно, 𝑠𝑖𝑧𝑒 (𝑅) = 𝑚. Да
лее алгоритм CHCproduct строит множество символов 𝑁 , рекурсивных с 𝑅.
Как следует из доказательства леммы 3, суммарный размер всех рекурсивных
символов в произведении дизъюнктов равен размеру символа в заголовке это
го произведения, поэтому для всех 𝑃 ∈ 𝑁 имеем 𝑠𝑖𝑧𝑒 (𝑃 ) = 𝑠𝑖𝑧𝑒 (𝑅) = 𝑚.
По лемме 10 для каждого дизъюнкта 𝐷, добавляемого в 𝑄 (строка 16), имеем
𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐷) > 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐶), т.е. 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐷) > 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐶) + 1. Получили, что для каждого
такого 𝐷 ∈ rules(𝑃 ) справедливо следующее:

𝑠𝑖𝑧𝑒 (𝐷) = 𝑠𝑖𝑧𝑒 (𝑃 ) = 𝑠𝑖𝑧𝑒 (𝑅) = 𝑚 6 𝑤𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐶)+1 6 𝑤𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐷).

Поскольку 𝑠𝑖𝑧𝑒 (𝑃 ) = 𝑚, то в виду (2.2) имеем 𝐷 = 𝐶1 × · · · × 𝐶𝑚 для
некоторых 𝐶1, . . . ,𝐶𝑚 из 𝒮, т.е. |𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶𝑖)| 6 𝑤 для всех 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚}. По

определению 14 справедливо 𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐷) =
𝑚⋃︀
𝑖=1

𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶𝑖). В силу 𝑚 6 𝑤𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐷)

имеем следующее:

|𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐷)| 6
𝑚∑︁
𝑖=1

|𝑁𝑅𝑒𝑐 (𝐶𝑖)| 6 𝑚 · 𝑤 6 𝑤𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐷)+1.

Итак, мы получили, что (2.16) справедливо для каждого 𝐷, добавляемого в 𝑄 в
конце итерации, что заканчивает доказательство индукционного перехода.

Лемма 11 имеет два важных следствия, качественно и количественно ха
рактеризующих алгоритм CHCproduct.

Теорема 17. Алгоритм CHCproduct всегда завершается.

Доказательство. Заметим, что ни один дизъюнкт 𝐶 не может попасть в 𝑄

после его удаления в строке 4: дизъюнкты могут быть повторно добавлены
только в строке 16. При первом добавлении символ 𝑅 в заголовке окажется
в множестве 𝑉 (строка 17), вследствие чего условный переход в строке 15 на
следующих итерациях не будет выполнен.
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𝑃1(𝑥1) ∧ · · · ∧ 𝑃1(𝑥𝑤) → ⊥
𝑃2(𝑥1) ∧ · · · ∧ 𝑃2(𝑥𝑤) → 𝑃1(𝑣𝑃1

)

. . .

𝑃𝑛(𝑥1) ∧ · · · ∧ 𝑃𝑛(𝑥𝑤) → 𝑃𝑛−1(𝑣𝑃𝑛−1
)

⊤ → 𝑃𝑛(𝑣𝑃𝑛
)

Рис. 5. Система дизъюнктов, на которой достигается 𝑀 = 𝑤𝑛.

Пусть 𝑛 — количество символов в системе 𝒮. Поскольку ранг любого сим
вола ограничен сверху 𝑛, то по лемме 11 размер любого дизъюнкта в 𝑄 ограни
чен 𝑤𝑛. Количество символов в ℛ′ ограниченного сверху размера также огра
ничено сверху, поскольку ограничено сверху количество мультимножеств огра
ниченного размера, а 𝐺 — биекция. По (2.2) количество правил для каждого
символа в ℛ′ конечно. Следовательно, на протяжении всей работы алгоритма в
𝑄 может попадать лишь конечное множество дизъюнктов, причём каждый из
них не может оказаться в 𝑄 повторно. Для завершения доказательства заметим,
что каждая итерация удаляет из 𝑄 в точности один дизъюнкт (строка 4). Сле
довательно, алгоритм может сделать лишь конечное конечное число итераций
перед тем, как 𝑄 опустеет.

Теорема 18. Пусть 𝑛 — количество неинтерпретированных символов в системе
𝒮. Тогда max𝐶∈𝒮 ′

(︀
𝑠𝑖𝑧𝑒 (𝐶)

)︀
6 𝑤𝑛.

Доказательство. Заметим, что в строке 12 алгоритм CHCproduct добавля
ет в систему 𝒮 ′ дизъюнкт 𝐶 из 𝑄 с заменой его нерекурсивных атомов, т.е.
ранг 𝐶 не меняется. По определению ранга, он не превосходит количества силь
но связных компонент графа зависимостей системы 𝒮, которое не превосхо
дит числа вершин 𝑛. Следовательно, по лемме 11 для всех 𝐶 ∈ 𝒮 ′, выполнено
𝑠𝑖𝑧𝑒 (𝐶) 6 𝑤𝑛.

Оценка 𝑠𝑖𝑧𝑒 (𝐶) в теореме 18 достигается. Рассмотрим систему на рис. 5.
Для неё количество сильно связных компонент графа зависимостей равно
количеству неинтерпретированных символов 𝑛. На первом шаге алгоритм
CHCproduct рассматривает дизъюнкт-запрос с 𝑚 = 𝑤 и добавляет в 𝑄 пра
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вило
𝑃2(𝑥

1
1) ∧ · · · ∧ 𝑃2(𝑥

𝑤
𝑤)⏟  ⏞  

𝑤2 раз

→ 𝑃𝑤
1 (𝑣1𝑃1

, . . . ,𝑣𝑤𝑃1
),

где 𝑃𝑤
1 ≡ 𝐺({𝑃1 ↦→ 𝑤}).
Далее заметим, что все 𝑃𝑖 и 𝑃𝑗 нерекурсивны для всех 𝑖 и 𝑗. Следова

тельно, на втором шаге будет 𝑚 = 𝑤2, на третьем — 𝑚 = 𝑤 · 𝑤2 и т.д. На 𝑛-й
итерации алгоритм рассмотрит дизъюнкт

𝑃𝑛(𝑥11) ∧ · · · ∧ 𝑃𝑛(𝑥𝑤
𝑛−1

𝑤 )⏟  ⏞  
𝑤𝑛 раз

→ 𝑃𝑤𝑛−1

𝑛−1 (𝑣1𝑃𝑛−1
, . . . ,𝑣𝑤

𝑛−1

𝑃𝑛−1
).

На 𝑛 + 1-й итерации алгоритм рассмотрит дизъюнкт

𝐶 ≡ ⊤ → 𝑃𝑤𝑛

𝑛 (𝑣1𝑃𝑛
, . . . ,𝑣𝑤

𝑛

𝑃𝑛
),

т.е. достигается 𝑠𝑖𝑧𝑒 (𝐶) = 𝑤𝑛.
Пусть ℎ

def
= max𝑃∈ℛ |rules(𝑃 )|.

Теорема 19. Для всех символов 𝑅, входящих в систему 𝒮 ′, верно |rules(𝑅)| 6
ℎ(𝑤𝑛).

Доказательство. Пусть 𝑅 ∈ ℛ′ — символ, входящий в систему 𝒮 ′, и 𝑟 ≡
𝐺−1(𝑅).

По теореме 18 имеем следующее:

𝑠𝑖𝑧𝑒 (𝑅) =
∑︁
𝑃∈ℛ

𝑟(𝑃 ) 6 𝑤𝑛.

В силу (2.2) справедливо, что

|rules(𝑅)| =
∏︁
𝑃∈ℛ

|rules(𝑃 )|𝑟(𝑃 ) 6
∏︁
𝑃∈ℛ

ℎ𝑟(𝑃 ) = ℎ
∑︀

𝑃∈ℛ 𝑟(𝑃 ) 6 ℎ(𝑤𝑛).

Оценка ℎ(𝑤𝑛), указанная в теореме 19, достигается алгоритмом
CHCproduct. Рассмотрим, к примеру, систему на рис. 6. В конце первой ите
рации алгоритм добавляет ℎ𝑤 правил для символа 𝑃𝑤

1 в 𝑄. В результате их
обработки добавляется ℎ(𝑤2) правил для 𝑃𝑤2

2 . В конце концов, для символа 𝑃𝑛

в 𝒮 ′ добавляется ℎ(𝑤𝑛) правил.
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𝑃1(𝑥1) ∧ · · · ∧ 𝑃1(𝑥𝑤)⏟  ⏞  
𝑤 раз

→ ⊥

ℎ раз

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑃2(𝑥
1
1) ∧ · · · ∧ 𝑃2(𝑥

1
𝑤)⏟  ⏞  

𝑤 раз

→ 𝑃1(𝑣𝑃1
)

. . .

𝑃2(𝑥
ℎ
1) ∧ · · · ∧ 𝑃2(𝑥

ℎ
𝑤)⏟  ⏞  

𝑤 раз

→ 𝑃1(𝑣𝑃1
)

. . .

ℎ раз

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑃𝑛(𝑥11) ∧ · · · ∧ 𝑃𝑛(𝑥1𝑤)⏟  ⏞  
𝑤 раз

→ 𝑃𝑛−1(𝑣𝑃𝑛−1
)

. . .

𝑃𝑛(𝑥ℎ1) ∧ · · · ∧ 𝑃𝑛(𝑥ℎ𝑤)⏟  ⏞  
𝑤 раз

→ 𝑃𝑛−1(𝑣𝑃𝑛−1
)

. . .

ℎ раз

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ϕ1 → 𝑃𝑛(𝑣𝑃𝑛

)

. . .

ϕℎ → 𝑃𝑛(𝑣𝑃𝑛
)

Рис. 6. Система дизъюнктов, на которой достигается ℎ(𝑤𝑛) правил.
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Теорема 20. Пусть 𝑚 = max𝐶∈𝒮 ′
(︀
𝑠𝑖𝑧𝑒 (𝐶)

)︀
и ℎ > 1. Тогда

|𝒮 ′| 6 |queries| +

(︁∑︀𝑛−1
𝑘=0(−1)𝑛−𝑘−1𝐶𝑚

𝑚+𝑘(ℎ− 1)𝑘
)︁
· ℎ𝑚+1 + (−1)𝑛

(ℎ− 1)𝑛
− 1.

Доказательство. Очевидно, что |𝒮 ′| 6 |queries| +
∑︀

𝑃∈ℛ′

𝑃 входит в 𝒮 ′
|rules(𝑃 )|. Как

показано в доказательстве теоремы 19, имеем

|rules(𝑃 )| 6 ℎ𝑠𝑖𝑧𝑒(𝑃 ).

Количество символов 𝑃 ∈ ℛ′ размера 𝑘 не превосходит количества мультимно
жеств c элементами из ℛ размера 𝑘. Последнее, в свою очередь, равно чис
лу выборок с повторениями размера 𝑘 из множества размера |ℛ| = 𝑛, т.е.
𝐶𝑘

𝑛+𝑘−1 [131]. Следовательно, имеем, что∑︁
𝑃∈ℛ′

𝑃 входит в 𝒮 ′

|rules(𝑃 )| 6
∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘
𝑛+𝑘−1 · ℎ𝑘.

Введем следующее обозначение:

𝑆(𝑛,𝑚,ℎ)
def
=

𝑚∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛+𝑘−1 · ℎ𝑘 = 1 + 𝐶1

𝑛 · ℎ + . . . + 𝐶𝑚
𝑛+𝑚−1ℎ

𝑚.

Таким образом имеем, что |𝒮 ′| 6 |queries| + 𝑆(𝑛,𝑚,ℎ) − 1.
Теперь осталось вычислить частичную сумму 𝑆(𝑛,𝑚,ℎ). Заметим, что

𝑆(𝑛,𝑚,ℎ)·(ℎ−1) = 𝐶𝑚
𝑛+𝑚−1·ℎ𝑚+1−

(︀
1+(𝐶1

𝑛−𝐶0
𝑛−1)·ℎ+. . .+(𝐶𝑚

𝑛+𝑚−1−𝐶𝑚−1
𝑛+𝑚−2)·ℎ𝑚

)︀
.

Так как для всех натуральных 𝑛 и 𝑘 верно 𝐶𝑘
𝑛 = 𝐶𝑘

𝑛−1 + 𝐶𝑘−1
𝑛−1, то имеем следу

ющее:

𝑆(𝑛,𝑚,ℎ) · (ℎ− 1) = 𝐶𝑚
𝑛+𝑚−1 · ℎ𝑚+1 −

(︀
1 + 𝐶1

𝑛−1 · ℎ + . . . + 𝐶𝑚
𝑛+𝑚−2 · ℎ𝑚

)︀
,

𝑆(𝑛,𝑚,ℎ) · (ℎ− 1) = 𝐶𝑚
𝑛+𝑚−1 · ℎ𝑚+1 − 𝑆(𝑛− 1,𝑚,ℎ),

𝑆(𝑛,𝑚,ℎ) · (ℎ− 1)2 = 𝐶𝑚
𝑛+𝑚−1 · (ℎ− 1) · ℎ𝑚+1 − 𝐶𝑚

𝑛+𝑚−2 · ℎ𝑚+1 + 𝑆(𝑛− 2,𝑚,ℎ).

Повторив эту процедуру 𝑛− 1 раз, получим следующее:

𝑆(𝑛,𝑚,ℎ)·(ℎ−1)𝑛−1 =

(︃
𝑛−1∑︁
𝑘=1

(−1)𝑛−𝑘−1𝐶𝑚
𝑚+𝑘 · (ℎ− 1)𝑘−1 · ℎ𝑚+1

)︃
+(−1)𝑛−1·𝑆(1,𝑚,ℎ).
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Очевидно, что выполнено следующее утверждение:

𝑆(1,𝑚,ℎ) =
𝑚∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑘 · ℎ𝑘 = 1 + ℎ + . . . + ℎ𝑚 =

ℎ𝑚+1 − 1

ℎ− 1
.

Поэтому мы имеем, что истинно нижеследующее:

𝑆(𝑛,𝑚,ℎ) =

(︁∑︀𝑛−1
𝑘=0(−1)𝑛−𝑘−1𝐶𝑚

𝑚+𝑘(ℎ− 1)𝑘
)︁
· ℎ𝑚+1 + (−1)𝑛

(ℎ− 1)𝑛
.

Теоремы 20 и 18 дают точную оценку количества дизъюнктов в 𝒮 ′. Так
как одна итерация алгоритма CHCproduct добавляет в 𝒮 ′ в точности один
дизъюнкт (строка 12), то оценка количества дизъюнктов в 𝒮 ′ является также
и оценкой количества итераций алгоритма.

Для упрощения оценки в теореме 20 заметим, что поскольку 𝐶𝑚
𝑚+𝑘 строго

убывают с убыванием 𝑘, и сумма в коэффициенте при ℎ𝑚+1 является знакопере
менной, а также в силу теоремы 18 имеем 𝑚 6 𝑤𝑛, то получаем, что выполнено
следующее:

|𝒮 ′| 6 |queries| +
𝐶𝑚

𝑚+𝑛−1 · ℎ𝑚+1

ℎ− 1
6 |queries| +

𝐶𝑤𝑛

𝑤𝑛+𝑛−1 · ℎ𝑤𝑛+1

ℎ− 1
.

При 𝑤 = 1 система 𝒮 линейна, и алгоритм CHCproduct не меняет её,
т.е. |𝒮| = |𝒮 ′|. При 𝑤 > 2 асимптотику 𝐶𝑤𝑛

𝑤𝑛+𝑛−1 можно оценить как 𝑂
(︁
𝑤(𝑛2)

)︁
.

Стоит оговориться, что теорема 20 верна при ℎ > 2, поэтому следует
рассмотреть случаи ℎ ∈ {0,1}. При ℎ = 0 в 𝒮 ′ отсутствуют правила неинтер
претированных символов, т.е. |𝒮 ′| = |queries|.

При ℎ = 1, в силу
∑︀𝑚

𝑘=0𝐶
𝑘
𝑛+𝑘−1 = 𝐶𝑚

𝑛+𝑚 [131], имеем:

|𝒮 ′| 6 |queries| +
𝑚∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘
𝑛+𝑘−1 = |queries| + 𝐶𝑚

𝑛+𝑚 − 1 6 |queries| + 𝐶𝑤𝑛

𝑤𝑛+𝑛.

Во всех трёх случаях получаем следующую итоговую оценку сверху коли
чества итераций алгоритма CHCproduct:

𝑂
(︁
|queries| + 𝑤(𝑛2) · ℎ(𝑤𝑛)

)︁
.



95

2.8 Выбор накрытия рекурсивных атомов

Заметим, что в определении 14 допускается произвольное накрытие ре
курсивных атомов перемножаемых дизъюнктов (см. (2.1)); конкретный выбор
накрытия не был важен ни в одном доказательстве теорем данной главы. Свобо
да в выборе конкретного накрытия позволяет определять различные стратегии
слияния рекурсивных атомов, делая алгоритм CHCproduct более гибким.

Прямолинейным способом выбора накрытия будет сопоставлять первые
элементы множеств с первыми, вторые — со вторыми и т.д. до тех пор, пока
некоторое множество не исчерпается; далее можно сопоставлять любой его эле
мент элементам оставшихся множеств. Как показывает практика, этот способ
является лучшим по быстродействию и показывает хорошие результаты, т.к.
на практике чаще всего в теле каждого дизъюнкта содержится не более одного
рекурсивного атома.

Тем не менее, если в телах некоторых дизъюнктов имеется более одного
рекурсивного атома, то выборы различных накрытий могут повлиять на су
ществование сертификата выполнимости синхронизированной системы. Этот
вопрос более подробно изучен в главе 4.

2.9 Обсуждение

Алгоритм CHCproduct: итоги. Итак, был представлен алгоритм, кото
рый преобразует нелинейную систему дизъюнктов Хорна к виду, где у каждо
го дизъюнкта в теле содержится не более одного нерекурсивного атома. Этот
алгоритм завершается на любой входной системе 𝒮 и возвращает систему 𝒮 ′,
эквивыполнимую исходной. При этом справедливо следующее:

– резолютивное опровержение 𝒮 существует тогда и только тогда, когда
существует резолютивное опровержение 𝒮 ′;

– если у 𝒮 существует сертификат выполнимости, то он существует и у
𝒮 ′; обратное верно не всегда.

Таким образом, с помощью алгоритма CHCproduct можно частично решить
проблему непредставимости символьных моделей, преобразовав нелинейную си
стему и далее воспользоваться существующими инструментами решения систем
дизъюнктов Хорна (см. раздел 1.4).
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Ещё одной особенностью алгоритма является то, что он «очищает» пре
образованную систему от неиспользуемых неинтерпретированных символов и
соответствующих правил, упрощая построение решения, как было показано в
разделе 2.7.2.

Основным ограничением алгоритма является его экспоненциальная слож
ность. Как было показано, существуют системы, которые преобразуются алго
ритмом с экспоненциальным увеличением количества правил. Это может по
влечь ситуацию, когда некоторая система 𝒮 относительно быстро решается
существующими инструментами, но процесс её преобразования в 𝒮 ′ вместе с
последующим решением не укладывается в реалистичные временные ограниче
ния. Такие случаи были зафиксированы на практике (см. главу 5). Решению
данной проблемы посвящены две следующие главы диссертации.

Границы применимости. Оправданным является следующий вопрос: для
какого класса систем алгоритм CHCproduct полезен? Другими словами, как
можно описать класс систем дизъюнктов с непредставимыми моделями, для
которых алгоритм CHCproduct будет создавать системы с представимыми
моделями?

К сожалению, современное состояние данной предметной области не позво
ляет дать точного ответа на этот вопрос. Дело в том, что полноценное описание
класса таких систем требует, как минимум, наличия подходов к описанию клас
са представимых неподвижных точек отношений переходов систем дизъюнктов
в произвольных теориях (см. раздел 2.3). Однако на сегодняшний день такое
описание существует лишь для интерпретаций с конечным носителем и ариф
метики Пеано [18], которая неразрешима, и потому на практике не применяется
в системах автоматического решения дизъюнктов Хорна. Поэтому вместо точ
ного ответа дадим неформальные пояснения.

Алгоритм CHCproduct полезен для систем, выражающих условия вери
фикации программ, выполняющих цепочку обработки данных. Приведём ряд
примеров.
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Вернёмся к системе из примера 1:

𝑇 = leaf ∧ 𝑛=0 → size(𝑇, 𝑛)

𝑇 =node(𝑣, 𝐿,𝑅)∧𝑛= 1+𝑛𝐿+𝑛𝑅∧size(𝐿, 𝑛𝐿)∧size(𝑅, 𝑛𝑅) → size(𝑇, 𝑛)

𝑇 = leaf ∧𝑠=0 → sum(𝑇, 𝑠)

𝑇 =node(𝑣, 𝐿,𝑅)∧𝑠=𝑣+𝑠𝐿+𝑠𝑅∧
sum(𝐿, 𝑠𝐿)∧sum(𝑅, 𝑠𝑅) → sum(𝑇, 𝑠)

𝑇 = leaf ∧𝑈 = leaf → inc(𝑇, 𝑈)

𝑇 =node(𝑣, 𝐿,𝑅)∧𝑈 =node(𝑣+2, 𝐿′, 𝑅′)∧
inc(𝐿,𝐿′)∧inc(𝑅,𝑅′) → inc(𝑇, 𝑈)

𝑠′ ̸=𝑠+2𝑛 ∧ size(𝑇, 𝑛)∧sum(𝑇, 𝑠)∧inc(𝑇, 𝑇 ′) ∧sum(𝑇 ′, 𝑠′) → ⊥

Эта система выражает условия верификации для программы, которая вы
числяет число 𝑛 — количество узлов в дереве 𝑇 , а также строит по дереву 𝑇

дерево 𝑇 ′, для которого значение в каждом узле получается увеличением зна
чения в соответствующем узле 𝑇 на 2, и, наконец, считает суммы 𝑠 и 𝑠′ в узлах
деревьев, проверяя, что 𝑠′ = 𝑠+2𝑛. В сущности, эта программа производит три
обхода дерева 𝑇 и один обход дерева 𝑇 ′, при этом каждое значение в 𝑇 ′ связано
с соответствующим значением в 𝑇 .

Синхронизация позволяет переписать эту систему таким образом, что до
ступ к каждому узлу дерева 𝑇 и соответствующего ему узла дерева 𝑇 ′ проис
ходит одновременно. Из-за большого размера синхронизированная система не
будет приведена целиком, но приведём упрощённую систему, эквивыполнимую
ей:

𝑇 = leaf ∧𝑇 ′= leaf ∧𝑠′=0∧𝑠=0∧𝑠′=0 → s3 i(𝑇, 𝑇 ′, 𝑛, 𝑠, 𝑠′)

𝑇 =node(𝑣, 𝐿,𝑅)∧𝑇 ′=node(𝑣+2, 𝐿′, 𝑅′)∧
∧𝑛= 1+𝑛𝐿+𝑛𝑅∧ 𝑠=𝑣+𝑠𝐿+𝑠𝑅∧𝑠′=𝑣+2+𝑠′𝐿+𝑠′𝑅∧

∧s3 i(𝐿,𝐿′, 𝑛𝐿, 𝑠𝐿, 𝑠
′
𝐿)∧s3 i(𝑅,𝑅′, 𝑛𝑅, 𝑠𝑅, 𝑠

′
𝑅) → s3 i(𝑇, 𝑇 ′, 𝑛, 𝑠, 𝑠′)

𝑠′ ̸=𝑠+2𝑛 ∧ s3 i(𝑇, 𝑇 ′, 𝑛, 𝑠, 𝑠′) → ⊥

Поскольку предикатный символ s3 i теперь применяется ко всем аргумен
там сразу (𝑇, 𝑇 ′, 𝑠, 𝑠′, 𝑛), поэтому тот же самый язык ограничений оказывается
достаточно выразительным для представления символьной модели. В данном
случае у изначальной системы не существует сертификата выполнимости, но
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для синхронизированной системы появляется простой сертификат выполнимо
сти:

ℐ def
= {s3 i ↦→ 𝑠′ = 𝑠 + 2𝑛}.

Подобные цепочки преобразований данных часто встречаются в распреде
лённых системах. В качестве примера можно привести модель map-reduce [132],
а также функциональном программировании, где часто встречаются цепочки
операций над индуктивными типами данных типа fold, filter, map, reduce,
iter, unfold и т.д. Можно также упомянуть о сетевых приложениях (извле
чение информации из множественных пакетов и последующая её обработка),
драйверах устройств (цепочка обработки потока данных с устройств) и т.д. Для
подобных программ алгоритм CHCproduct является инструментом, позволя
ющим автоматически породить систему дизъюнктов, описывающую синхрон
ный доступ всех промежуточных вычислений к данным. Это значительно по
вышает выразительность языка ограничений для представлений инвариантов
таких вычислений, что на практике позволяет решателям успешно выводить
сертификаты выполнимости для синхронизированных систем, в то время как
для изначальных систем они не завершаются (см. главу 5).

Алгоритм CHCproduct может быть эффективно использован в реляци
онной верификации, где сопоставляются два или больше похожих друг на друга
вычисления. В этом случае CHCproduct автоматически «выравнивает» пове
дения программ, позволяя решателю выводить логические соотношения проме
жуточных результатов этих вычислений.
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Глава 3. Реляционные символьные
интерпретации

В предыдущей главе описано синхронизирующее преобразование дизъ
юнктов. Как было показано, оно частично решает проблему непредставимости
моделей в языке ограничений, но может порождает системы с экспоненциаль
ным числом правил.

В данной главе вводятся понятие реляционного сертификата выполнимо
сти, обобщающее понятие «обычных» сертификатов выполнимости. Ключевая
идея состоит в том, чтобы сопоставлять формулы мультимножествам реля
ционных символов, а не каждому символу в отдельности. Это позволяет опре
делять в языке ограничений отношения между переменными различных неин
терпретированных атомов вместо «резюмирования» семантики каждого симво
ла в отдельности. Поэтому реляционные сертификаты являются более вырази
тельным видом символьных решений нелинейных систем дизъюнктов Хорна по
сравнению с “классическими” сертификатами выполнимости. Будет формально
показано, что аналогично обычным сертификатам, реляционные сертификаты
являются синтаксическим свидетельством выполнимости системы дизъюнктов,
а также, что если у системы существует сертификат выполнимости, то суще
ствует и реляционный сертификат выполнимости.

3.1 Определение реляционных символьных интерпрета
ций

Телом мультимножества неинтерпретированных символов 𝑟 =

{𝑃1 ↦→ 𝑘1, . . . , 𝑃𝑛 ↦→ 𝑘𝑛} ∈ Nℛ назовём конъюнкцию тел символов из этого муль
тимножества с переименованием переменных:

body(𝑟)
def
= body(𝑃1)

+
∧ . . .

+
∧ body(𝑃1)⏟  ⏞  

𝑘1 раз

+
∧ . . .

+
∧ body(𝑃𝑛)

+
∧ . . .

+
∧ body(𝑃𝑛)⏟  ⏞  

𝑘𝑛 раз

.

Напомним, ϕ
+
∧ ψ — конъюнкция ϕ и ψ, гарантирующая, что свободные пере

менные операндов различны:

ϕ(𝑥)
+
∧ψ(𝑦)

def
= (ϕ ∧ψ) (𝑥 ⊎ 𝑦) .
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Вспомним, что 𝑣𝑅 означает кортеж переменных в заголовке каждого пра
вила символа 𝑅 ∈ ℛ. Расширим эту нотацию для мультимножества 𝑟:

𝑣𝑟
def
= 𝑣𝑃1

⊎ . . . ⊎ 𝑣𝑃1⏟  ⏞  
𝑘1 раз

⊎ . . . ⊎ 𝑣𝑃𝑛
⊎ . . . ⊎ 𝑣𝑃𝑛⏟  ⏞  
𝑘𝑛 раз

.

Здесь 𝑥 ⊎ 𝑦 означает конкатенацию кортежей с переименованием переменных,
гарантирующим, что все переменные в результирующем кортеже попарно раз
личны. Например, ⟨𝑥,𝑦,𝑧⟩ ⊎ ⟨𝑥,𝑧⟩ = ⟨𝑥1,𝑦,𝑧1,𝑥2,𝑧2⟩.

Вспомним также, что мы сопоставляем мультимножества кортежам; по
этому, если 𝑅 = ⟨𝑅1, . . . ,𝑅𝑚⟩, то будем также использовать нотацию body(𝑅),
body(𝑅1, . . . ,𝑅𝑚), 𝑣𝑅 и 𝑣𝑅1,...,𝑅𝑚

.

Определение 24. Пусть 𝒮 — система дизъюнктов над множеством реляцион
ных символов ℛ. Реляционной символьной интерпретацией назовём частичное
отображение 𝒥 : Nℛ → 𝒜, отображающее мультимножество 𝑟 в ограничение
над переменными 𝑣𝑟.

Для 𝒥 будем обозначать как dom(𝒥 ) её область определения. Без поте
ри общности будем считать, что ℛ ⊆ dom(𝒥 ) (если {𝑅 ↦→ 1} ̸∈ dom(𝒥 ), то
отобразим {𝑅 ↦→ 1} в ⊤).

Пусть 𝑅1, . . . , 𝑅𝑚 ∈ ℛ, ϕ — ограничение, 𝒥 — реляционная символьная
интерпретация. Определим реляционную подстановку в тело мультимножества
символов в два этапа. Вначале определим реляционную подстановку в формулы
вида ϕ ∧ 𝑅1(𝑥1) ∧ . . . ∧ 𝑅𝑚(𝑥𝑚) (заметим, что такой вид имеет тело любого
дизъюнкта и любая конъюнкция тел дизъюнктов):

Jϕ ∧𝑅1(𝑥1) ∧ . . . ∧𝑅𝑚(𝑥𝑚)K𝒥
def
= (3.1)

ϕ ∧
⋀︁

𝑅𝑖1
,...,𝑅𝑖𝑘

∈{𝑅1,...,𝑅𝑚}
⟨𝑅𝑖1

,...,𝑅𝑖𝑘⟩∈dom(𝒥 )

𝒥 (⟨𝑅𝑖1, . . . ,𝑅𝑖𝑘⟩)[⟨𝑥𝑖1, . . . ,𝑥𝑖𝑘⟩ /𝑣𝑅𝑖1
,...,𝑅𝑖𝑘

].

Неформально, (3.1) перебирает все возможные варианты замены сразу
нескольких неинтерпретированных атомов ограничением в теле дизъюнкта.

Далее, пусть {𝐵𝑖,𝑗} 𝑖∈{1,...,𝑘}
𝑗∈{1,...,ℓ𝑖}

— семейство тел некоторых дизъюнктов 𝐶𝑖,𝑗.

Заметим, что реляционная подстановка в любую конъюнкцию 𝐵𝑖1,𝑗1 ∧· · ·∧𝐵𝑖𝑘,𝑗𝑘
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определена в (3.1). Положим
t

𝑘⋀︁
𝑖=1

ℓ𝑖⋁︁
𝑗=1

𝐵𝑖,𝑗

|

𝒥

def
=

⋁︁
16𝑗16ℓ1

...
16𝑗𝑘6ℓ𝑘

J𝐵1,𝑗1 ∧ · · · ∧𝐵𝑘,𝑗𝑘K𝒥 . (3.2)

В (3.2) определена реляционная подстановка в тело любого мультимноже
ства неинтерпретированных символов, которое, по определению, есть конъюнк
ция дизъюнкций тел дизъюнктов.

Пример 12. Рассмотрим следующую систему дизъюнктов:

ϕ1 → 𝑃 (𝑥1, 𝑥2)

ϕ2 ∧ 𝑃 (𝑥′1, 𝑥
′
2) ∧ 𝑃 (𝑥′′1, 𝑥

′′
2) → 𝑃 (𝑥1, 𝑥2)

ψ1 → 𝑄(𝑦)

ψ2 ∧ 𝑔(𝑦′) → 𝑄(𝑦)

ϕ ∧ 𝑃 (𝑧1,𝑧2) ∧𝑄(𝑧3) → ⊥

и следующую реляционную интерпретацию1:

𝒥 ={𝑃 ↦→ ⊤, 𝑄 ↦→ η1(𝑦), ⟨𝑃,𝑄⟩ ↦→ η2(𝑥1,𝑥2,𝑦)}

Результат подстановки 𝒥 в body(𝑃,𝑄) таков:

Jbody(𝑃,𝑄)K𝒥 =
r(︁
ϕ1 ∨

(︀
ϕ2 ∧ 𝑃 (𝑥′1, 𝑥

′
2) ∧ 𝑃 (𝑥′′1, 𝑥

′′
2)
)︀)︁

∧(︁
ψ1 ∨

(︀
ψ2 ∧𝑄(𝑦′)

)︀)︁z
𝒥

=

Jϕ1 ∧ψ1K𝒥 ∨ Jϕ1 ∧ψ2 ∧𝑄(𝑦′)K𝒥 ∨
Jϕ2 ∧ψ1 ∧ 𝑃 (𝑥′1, 𝑥

′
2) ∧ 𝑃 (𝑥′′1, 𝑥

′′
2)K𝒥∨

Jϕ2 ∧ψ2 ∧ 𝑃 (𝑥′1, 𝑥
′
2) ∧ 𝑃 (𝑥′′1, 𝑥

′′
2) ∧𝑄(𝑦′)K𝒥 =

(ϕ1 ∧ψ1) ∨ (ϕ1 ∧ψ2 ∧ η1(𝑦′)) ∨ (ϕ2 ∧ψ1)∨
(ϕ2 ∧ψ2 ∧ η1(𝑦′) ∧ η2(𝑥′1, 𝑥′2, 𝑦′) ∧ η2(𝑥′′1, 𝑥′′2, 𝑦′))

Единичным будем называть мультимножество {𝑅 ↦→ 1}, состоящее из
единственного элемента 𝑅 ∈ ℛ. Покажем, что реляционные символьные интер
претации обобщают «классические» символьные интерпретации.

1Для простоты нотации мультимножества вида {𝑃 ↦→ 1} записываются как 𝑃 , а мультимноже
ства вида {𝑃 ↦→ 1, 𝑄 ↦→ 1} — как ⟨𝑃,𝑄⟩
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Теорема 21. Пусть ℐ : ℛ → 𝒜 — символьная интерпретация. Тогда частичное
отображение 𝒥 : ℛ → 𝒜, такое, что для всех 𝑟 ∈ Nℛ,

𝒥 (𝑟)
def
=

{︃
ℐ(𝑃 ), если 𝑟 = {𝑃 ↦→ 1} — единичное мультимножество,

не определено, иначе,

является реляционной символьной интерпретацией, причём для любого мульти
множества 𝑟 ∈ Nℛ,

Jbody(𝑟)Kℐ ∼ Jbody(𝑟)K𝒥 .

Доказательство. То, что 𝒥 является реляционной символьной интерпретаци
ей, очевидно из определения. Пусть body(𝑟) =

⋀︀𝑘
𝑖=1

⋁︀ℓ𝑖
𝑗=1𝐵𝑖,𝑗. Пусть для некото

рых 1 6 𝑗1 6 ℓ1, . . . , 1 6 𝑗𝑘 6 ℓ𝑘

𝐵1,𝑗1 ∧ · · · ∧𝐵𝑘,𝑗𝑘 = ϕ ∧𝑅1(𝑥1) ∧ · · · ∧𝑅𝑚(𝑥𝑚).

По (3.1),

J𝐵1,𝑗1 ∧ · · · ∧𝐵𝑘,𝑗𝑘K𝒥 = ϕ ∧
𝑚⋀︁
𝑖=1

𝒥 ({𝑅𝑖 ↦→ 1})(𝑥𝑖) =

= ϕ ∧ ℐ(𝑅1)[𝑥1/𝑣𝑅1
] · · · ∧ ℐ(𝑅𝑚)[𝑥𝑚/𝑣𝑅𝑚

] = J𝐵1,𝑗1 ∧ · · · ∧𝐵𝑘,𝑗𝑘Kℐ .

Следовательно, по правилу дистрибутивности

𝐴 ∧ (𝐵1 ∨ · · · ∨𝐵ℓ) ∼ (𝐴 ∧𝐵1) ∨ · · · ∨ (𝐴 ∧𝐵ℓ),

имеем

Jbody(𝑟)Kℐ =

t
𝑘⋀︁

𝑖=1

ℓ𝑖⋁︁
𝑗=1

𝐵𝑖,𝑗

|

ℐ

∼ J
⋁︁

16𝑗16ℓ1
...

16𝑗𝑘6ℓ𝑘

𝐵1,𝑗1 ∧ · · · ∧𝐵𝑘,𝑗𝑘Kℐ =

=
⋁︁

16𝑗16ℓ1
...

16𝑗𝑘6ℓ𝑘

J𝐵1,𝑗1 ∧ · · · ∧𝐵𝑘,𝑗𝑘Kℐ =
⋁︁

16𝑗16ℓ1
...

16𝑗𝑘6ℓ𝑘

J𝐵1,𝑗1 ∧ · · · ∧𝐵𝑘,𝑗𝑘K𝒥 = Jbody(𝑟)K𝒥 .

3.2 Реляционные сертификаты выполнимости

Определение 25. Реляционным сертификатом выполнимости системы 𝒮 на
зовём любую безопасную и индуктивную реляционную символьную интерпре
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тацию 𝒥 , т.е. для которой выполнено следующее:

для всех 𝐶 ∈ queries , 𝒯 |= ∀
(︀
Jbody(𝐶)K𝒥 → ⊥

)︀
(безопасность)

для всех 𝑟 ∈ dom(𝒥 ), 𝒯 |= ∀
(︀
Jbody(𝑟)K𝒥 → 𝒥 (𝑟)

)︀
(индуктивность)

Кроме реляционных подстановок, главная разница между «классически
ми» и реляционными сертификатами выполнимости состоит в том, что послед
ние должны быть индуктивны относительно тел мультимножеств символов.
Другими словами, в отличие от обычных сертификатов, 𝒥 должно быть индук
тивно относительно body(𝑟) для неединичных мультимножеств 𝑟 ∈ dom(𝒥 ).

Реляционный сертификат выполнимости является более выразительным
видом решения систем дизъюнктов Хорна, чем «классический» сертификат вы
полнимости. В следующей теореме показано, что реляционные сертификаты не
менее выразительны, чем «классические», строгость этого отношения показана
на примерах в следующем разделе.

Теорема 22. Если у системы дизъюнктов существует сертификат выполнимо
сти, то существует и реляционный сертификат выполнимости.

Доказательство. Пусть ℐ — сертификат выполнимости системы 𝒮. Определим
реляционную символьную интерпретацию 𝒥 следующим образом:

𝒥 (𝑟)
def
=

{︃
ℐ(𝑃 ), если 𝑟 = {𝑃 ↦→ 1} — единичное мультимножество,

не определено, иначе.

По определению сертификата выполнимости (см. определение 8 в главе 1) име
ем:

для всех 𝐶 ∈ queries , 𝒯 |= ∀(Jbody(𝐶)Kℐ → ⊥) ,

для всех 𝑃 ∈ ℛ, 𝒯 |= ∀(Jbody(𝑃 )Kℐ → ℐ(𝑃 )) .

По теореме 21 для любого дизъюнкта 𝐶 ∈ queries справедливо следующее:

Jbody(𝐶)K𝒥 ∼ Jbody(𝐶)Kℐ .

Чтобы в этом убедиться заметим, что теорема 21 верна для произвольных
систем дизъюнктов над любым множеством неинтерпретированных символов
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ℛ. Для каждого запроса 𝐶 ∈ queries введём новый нульместный неинтер
претированный символ 𝑄𝐶 и заменим запрос 𝐶 ≡ body(𝐶) → ⊥ прави
лом body(𝐶) → 𝑄𝐶 , после чего применим теорему 21 к единичному муль
тимножеству {𝑄𝐶 ↦→ 1}. Следовательно, для всех 𝐶 ∈ queries имеем
∀(Jbody(𝐶)Kℐ → ⊥) ∼ ∀

(︀
Jbody(𝐶)K𝒥 → ⊥

)︀
.

По этой же теореме, для любого мультимножества 𝑟 ∈ Nℛ имеем следую
щее:

Jbody(𝑟)K𝒥 ∼ Jbody(𝑟)Kℐ .

Для завершения доказательства осталось заметить, что по определению
𝒥 для всех 𝑟 ∈ dom(𝒥 ) и для некоторого 𝑃 ∈ ℛ имеем 𝑟 = {𝑃 ↦→ 1}, т.е.
𝒥 (𝑟) ≡ ℐ(𝑃 ), следовательно, справедливо следующее:

∀(Jbody(𝑃 )Kℐ → ℐ(𝑃 )) ∼ ∀
(︀
Jbody(𝑟)K𝒥 → 𝒥 (𝑟)

)︀
.

3.3 Примеры

Рассмотрим снова систему дизъюнктов из примера 7:

𝑥=0 ∧ 𝑧=0 → 𝑚𝑢𝑙(𝑥,𝑦,𝑧)

𝑥 > 0 ∧ 𝑥′=𝑥− 1 ∧ 𝑧=𝑧′+𝑦 ∧𝑚𝑢𝑙(𝑥′,𝑦,𝑧′) → 𝑚𝑢𝑙(𝑥,𝑦,𝑧)

𝑥=𝑥′ ∧ 𝑦=𝑦′ ∧ 𝑧 ̸=𝑧′ ∧𝑚𝑢𝑙(𝑥,𝑦,𝑧) ∧𝑚𝑢𝑙(𝑥′,𝑦′,𝑧′) → ⊥

Хотя у этой системы не существует «классического» сертификата выпол
нимости, представимого в языке линейной целочисленной арифметики, у неё
существует следующий реляционный сертификат выполнимости:

𝒥 = {𝑚𝑢𝑙 ↦→ ⊤,

⟨𝑚𝑢𝑙,𝑚𝑢𝑙⟩ ↦→(𝑥𝑚𝑢𝑙1 =𝑥𝑚𝑢𝑙2 ∧ 𝑦𝑚𝑢𝑙1 =𝑦𝑚𝑢𝑙2 → 𝑧𝑚𝑢𝑙1 =𝑧𝑚𝑢𝑙2)}.

Убедиться в том, что 𝒥 является реляционным сертификатом выполни
мости, можно, проверив безопасность и индуктивность 𝒥 . Для облегчения про
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верки этого факта приведём результаты реляционной подстановки:

J𝑥=𝑥′ ∧ 𝑦=𝑦′ ∧ 𝑧 ̸=𝑧′ ∧𝑚𝑢𝑙(𝑥,𝑦,𝑧) ∧𝑚𝑢𝑙(𝑥′,𝑦′,𝑧′)K𝒥 ≡
≡ 𝑥=𝑥′ ∧ 𝑦=𝑦′ ∧ 𝑧 ̸=𝑧′ ∧ (𝑥 = 𝑥′ ∧ 𝑦 = 𝑦′ → 𝑧 = 𝑧′)

Jbody(𝑚𝑢𝑙,𝑚𝑢𝑙)K𝒥 ≡ (𝑥1=0 ∧ 𝑧1=0 ∧ 𝑥2=0 ∧ 𝑧2=0)∨
∨ (𝑥1=0 ∧ 𝑧1=0 ∧ 𝑥2 > 0 ∧ 𝑥′2=𝑥2 − 1 ∧ 𝑧2=𝑧′2+𝑦2)∨
∨ (𝑥1 > 0 ∧ 𝑥′1=𝑥1 − 1 ∧ 𝑧1=𝑧′1+𝑦1 ∧ 𝑥2=0 ∧ 𝑧2=0)∨
∨ (𝑥1 > 0 ∧ 𝑥′1=𝑥1 − 1 ∧ 𝑧1=𝑧′1+𝑦1 ∧ 𝑥2 > 0 ∧ 𝑥′2=𝑥2 − 1 ∧ 𝑧2=𝑧′2+𝑦2∧

(𝑥1 = 𝑥2 ∧ 𝑦1 = 𝑦2 → 𝑧1 = 𝑧2)).

Таким образом очевидно, что 𝒥 безопасна, т.е. выполнено следующее:

𝒩 |= ∀J𝑥=𝑥′ ∧ 𝑦=𝑦′ ∧ 𝑧 ̸=𝑧′ ∧𝑚𝑢𝑙(𝑥,𝑦,𝑧) ∧𝑚𝑢𝑙(𝑥′,𝑦′,𝑧′)K𝒥 .

Формула 𝒥 также является индуктивной, поскольку справедливо следующее:

𝒩 |= ∀
(︀
Jbody(𝑚𝑢𝑙,𝑚𝑢𝑙)K𝒥 → (𝑥1=𝑥2 ∧ 𝑦1=𝑦2 → 𝑧1=𝑧2)

)︀
.

Обратимся к системе из примера 1:

𝑇 = leaf ∧ 𝑛=0 → size(𝑇, 𝑛)

𝑇 =node(𝑣, 𝐿,𝑅)∧𝑛= 1+𝑛𝐿+𝑛𝑅∧size(𝐿, 𝑛𝐿)∧size(𝑅, 𝑛𝑅) → size(𝑇, 𝑛)

𝑇 = leaf ∧𝑠=0 → sum(𝑇, 𝑠)

𝑇 =node(𝑣, 𝐿,𝑅)∧𝑠=𝑣+𝑠𝐿+𝑠𝑅∧
sum(𝐿, 𝑠𝐿)∧sum(𝑅, 𝑠𝑅) → sum(𝑇, 𝑠)

𝑇 = leaf ∧𝑈 = leaf → inc(𝑇, 𝑈)

𝑇 =node(𝑣, 𝐿,𝑅)∧𝑈 =node(𝑣+2, 𝐿′, 𝑅′)∧
inc(𝐿,𝐿′)∧inc(𝑅,𝑅′) → inc(𝑇, 𝑈)

𝑠′ ̸=𝑠+2𝑛 ∧ size(𝑇, 𝑛)∧sum(𝑇, 𝑠)∧inc(𝑇, 𝑇 ′) ∧sum(𝑇 ′, 𝑠′) → ⊥

Она также имеет реляционный сертификат выполнимости, который выглядит
следующим образом:

𝒥 = {sum ↦→ ⊤, inc ↦→ ⊤,

⟨size,sum,sum,inc⟩ ↦→
(︀
𝑇 size =𝑇 sum1 =𝑇 inc∧

𝑇 sum2 =𝑈 inc2 → 𝑠sum2 =𝑠sum1+2𝑛size
)︀
}.
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Можно заметить, что реляционные сертификаты сертификаты выполни
мости имеют определённое сходство с сертификатами выполнимости синхрони
заций этих систем (см., например, пример 10 в разделе 2.1 и раздел 2.9). Как
будет показано в разделе 3.5, это сходство не случайное.

3.4 Обсуждение

Отличие реляционных сертификатов от обычных проиллюстрировано на
рис. 7. Рассмотрим для примера нелинейную систему дизъюнктов 𝒮 над ℛ =

{𝑃,𝑄} с единственным запросом, который выглядит следующим образом:

𝐶 ≡ ϕ(𝑥,𝑦) ∧ 𝑃 (𝑥) ∧𝑄(𝑦) → ⊥.

Без потери общности можно считать, что все переменные в кортежах 𝑥 и 𝑦

попарно различны, иначе введём новые переменные и приравняем их к старым
в ϕ. Представленный выше запрос можно переписать следующим образом:

𝑃 (𝑥) ∧𝑄(𝑦) → ¬ϕ(𝑥,𝑦).

Пусть у системы 𝒮 существует сертификат выполнимости ℐ. Тогда
для любой модели ℳ теории 𝒯 верно ℳ |= ∀J𝐶Kℐ , другими словами,
ℳ (J𝑃 (𝑥) ∧𝑄(𝑦)Kℐ) ⊆ ℳ(¬ϕ). Но поскольку все переменные в кортежах 𝑥

и 𝑦 попарно различны, то справедливо следующее:

ℳ (J𝑃 (𝑥) ∧𝑄(𝑦)Kℐ) = ℳ (ℐ(𝑃 )) ×ℳ (ℐ(𝑄)) .

Таким образом, у такой нелинейной системы 𝒮 может существовать сертификат
выполнимости только в том случае, если для любой модели ℳ теории 𝒯 у
ℳ(ϕ) существует подмножество, являющееся декартовым произведением двух
множеств 𝑋 и 𝑌 , которые должны быть представимы в теории 𝒯 и выполнять
остальные правила системы (см. рис. 7а).

Напротив, понятие реляционная символьной интерпретации 𝒥 позволяет
интерпретировать 𝑃 (𝑥)∧𝑄(𝑦) одной формулой, представляющей какое угодно
отношение над 𝑥 и 𝑦 (см. рис. 7б).
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𝑥

𝑦

¬ϕ (𝑥,𝑦)

J𝑃 (𝑥) ∧𝑄 (𝑦)Kℐℐ(𝑄) (𝑦)

ℐ(𝑃 ) (𝑥)

а) Традиционные сертификаты

𝑥

𝑦

¬ϕ (𝑥,𝑦)

𝒥 (⟨𝑃,𝑄⟩) (𝑥,𝑦)

б) Реляционные сертификаты

Рис. 7. Реляционные и классические сертификаты выполнимости для системы
𝒮.

В качестве ещё одного примера рассмотрим следующую систему:

𝑥 = 0 → 𝑃 (𝑥)

𝑥′ = 𝑥− 1 ∧ 𝑃 (𝑥′) → 𝑃 (𝑥)

𝑦 = 0 → 𝑄(𝑦)

𝑦′ = 𝑦 − 1 ∧𝑄(𝑦′) → 𝑄(𝑦)

𝑥 ̸= 𝑦 ∧ 𝑃 (𝑥) ∧𝑄(𝑦) → ⊥

Любой «классический» сертификат выполнимости этой системы должен
интерпретировать 𝑃 такой формулой ψ(𝑥), что 𝒩 (ψ)2 ⊆ {(𝑥,𝑥) | 𝑥 ∈ Z}, и при
этом подстановка ψ вместо 𝑃 выполняет оба правила 𝑃 . Очевидно, что любая
такая формула ψ будет равносильна формуле 𝑥 = 𝑐 для некоторой константы
𝑐 ∈ N. Вместе с тем у системы существует следующий реляционный сертификат
выполнимости:

𝒥 = {𝑃 ↦→ ⊤, 𝑄 ↦→ ⊤, ⟨𝑃,𝑄⟩ ↦→ 𝑥 = 𝑦}.

При этом он интерпретирует 𝑃 (𝑥) ∧ 𝑄(𝑦) формулой 𝑥 = 𝑦. Очевидно, в этом
случае реляционные сертификаты дают большую гибкость, поскольку любой
«классической» сертификат ℐ, сопоставляющий 𝑃 формулу 𝑥 = 𝑐, соответству
ет следующему более сильному реляционному сертификату:

𝒥 = {𝑃 ↦→ ⊤, 𝑄 ↦→ ⊤, ⟨𝑃,𝑄⟩ ↦→ 𝑥 = 𝑦 = 𝑐}.

Итак, традиционные сертификаты недостаточно выразительны для нели
нейных систем, т.к. представляют только декартовы произведения индуктив
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ных множеств. Реляционные сертификаты позволяют описывать произволь
ные индуктивные усиления реляционного свойства безопасности.

3.5 Корректность

Итак, было показано, что понятие реляционных сертификатов выполни
мости обобщает понятие «классических» сертификатов выполнимости. Но дей
ствительно ли наличие реляционного сертификата выполнимости свидетель
ствует о выполнимости системы? В случае с «классическими» сертификатами
этот факт был очевиден, поскольку можно было явно предъявить интерпрета
ции неинтерпретированных символов (см. утверждение 1). В случае с реляци
онными сертификатами ситуация не столь проста, т.к. явное предъявление ин
терпретаций неинтерпретированных символов в любой модели теории 𝒯 крайне
затруднительно.

Цель данного раздела — показать, что наличие реляционного сертифика
та выполнимости действительно гарантирует выполнимость системы. Это будет
сделано посредством применения уже доказанных в главе 2 результатов, кон
кретнее, через семантику неподвижной точки (см. разделы 2.4.3 и 2.5).

Теорема 3.5.1. Если у системы дизъюнктов 𝒮 существует реляционный сер
тификат выполнимости, то 𝒮 выполнима.

Доказательство. Пусть 𝒥 — реляционный сертификат выполнимости. Возь
мём произвольную модель ℳ теории 𝒯 . Докажем теорему посредством постро
ения вспомогательной системы 𝒮 ′ и её «классического» сертификата выполни
мости ℐ. Вспомним про множество символов ℛ′ и биекцию 𝐺 : Nℛ → ℛ′ из
раздела 2.1. Рассмотрим частичное отображение 𝒥 ′, сопоставляющее 𝑟 ∈ Nℛ

атомарную формулу 𝑅(𝑣𝑟), где 𝑅 = 𝐺(𝑟).
Далее заметим, что определения (3.1) и (3.2) реляционной подстанов

ки имеет смысл также и для 𝒥 ′, т.е. для всех 𝑟 ∈ Nℛ осмысленна запись
Jbody(𝑟)K𝒥 ′. Более того, Jbody(𝑟)K𝒥 ′ будет являться дизъюнкцией формул вида
ϕ∧𝑅1(𝑦1)∧ · · · ∧𝑅𝑚(𝑦𝑚), т.е. осмысленно говорить о том, что Jbody(𝑟)K𝒥 ′ само
по себе является телом некоторого символа некоторой системы дизъюнктов над
ℛ′.

Определим следующую систему дизъюнктов 𝒮 ′. Для каждого мультимно
жества 𝑟 ∈ dom(𝒥 ) и 𝑅

def
= 𝐺(𝑟) положим body(𝑅)

def
= Jbody(𝑟)K𝒥 ′; заголовком
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каждого правила положим атомарную формулу 𝑅(𝑣𝑟). Каждому запросу 𝐶 ∈ 𝒮
сопоставим запрос 𝐶 ′ ∈ 𝒮 ′ такой, что body(𝐶 ′) = Jbody(𝐶)K𝒥 ′.

Например, для системы 𝒮 и реляционной символьной интерпретации 𝒥 в
примере 12, система 𝒮 ′ будет выглядеть следующим образом:

ϕ1 → 𝑃 (𝑥1, 𝑥2)

ϕ2 ∧ 𝑃 (𝑥′1, 𝑥
′
2) ∧ 𝑃 (𝑥′′1, 𝑥

′′
2) → 𝑃 (𝑥1, 𝑥2)

ψ1 → 𝑄(𝑦)

ψ2 ∧𝑄(𝑦′) → 𝑄(𝑦)

ϕ1 ∧ψ1 → 𝑃𝑄(𝑥1,𝑥2,𝑦)

ϕ1 ∧ψ2 ∧𝑄(𝑦′) → 𝑃𝑄(𝑥1,𝑥2,𝑦)

ϕ2 ∧ψ1 ∧ 𝑃 (𝑥′1, 𝑥
′
2) ∧ 𝑃 (𝑥′′1, 𝑥

′′
2) → 𝑃𝑄(𝑥1,𝑥2,𝑦)

ϕ2 ∧ψ2 ∧ 𝑃 (𝑥1
′, 𝑥2

′) ∧ 𝑃 (𝑥1
′′, 𝑥2

′′) ∧𝑄(𝑦′)∧
𝑃𝑄(𝑥1

′,𝑥2
′,𝑦) ∧ 𝑃𝑄(𝑥1

′′,𝑥2
′′,𝑦) → 𝑃𝑄(𝑥1,𝑥2,𝑦)

ϕ ∧ 𝑃 (𝑧1,𝑧2) ∧𝑄(𝑧3) ∧ 𝑃𝑄(𝑧1,𝑧2,𝑧3) → ⊥

Определим символьную интерпретацию ℐ : ℛ′ → 𝒜 так:

ℐ(𝑅)
def
=

{︃
𝒥 (𝐺−1(𝑟)), если 𝐺−1(𝑅) ∈ dom(𝒥 )

⊤, иначе.

Заметим, что по построению 𝒥 ′ и ℐ для всех 𝑟 ∈ dom(𝒥 ) выполняется
𝒥 (𝑟) ≡ J𝒥 ′(𝑟)Kℐ . Следовательно, для любого дизъюнкта 𝐶 ∈ 𝒮 имеем J𝐶K𝒥 ≡
q
J𝐶K𝒥 ′

y
ℐ . В частности, для любого запроса 𝐶 ∈ 𝒮 и соответствующего ему

𝐶 ′ ∈ 𝒮 ′ верно J𝐶K𝒥 ≡ J𝐶 ′Kℐ . Из этого следует, что для любого 𝑟 ∈ dom(𝒥 )

выполняется следующее:

Jbody(𝑟)K𝒥 ≡
q
Jbody(𝑟)K𝒥 ′

y
ℐ ≡ Jbody(𝑅)Kℐ , где 𝑅 = 𝐺(𝑟).

В силу безопасности и индуктивности 𝒥 получаем, что символьная ин
терпретация ℐ также безопасна и индуктивна в смысле определения 8 в разде
ле 1.2.2, т.е. ℐ является сертификатом выполнимости 𝒮 ′.

Пусть ℛ = {𝑃1, . . . ,𝑃𝑛}, и пусть также 𝑋1 ⊆ |ℳ|𝑎𝑟(𝑃1) , . . . , 𝑋𝑛 ⊆ |ℳ|𝑎𝑟(𝑃𝑛).
Обогатим интерпретацию ℳ сигнатуры Σ до интерпретации ℳ сигнатуры ℳ∪
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ℛ′, добавив следующие интерпретации символов из ℛ′:

ℳ(𝑅)
def
= 𝑋

𝑟(𝑃1)
1 × . . . 𝑋𝑟(𝑃𝑛)

𝑛 , где 𝑟 = 𝐺−1(𝑅). (3.3)

Пусть 𝐶1, . . . ,𝐶𝑘 — какие угодно дизъюнкты с попарно различными пере
менными. Пусть body(𝐶1) ∧ · · · ∧ body(𝐶𝑘) ≡ ϕ ∧𝑅1(𝑥1) ∧ . . . ∧𝑅𝑚(𝑥𝑚).

Вспомним про произведение атомарных формул
∏︀𝑘

𝑖=1𝑅𝑖(𝑥𝑖), определённое
в разделе 2.1. Заметим, что если кортеж ⟨𝑅1, . . . ,𝑅𝑘⟩ соответствует мультимно
жеству 𝑟 ∈ Nℛ, то 𝒥 ′(𝑟) ≡

∏︀𝑘
𝑖=1𝑅𝑖(𝑣

(𝑘)
𝑅𝑖

), а значит, справедливо следующее:

Jbody(𝐶1) ∧ · · · ∧ body(𝐶𝑘)K𝒥 ′ ≡ ϕ ∧
⋀︁

𝑅𝑖1
,...,𝑅𝑖𝑘

∈{𝑅1,...,𝑅𝑚}
⟨𝑅𝑖1

,...,𝑅𝑖𝑘⟩∈dom(𝒥 )

𝒥 ′(⟨𝑅𝑖1, . . . ,𝑅𝑖𝑘⟩)[⟨𝑥𝑖1, . . . ,𝑥𝑖𝑘⟩ /𝑣𝑅𝑖1
,...,𝑅𝑖𝑘

] ≡

≡ ϕ ∧
⋀︁

𝑅𝑖1
,...,𝑅𝑖𝑘

∈{𝑅1,...,𝑅𝑚}
⟨𝑅𝑖1

,...,𝑅𝑖𝑘⟩∈dom(𝒥 )

𝑘∏︁
𝑗=1

𝑅𝑖𝑗(𝑥𝑖𝑗).

По лемме 5 имеем следующее:

ℳ
(︀
Jbody(𝐶1) ∧ · · · ∧ body(𝐶𝑘)K𝒥 ′

)︀
= ℳ

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ϕ ∧
⋀︁

𝑅𝑖1
,...,𝑅𝑖𝑘

∈{𝑅1,...,𝑅𝑚}
⟨𝑅𝑖1

,...,𝑅𝑖𝑘⟩∈dom(𝒥 )

𝑘⋀︁
𝑗=1

𝑅𝑖𝑗(𝑥𝑖𝑗)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

= ℳ (ϕ ∧𝑅1(𝑥1) ∧ · · · ∧𝑅𝑚(𝑥𝑚)) = ℳ (body(𝐶1) ∧ · · · ∧ body(𝐶𝑘)) . (3.4)

По лемме 6 справедливо следующее:

ℳ
(︀
Jbody(𝐶1) ∧ · · · ∧ body(𝐶𝑘)K𝒥 ′

)︀
= ℳ (body(𝐶1 × · · · × 𝐶𝑘)) .

Далее вспомним, что для любого 𝑅 ∈ ℛ′ запись body(𝑅) определена в
контексте этого доказательства: body(𝑅) =

q
body(𝐺−1(𝑅))

y
𝒥 ′. Она также опре

делена и в смысле (2.2) (см. раздел 2.1):

body(𝑅) =
⋁︁

⟨𝐶1,...,𝐶𝑘⟩∈rules(1)(𝑅1)×...×rules(𝑘)(𝑅𝑘)

body(𝐶1 × · · · × 𝐶𝑘), где ⟨𝑅1, . . . ,𝑅𝑘⟩ соответствует 𝐺−1(𝑅).

Для того, чтобы устранить двузначность, временно изменим нотацию: запись
body𝑟𝑒𝑙(𝑅) будет означать body(𝑅) в смысле этого доказательства, а body𝑝𝑟𝑜𝑑(𝑅)

будет означать body(𝑅) в смысле (2.2).
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Пусть 𝑟 ∈ Nℛ, 𝑅 = 𝐺(𝑟) и кортеж ⟨𝑅1, . . . ,𝑅𝑘⟩ соответствует мультимно
жеству 𝑟. Тогда по (3.2) и определению тела мультимножества символов имеем:

ℳ
(︀
body𝑟𝑒𝑙(𝑅)

)︀ def
= ℳ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
⋁︁

𝐶1∈rules(1)(𝑅1)
...

𝐶𝑘∈rules(𝑘)(𝑅𝑘)

Jbody(𝐶1) ∧ · · · ∧ body(𝐶𝑘)K𝒥 ′

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

= ℳ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
⋁︁

𝐶1∈rules(1)(𝑅1)
...

𝐶𝑘∈rules(𝑘)(𝑅𝑘)

body(𝐶1 × · · · × 𝐶𝑘)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = ℳ
(︀
body𝑝𝑟𝑜𝑑(𝑅)

)︀
.

Это означает, что несмотря на синтаксические различия в двух версиях
определения body(𝑅), семантически эти определения эквивалентны. В частно
сти, теорема 13 показывает, что для любого неинтерпретированного символа 𝑅

системы 𝒮 ′ верно
J𝑅Kℳ = J𝑅1Kℳ × · · · × J𝑅𝑘Kℳ .

Итак, по имеющемуся реляционному сертификату 𝒥 нам удалось постро
ить систему 𝒮 ′ вместе с «классическим» сертификатом выполнимости ℐ такую,
что семантика каждого символа этой системы есть произведение семантик сим
волов изначальной системы 𝒮.

Пусть теперь 𝐶 — произвольный запрос системы 𝒮. По построению 𝒮 ′ для
него имеется запрос 𝐶 ′ ∈ 𝒮 ′ такой, что body(𝐶 ′) = Jbody(𝐶)K𝒥 ′. Из (3.4) следует,
что для любого обогащения ℳ вида (3.3) выполнено следующее:

ℳ (body(𝐶 ′)) = ℳ
(︀
Jbody(𝐶)K𝒥 ′

)︀
= ℳ (body(𝐶)) .

В частности, рассмотрим следующее обогащение ℳ𝑠𝑒𝑚, верное для всех
𝑅 ∈ ℛ′:

ℳ𝑠𝑒𝑚(𝑅)
def
= J𝑅Kℳ = (J𝑃1Kℳ)𝑟(𝑃1) × . . . (J𝑃𝑛Kℳ)𝑟(𝑃𝑛) , где 𝑟 = 𝐺−1(𝑅).

Тогда для ℳ𝑠𝑒𝑚 выполнено следующее:

ℳ𝑠𝑒𝑚 (body(𝐶 ′)) = ℳ𝑠𝑒𝑚 (body(𝐶)) .

Заметим, что теорему 8 можно переформулировать в терминах структуры
ℳ𝑠𝑒𝑚 следующим образом: система дизъюнктов 𝒮 выполнима тогда и только
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тогда, когда для всякой модели ℳ теории 𝒯 и всякого запроса 𝐶 справедливо
ℳ𝑠𝑒𝑚(body(𝐶)) = ∅.

Поскольку ℐ является сертификатом выполнимости для 𝒮 ′, то система 𝒮 ′

выполнима, а это значит, что к ней, а также к интерпретации ℳ и к запросу
𝐶 ′ можно применить теорему 8, т.е. справедливо следующее:

ℳ𝑠𝑒𝑚(body(𝐶 ′)) = ∅.

Мы получили, что ℳ𝑠𝑒𝑚(body(𝐶)) = ℳ𝑠𝑒𝑚(body(𝐶 ′)) = ∅, значит, по
теореме 8, система 𝒮 выполнима.

Заметим, что в данном доказательстве формально отражена связь меж
ду главами 2 и 3: по любой реляционной символьной интерпретации 𝒥 можно
определить такое отображение 𝒥 ′, что реляционная подстановка 𝒥 ′ в любую
систему 𝒮 порождает систему 𝒮 ′ с семантикой некоторого произведения пра
вил системы 𝒮. Причём если 𝒥 — реляционный сертификат выполнимости 𝒮,
то для новой системы 𝒮 ′ существует также и «классический» сертификат вы
полнимости ℐ.

В частности, это означает, что, с точки зрения проблемы непредставимо
сти моделей, понятие реляционного сертификата выполнимости не даёт ника
кого «выигрыша» по сравнению с синхронизацией дизъюнктов, т.е. оба метода
решают проблему непредставимости моделей вплоть до одной и той же степени:
если у некоторой синхронизации системы 𝒮 существует сертификат выполнимо
сти, то у изначальной системы 𝒮 будет существовать реляционный сертификат
выполнимости. И наоборот, если у системы 𝒮 существует реляционный серти
фикат выполнимости, то можно построить некоторую её синхронизацию 𝒮 ′ с
классическим сертификатом выполнимости.

Напоследок сформулируем вспомогательное следствие выкладок в дока
зательстве предыдущей теоремы, которое будет использовано в главе 4.

Лемма 12. Пусть ℳ — интерпретация, 𝒮 ′ — система дизъюнктов Хорна с огра
ничениями, 𝑏 > 0 — натуральное число, 𝒥 — такая реляционная символьная
интерпретация, что для всех ⟨𝑅1, . . . ,𝑅𝑚⟩ ∈ dom(𝒥 ) справедливо следующее:

J𝑅1K
𝑏−1
ℳ × · · · × J𝑅𝑚K𝑏−1

ℳ ⊆ ℳ (𝒥 (⟨𝑅1, . . . ,𝑅𝑚⟩)) .

Тогда для всех ⟨𝑅1, . . . ,𝑅𝑚⟩ ∈ dom(𝒥 ) выполнено:

J𝑅1K
𝑏
ℳ × · · · × J𝑅𝑚K𝑏ℳ ⊆ ℳ

(︀
∃ℓ𝑅1,...,𝑅𝑚

. Jbody(𝑅1, . . . ,𝑅𝑚)K𝒥
)︀
.
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Доказательство. Обогатим интерпретацию ℳ сигнатуры Σ до интерпретации
ℳ сигнатуры ℳ∪ℛ′, добавив следующие интерпретации символов из ℛ′:

ℳ(𝑅)
def
=
(︁
J𝑃1K

𝑏−1
ℳ

)︁𝑟(𝑃1)

× . . .
(︁
J𝑃𝑛K

𝑏−1
ℳ

)︁𝑟(𝑃𝑛)

, где 𝑟 = 𝐺−1(𝑅).

Определим систему 𝒮 ′ и «классическую» символьную интерпретацию ℐ :

ℛ′ → 𝒜 тем же образом, что в доказательстве предыдущей теоремы. Для этой
системы было показано, что для всех 𝑅 ∈ ℛ′ выполнено следующее:

ℳ
(︀
∃ℓ𝑅.body𝑟𝑒𝑙(𝑅)

)︀
= ℳ

(︀
∃ℓ𝑅.body𝑝𝑟𝑜𝑑(𝑅)

)︀
.

Но в разделе 2.5 продемонстрировано, что ℳ
(︀
∃ℓ𝑅.body𝑝𝑟𝑜𝑑(𝑅)

)︀
= J𝑅K𝑏ℳ =

J𝑅1K
𝑏
ℳ × · · · × J𝑅𝑚K𝑏ℳ, где ⟨𝑅1, . . . ,𝑅𝑚⟩ = 𝐺−1(𝑅).
Определим другое обогащение ℳ𝒥 структуры ℳ, добавив следующие

интерпретации символов 𝐺(𝑟) для всех 𝑟 ∈ dom(𝒥 ):

ℳ𝒥 (𝐺(𝑟))
def
= ℳ (𝒥 (𝑟)) .

По условию леммы, для всех 𝑟 ∈ dom(𝒥 ), если 𝑅 = 𝐺(𝑟), то ℳ(𝑅) ⊆
ℳ𝒥 (𝑅). Поскольку неинтерпретированные символы входят в тела символов
лишь позитивно, то для всех ⟨𝑅1, . . . ,𝑅𝑚⟩ ∈ dom(𝒥 ) и 𝑅 = 𝐺(⟨𝑅1, . . . ,𝑅𝑚⟩)
имеем:

ℳ
(︀
∃ℓ𝑅.body𝑟𝑒𝑙(𝑅)

)︀
⊆ ℳ𝒥

(︀
∃ℓ𝑅.body𝑟𝑒𝑙(𝑅)

)︀
= ℳ

(︀
∃ℓ𝑅1,...,𝑅𝑚

. Jbody(𝑅1, . . . ,𝑅𝑚)K𝒥
)︀
.

3.6 Быстрое вычисление подстановки

Итак, выразительная сила реляционных сертификатов выполнимости сов
падает с сертификатами выполнимости синхронизированных систем. Тем не
менее понятие реляционного сертификата выполнимости является полезным с
вычислительной точки зрения.

Как следует из (3.2), «наивная» реализация
r⋀︀𝑘

𝑖=1

⋁︀ℓ𝑖
𝑗=1𝐵𝑖,𝑗

z

𝒥
требует вы

числения ℓ1 · . . . · ℓ𝑘 подстановок, а это произведение экспоненциально по 𝑘. То
же самое верно и для синтаксической синхронизации дизъюнктов (см. (2.2)). В
этом разделе демонстрируется альтернативный метод, позволяющий избежать
явного перечисления всех комбинаций тел правил.
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Ключевая идея заключается в построении эквивыполнимой формулы вме
сто «наивного» вычисления по правилам (3.1) и (3.2).

Пусть 𝑅1(𝑥1), . . . ,𝑅𝑚(𝑥𝑚) — все реляционные атомы в формуле Φ. Для
каждого атома 𝑅𝑖(𝑥𝑖) заведём пропозициональный атом (т.е. нульместный пре
дикатный символ) 𝑎𝑖. Пусть Φ′ — формула, полученная заменой всех вхождений
𝑅𝑖(𝑥𝑖) на 𝑎𝑖 для всех 𝑖 в Φ. Тогда очевидно, что формула JΦK𝒥 эквивыполнима
следующей формуле:

Φ′ ∧
⋀︁

𝑅𝑖1
,...,𝑅𝑖𝑘

∈{𝑅1,...,𝑅𝑚}
⟨𝑅𝑖1

,...,𝑅𝑖𝑘⟩∈dom(𝒥 )

(︀
𝑎𝑖1∧. . .∧𝑎𝑖𝑘↔𝒥 (⟨𝑅𝑖1, . . . ,𝑅𝑖𝑘⟩)[⟨𝑥𝑖1, . . . ,𝑥𝑖𝑘⟩ /𝑣𝑅𝑖1

,...,𝑅𝑖𝑘
]
)︀
.

Очевидно, что размер этой формулы уже не экспоненциален по 𝑘.
Следует отметить, что описанная процедура похожа на преобразование

Цейтина [133], где также строится эквивыполнимая формула с помощью введе
ния новых пропозициональных атомов. Преобразование Цейтина используется
для приведения формулы в конъюнктивную нормальную форму (КНФ). Также,
как и в данном случае, «наивное» приведение формул в КНФ с использованием
правила дистрибутивности порождает формулу экспоненциального размера, в
то время как введение новых пропозициональных атомов, «помечающих» под
формулы, позволяет избежать этого.

Пример 13. В примере 12 следующая формула эквивыполнима с
Jbody(𝑃,𝑄)K𝒥 :(︀

ϕ1 ∨ (ϕ2 ∧ 𝑎1 ∧ 𝑎2)
)︀
∧
(︀
ψ1 ∨ (ψ2 ∧ 𝑎3)

)︀
∧
(︀
𝑎3 → η1(𝑦

′)
)︀
∧

∧
(︀
𝑎1 ∧ 𝑎3 → η2(𝑥

′
1,𝑥

′
2,𝑦

′)
)︀
∧
(︀
𝑎2 ∧ 𝑎3 → η2(𝑥

′′
1,𝑥

′′
2,𝑦

′)
)︀

Данный метод используется в программной реализации алгоритма
RelRecMc (см. главу 4). Он позволяет сохранить модульность процесса вы
вода реляционных лемм и значительно повышает скорость вычисления реляци
онной подстановки по сравнению с наивной реализацией.
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Глава 4. Направляемый свойством вывод
реляционных инвариантов

В данной главе описывается направляемый свойством алгоритм
RelRecMc автоматического вывода реляционных инвариантов. Алгоритм
RelRecMc обобщает алгоритм RecMC, подробно описанный в [6].

4.1 Используемые понятия

Для построения сертификатов выполнимости алгоритм RelRecMc ис
пользует две логические процедуры — интерполяцию Крейга и проекцию на
основе моделей. Кратко опишем эти процедуры.

Интерполяция Крейга. Пусть 𝐴 и 𝐵 — формулы некоторого языка первого
порядка, и формула 𝐴∧𝐵 невыполнима. В этом случае будем называть 𝐴 и 𝐵

несовместными. Интерполянтом Крейга формул 𝐴 и 𝐵 называется формула
𝐼, удовлетворяющая трём условиям: 1) 𝐴 � 𝐼, 2) 𝐵 � ¬𝐼 и 3) 𝐼 состоит только
из общих для 𝐴 и 𝐵 переменных, предикатных и функциональных символов.

Интерполяционная теорема Крейга утверждает, что каким бы ни был
язык первого порядка, для любой пары несовместных формул существует Крей
говский интерполянт [134]. Единственность интерполянта Крейга не гарантиру
ется.

Говорят, что теория 𝒯 допускает бескванторную интерполяцию, если для
любых бескванторных формул ϕ и ψ таких, что ϕ ∧ ψ невыполнимо в теории
θ, существует бескванторная формула θ такая, что 1) 𝒯 |= ∀(ϕ→ θ), 2) 𝒯 |=
∀(ψ→ ¬θ) и 3) в θ входят только общие для ϕ и ψ переменные.

Будем говорить, что теория 𝒯 допускает устранение кванторов, если
для любой формулы ϕ(𝑥) существует бескванторная формула ψ(𝑥) такая, что
𝒯 |= ∀𝑥.(ϕ ↔ ψ). К примеру, устранение кванторов допускает линейная це
лочисленная [135] и рациональная арифметика [53], вещественная арифмети
ка [54], теория алгебраических типов данных [50] и фрагмент теории масси
вов [47]. Очевидно, что если теория допускает устранение кванторов, то она
допускает бескванторные интерполянты.

Далее будем считать, что теория 𝒯 в языке ограничений 𝒜 допускает
устранение кванторов. Таким образом, можно считать, что для любых двух
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несовместных в 𝒯 ограничений ϕ и ψ существует ограничение θ, интерполиру
ющее ϕ и ψ. Этот факт будем обозначать следующим образом: θ ∈ ITP(ϕ,ψ).

Проекция на основе модели. Если теория 𝒯 допускает устранение кван
торов, то в ней можно определить оператор проекции на основе модели (model
based projection, MBP) [6, 136,137].

В этом разделе будет удобным полагать, что интерпретация также
включает в себя оценку свободных переменных формулы, т.е. для формулы
ϕ(𝑥1, . . . ,𝑥𝑛) имеет смысл запись ℳ � ϕ.

Рассмотрим формулу ∃𝑥.τ, где τ — бескванторная формула. По данной
формуле и её модели 𝑀 оператор MBP (τ,𝑥,𝑀) возвращает бескванторную
конъюнкцию литералов τ′ со следующими свойствами:

– 𝑀 |= τ′;
– 𝒯 |= ∀(τ′ → ∃𝑥.τ);
– для каждой формулы τ существует конечное множество интерпретаций

𝑀1, . . . ,𝑀𝑘 таких, что 𝒯 |= ∀(∃𝑥.τ⇔
⋁︀𝑘

𝑖=1 MBP (τ,𝑥,𝑀𝑖)).
Последнее условие можно переформулировать следующим образом: если за
фиксировать формулу τ и множество переменных 𝑥, то образ отображения
{𝑀 ↦→ MBP (τ,𝑥,𝑀)} конечен.

Неформально, последовательность проекций на основе моделей лени
во устраняют квантор из ∃𝑥.τ. Обычно устранение квантора происходит
путём предъявления конечного числа формул τ1, . . . ,τ𝑚 таких, что 𝒯 |=
∀(∃𝑥.τ↔

⋁︀
𝑖 τ𝑖). Работа оператора MBP может рассматриваться как выбор оче

редной τ𝑖, выполняющейся в заданной интерпретации 𝑀 . При включении проце
дуры проекции на основе моделей в алгоритм, который итеративно перебирает
различные модели некоторого семейства формул (такими, например, являются
все алгоритмы семейства CEGAR, см. раздел 1.4), вместо того, чтобы сразу
порождать все τ1, . . . ,τ𝑚, количество которых может экспоненциально зависеть
от размера формулы, часто бывает достаточным рассматривать в один момент
лишь одну τ𝑖. «Ленивость» в устранении кванторов позволит сохранять размер
символьных представлений достаточно небольшим и рассматривать только ре
левантные сценарии поведения системы.
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Нормальная форма системы дизъюнктов. Для удобства будем предпо
лагать, что алгоритм RelRecMc принимает на вход только системы, находя
щиеся в нормальной форме.

Определение 26. Будем говорить, что система дизъюнктов Хорна с ограниче
ниями находится в нормальной форме, если выполнены условия, перечисленные
ниже.

1. Для всех пар различных 𝑃,𝑃 ′ неинтерпретированных символов систе
мы все переменные в 𝑣𝑃 и 𝑣𝑃 ′ попарно различны, а также попарно
различны все переменные, входящие в body(𝑃 ) и body(𝑃 ′).

2. Для каждого дизъюнкта 𝐶, верно, что переменные всех пар различных
неинтерпретированных атомов в теле 𝐶 попарно различны.

3. В системе есть единственный запрос вида 𝑃0 → ⊥, где 𝑃0 — нульмест
ный неинтерпретированный символ.

Любую систему дизъюнктов Хорна можно привести в нормальную фор
му. Действительно, для обеспечения требования 1 достаточно переименовать
переменные. Чтобы удовлетворить требованию 2, следует заменить переменные
𝑥𝑜𝑙𝑑 каждой атомарной формулы на новые переменные 𝑥𝑛𝑒𝑤 и добавить равен
ства вида 𝑥𝑜𝑙𝑑 = 𝑥𝑛𝑒𝑤 в соответствующее ограничение дизъюнкта. Наконец, для
обеспечения требования 3 можно добавить в ℛ новый нульместный неинтерпре
тированный символ и заменить каждый запрос в 𝒮, который по определению
запроса имеет вид ϕ ∧𝑅1(𝑥1) ∧ · · · ∧𝑅𝑚(𝑥𝑚) → ⊥, следующим правилом:

ϕ ∧𝑅1(𝑥1) ∧ · · · ∧𝑅𝑚(𝑥𝑚) → 𝑃0.

Кроме того, в систему следует также добавить запрос 𝑃0 → ⊥. Очевидно, что
полученная система 𝒮 ′ будет эквивыполнима исходной системе 𝒮: любое дерево
вывода 𝑇 с корнем (𝐶,ϕ) высоты 𝑏 системы 𝒮 соответствует дереву вывода
высоты 𝑏 + 1 системы 𝒮 ′ с корнем (𝑃0 → ⊥,ϕ), к которому «подвешено» 𝑇 .

4.2 Структуры данных алгоритма

Алгоритм RelRecMc использует две структуры данных ρ и σ, в которых
он хранит достижимые ветви системы и леммы о системе соответственно1.
Первая структура отображает 𝑃 ∈ ℛ и натуральное число 𝑏 на множество

1Обозначения σ и ρ заимствованы из [6].
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формул над 𝑣𝑃 , вторая отображает мультимножество 𝑃 ∈ Nℛ и натуральное
число 𝑏 на множество формул над 𝑣𝑃 .

Алгоритм использует ρ для построения деревьев гиперрезолютивного
опровержения и σ для построения реляционных доказательств. При этом в
ρ размещаются формулы, соответствующие различным узлам деревьев выво
да системы. Важным инвариантом ρ является тот факт, что каждый элемент
ρ(𝑃, 𝑏) аппроксимирует семантику 𝑃 глубины 𝑏 снизу, т.е. для каждой формулы
δ ∈ ρ(𝑃, 𝑏) для всех моделей ℳ теории 𝒯 выполняется ℳ(δ) ⊆ J𝑃 K𝑏ℳ.

В структуре σ размещаются факты, резюмирующие систему, которые на
зываются леммами. Формулы в σ(𝑟,𝑏) аппроксимируют сверху семантику 𝑟 глу
бины 𝑏 (которая, как показано в разделе 2.5, равна произведению семантик
элементов 𝑟). Структура σ используется для построения реляционного серти
фиката выполнимости.

Таким образом, структуры ρ и σ определяют для системы символьную ин
терпретацию 𝑈 𝑏

ρ и реляционную символьную интерпретацию 𝑂𝑏
σ соответствен

но2:

𝑈 𝑏
ρ(𝑃 )

def
=
⋁︁

{δ ∈ ρ(𝑃,𝑐) | 𝑐 6 𝑏} ,

𝑂𝑏
σ(𝑃 )

def
=
⋀︁{︀

δ ∈ σ(𝑅,𝑐) | 𝑅 ∈ dom(σ),𝑅 ⊆ 𝑃 , 𝑐 > 𝑏
}︀
.

Выбор обозначений 𝑈 𝑏
ρ и 𝑂𝑏

σ объясняется тем, что они аппроксимируют семан
тику системы глубины 𝑏 снизу (underapproximate) и сверху (overapproximate)
соответственно.

Будем сокращать JπK𝑈 𝑏
ρ

и JπK𝑂𝑏
σ

до JπK𝑏ρ и JπK𝑏σ соответственно. Для удоб

ства положим значения интерпретаций на уровне −1 𝑈−1
ρ (𝑃 )

def
= ⊥ и 𝑂−1

σ (𝑟)
def
= ⊥

для всех 𝑃 ∈ ℛ и 𝑟 ∈ Nℛ.

4.3 Описание алгоритма RelRecMc

В листинге 3 представлен псевдокод процедуры RelRecMc, которая ите
ративно добавляет новые ветви в ρ и усиливает леммы σ до тех пор, пока либо
ρ не засвидетельствует контрпример (строка 4), либо леммы в σ не станут ин
дуктивными (строка 13).

Итерация номер 𝑏 RelRecMc проверяет на наличие гиперрезолютивно
го опровержения высоты 𝑏. Если нарушения не достижимы (строки 6–12), то

2Конъюнкция пустого множества — ⊤, дизъюнкция — ⊥.
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Листинг 3: Псевдокод RelRecMc
Вход : Система дизъюнктов 𝒮
Выход : ⟨ВЫПОЛНИМА, реляционный сертификат⟩/НЕВЫПОЛНИМА

1 𝑏 := 0; ρ := ∅; σ := ∅;
2 пока true

3 ⟨res , ρ,σ⟩ := RelBndSafety(𝒮, 𝑏, ρ,σ);
4 если res = ДОСТИЖИМО то вернуть НЕВЫПОЛНИМА;
5 иначе
6 inductive := true;
7 для всех 𝑐 ∈ [0..𝑏]

8 для всех ⟨𝑟, 𝑐⟩ ∈ dom(σ)

9 для всех δ ∈ σ (𝑟,𝑐)

10 если Jbody(𝑟)K𝑐σ ∧ ¬δ невыполнимо в 𝒯 то
11 σ := σ ∪ {⟨𝑟, 𝑐 + 1⟩ ↦→ δ};

12 иначе inductive := false;

13 если inductive то вернуть
⟨︀
ВЫПОЛНИМА, 𝑂𝑏

σ

⟩︀
;

14 𝑏 := 𝑏 + 1;

неформально говоря, σ содержит леммы, доказывающие, что все гиперрезолю
тивные выводы системы высоты 𝑏 не являются опровержениями.

Затем RelRecMc распространяет все индуктивные леммы из σ на уровень
𝑏+ 1 и итерируется, если их не достаточно для построения сертификата выпол
нимости системы в целом.

Алгоритм работает лишь с системами в нормальной форме.

4.4 Процедура RelBndSafety

Процедура RelBndSafety, псевдокод которой приведён в листинге 4,
проверяет наличие гиперрезолютивных опровержений высоты, ограниченной
сверху 𝐵.

Введём следующее обозначение:

J𝑟K𝑏ℳ
def
= (J𝑃1K

𝑏
ℳ)𝑟(𝑃1) × · · · × (J𝑃𝑛K

𝑏
ℳ)𝑟(𝑃𝑛),



120

Листинг 4: Псевдокод RelBndSafety
Вход : Система дизъюнктов 𝒮, уровень𝐵, хранилища ρ,σ
Выход : ⟨ДОСТИЖИМО/НЕДОСТИЖИМО, ρ,σ⟩

1 𝑄 := {⟨𝑃0,⊤, 𝐵⟩};
2 пока 𝑄 ̸= ∅
3 выбрать ⟨𝑟,π, 𝑏⟩ из 𝑄 с наименьшим 𝑏;
4 если Jbody(𝑟)K𝑏−1

σ ∧ π невыполнимо в 𝒯
5 пусть ψ ∈ ITP(Jbody(𝑟)K𝑏−1

σ ,π);
6 σ := σ ∪ {⟨𝑟, 𝑏⟩ ↦→ ψ};
7 𝑄 := 𝑄 ∖ {⟨𝑟′,η, 𝑐⟩ | 𝑟 ⊆ 𝑟′, 𝑐 6 𝑏,ψ ∧ η невыполнимо в 𝒯 };

8 иначе
9 𝐴 := {J𝑅(𝑥)K𝑏−1

ρ | 𝑅(𝑥) — атом в body(𝑟)};
10 пусть 𝑠𝑎𝑡ρ ⊆ 𝐴 — максимальное по включению, такое, что

Jbody(𝑟)K𝑏−1
σ ∧ π ∧ 𝑠𝑎𝑡ρ выполнимо в 𝒯 ;

11 пусть M |= Jbody(𝑟)K𝑏−1
σ ∧ π ∧ 𝑠𝑎𝑡ρ;

12 ψ := π; atoms := ∅;
13 для всех 𝑃 в мультимножестве 𝑟

14 пусть 𝐶 ∈ rules(𝑃 ) такой, что M |= Jbody(𝐶)K𝑏−1
σ ;

15 η ∧𝑅1(𝑥1) ∧ . . . ∧𝑅𝑚(𝑥𝑚) := body(𝐶);
16 𝑠𝑎𝑡𝑃ρ := {J𝑅1(𝑥1)K𝑏−1

ρ , . . . , J𝑅𝑚(𝑥𝑚)K𝑏−1
ρ } ∩ 𝑠𝑎𝑡ρ;

17 ψ𝑃 := MBP
(︀
η ∧ 𝑠𝑎𝑡𝑃ρ ,ℓ𝑃 ,𝑀

)︀
;

18 ψ := ψ ∧ψ𝑃 ;
19 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠𝑃 := {𝑅𝑖(𝑥𝑖) | J𝑅𝑖(𝑥𝑖)K𝑏−1

ρ ̸∈ 𝑠𝑎𝑡ρ};
20 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠 := 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠 ∪ 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠𝑃 ;
21 если 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠𝑃 = ∅
22 ρ := ρ ∪ {⟨𝑃, 𝑏⟩ ↦→ ψ𝑃 };

23 иначе ψ𝑃 := ⊥;

24 𝑄 := 𝑄 ∖ {⟨𝑟′,η, 𝑐⟩ | 𝑟′ ⊆ 𝑟, 𝑐>𝑏, (
+⋀︀

𝑃 в 𝑟′ ψ𝑃 ) ∧ η выполнимо в 𝒯 };
25 Groups := Partition(atoms,π,ψ);
26 для всех {𝑅𝑖1(𝑥𝑖1), . . . ,𝑅𝑖𝑘(𝑥𝑖𝑘)} ∈ Groups

27 syms := ⟨𝑅𝑖1 , . . . ,𝑅𝑖𝑘⟩;
28 vars := 𝑥𝑖1 . . . 𝑥𝑖𝑘 ;

29 ψ′ := ψ ∧
r⋀︀

𝑅𝑗(𝑥𝑗)∈𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠
𝑗 ̸∈{𝑖1,...,𝑖𝑘}

𝑅𝑗(𝑥𝑗)
z𝑏−1

σ
;

30 ψ′ := MBP
(︀
ψ′,𝑣𝑟 ∪ ℓ𝑟 ∖ vars,M

)︀
;

31 𝑄 := 𝑄 ∪ {⟨syms,ψ′[𝑣syms/vars], 𝑏− 1⟩};

32 если J𝑃0K𝐵ρ выполнимо в 𝒯 вернуть ⟨ДОСТИЖИМО, ρ,σ⟩;
33 иначе вернуть ⟨НЕДОСТИЖИМО, ρ,σ⟩ ;

где 𝑟 ∈ Nℛ — это мультимножество неинтерпретированных символов. Это обо
значение согласуется с результатами раздела (2.5).
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Процедура формулирует и решает серию вопросов ⟨𝑟,π, 𝑏⟩, где 𝑟 ∈ Nℛ, π—
ограничение, 𝑏 ∈ N. Ответ на ⟨𝑟,π, 𝑏⟩ состоит в проверке пустоты J𝑟K𝑏ℳ∩ℳ(π).

Вопросы помещаются в очередь вопросов 𝑄, которая в начале содержит
только тройку ⟨𝑃0,⊤, 𝐵⟩. Каждая итерация начинается с выбора вопроса с наи
меньшим 𝑏 (строка 3), на который может быть дан ответ — положительный
(строка 7) или отрицательный (строка 24), либо может породить дочерние во
просы (строка 31). Когда на все вопросы дан ответ, RelBndSafety возвращает
результат (НЕ-)ДОСТИЖИМО (строка 33 или 32 соответственно).

Вывод лемм. Если леммы в σ достаточно сильны для доказательства недо
стижимости π (строка 4), RelBndSafety выводит новую лемму вычислени
ем Крейговского интерполянта формул Jbody(𝑟)K𝑏−1

σ и π. В результате новая
лемма аппроксимирует сверху семантику 𝑃 глубины 𝑏, доказывая отсутствие
деревьев вывода глубины 𝑏 с корнями, совместными с π. Важно, что новая лем
ма сформулирована только над переменными 𝑣𝑟, выражая отношения между
аргументами символов в 𝑟. Каждый вопрос ⟨𝑟′,η,𝑐⟩ ∈ 𝑄, такой, что обновлён
ная σ доказывает невыполнимость η, считается отвеченным положительно и
удаляется из очереди (в частности, ⟨𝑟,π,𝑏⟩).

Вывод ветвей. Если леммы недостаточно сильны для доказательства недо
стижимости π, то существует модель M |= π, получаемая процедурой
RelBndSafety на строке 11. Эта модель соответствует контрпримеру к ин
дуктивности в терминах IC3 [15]. Дальнейшие действия процедуры состоят
либо в добавлении в ρ ветвей некоторого дерева вывода, корень которого вы
полняется в M , либо в добавлении новых лемм в σ, блокирующих M .

Вначале определяется максимально совместное с Jbody(𝑟)K𝑏−1
σ ∧ π мно

жество ветвей 𝑠𝑎𝑡ρ уровня 𝑏 − 1 в теле 𝑟 (строка 10). Эта операция эффек
тивно выполняется MAX-SMT-решателями [138, 139]. Максимальная совмест
ность означает, что в 𝑠𝑎𝑡ρ нельзя добавить ни одной формулы из 𝐴 так, чтобы
Jbody(𝑟)K𝑏−1

σ ∧ π ∧ 𝑠𝑎𝑡ρ осталось выполнимым в 𝒯 .
Для каждого 𝑃 в 𝑟 алгоритм находит дизъюнкт 𝐶 такой, что

M |= Jbody(𝐶)K𝑏−1
σ . Такой дизъюнкт гарантированно существует, т.к. M |=

Jbody(𝑃 )K𝑏−1
σ . Множество атомов в теле 𝐶 делятся на атомы ветви которых не

выполняются в M (𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠𝑃 в строке 19), и противоположные (𝑠𝑎𝑡𝑃ρ в строке 16).
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Нетрудно видеть, что условие 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠𝑃 = ∅ в строке 21 выполняется тогда
и только тогда, когда M |= Jbody(𝐶)K𝑏−1

ρ . Другими словами, результат замены
каждого атома 𝑅𝑖(𝑥𝑖) в теле 𝐶 формулой 𝑈 𝑏−1

ρ (𝑅𝑖) с переименованием пере
менных выполняется в M . Если в формулы ρ(𝑅𝑖,𝑏 − 1) соответствуют корням
деревьев вывода высоты не более 𝑏− 1, то такая замена соответствует гиперре
зольвенте ветвей в ρ(𝑅𝑖,𝑏− 1) с дизъюнктом 𝐶, т.е. Jbody(𝐶)K𝑏−1

ρ соответствует
корню некоторого дерева вывода 𝑃 высоты не более 𝑏, который к тому же вы
полняется в M . Таким образом, алгоритм выводит новую ветвь в системе и
добавляет её в ρ (строка 22). Неформально говоря, вместо исследования всех
правил 𝑟 процедура исследует за одну итерацию только одну ветвь ψ𝑃 , выбира
емую в направлении к свойству π. Для получения символьного представления
ветви ψ𝑃 алгоритм использует проекцию на основе модели (строка 17).

Каждый вопрос ⟨𝑟′,η, 𝑐⟩ ∈ 𝑄, в котором η совместно с обновлённым 𝑈 𝑐
ρ в

теории 𝒯 , считается отвеченным отрицательно и удаляется из 𝑄 (строка 24).
Так как старая и новая интерпретации 𝑈 𝑐

ρ отличаются лишь добавленными вет
вями ψ𝑃 , достаточно проверить лишь совместность с этими новыми ветвями.

Нетрудно видеть, что ⟨𝑟,π, 𝑏⟩ удаляется из 𝑄 тогда и только тогда, когда
𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠𝑃 = ∅ для всех 𝑃 в 𝑟, что равносильно выполнимости Jbody(𝑟)K𝑏−1

ρ в M .

Генерация вопросов. Если ни Jbody(𝑟)K𝑏−1
ρ ∧π выполнимо, ни Jbody(𝑟)K𝑏−1

σ ∧π
невыполнимо, формулы в ρ на уровне 𝑏 − 1 слишком сильны для того, чтобы
быть совместными с π, а леммы на уровне 𝑏−1 слишком слабы несовместности
с π. В этом случае процедура порождает дочерние вопросы, ответы на которых
изменят ρ и σ таким образом, что либо Jbody(𝑟)K𝑏−1

σ ∧π перестанет выполняться
в M , либо Jbody(𝑟)K𝑏−1

ρ ∧ π начнёт выполняться в M .
К моменту попадания в строку 25 множество 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠 содержит атомы,

ветви которых слишком сильны для того, чтобы доказать совместность с π,
а леммы слишком слабы для доказательства несовместности с π. Последую
щие действия процедуры направлены на создание вопросов на уровне 𝑏− 1 для
различных мультимножеств неинтерпретированных символов в 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠.

Процедура RelBndSafety параметризована оракулом Partition (стро
ка 25), который группирует входное множество атомов на множество под
множеств этих атомов 𝐺𝑟𝑜𝑢𝑝𝑠, где

⋃︀
𝐺𝑟𝑜𝑢𝑝𝑠 = 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠. В частности, если

𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠 = ∅, то 𝐺𝑟𝑜𝑢𝑝𝑠 = ∅, и процедура уходит на следующую итерацию.
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Для каждого подмножества формируется мультимножество неинтерпре
тированных символов 𝑠𝑦𝑚𝑠 и множество кортежей переменных 𝑣𝑎𝑟𝑠. Напри
мер, множество атомов {𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑥2), 𝑔(𝑦)} может быть поделено на мульти
множества 𝑠𝑦𝑚𝑠 ∈ {{𝑓 ↦→ 2}, {𝑔 ↦→ 1}} символов и кортежи переменных
𝑣𝑎𝑟𝑠 ∈ {𝑥1𝑥2, 𝑦}. В результате syms перебирает все мультимножества симво
лов, которые будут исследованы во время ответов на дочерние вопросы.

Процедура RelBndSafety работоспособна при различных реализациях
оракула Partition, но в данной главе предполагается, что Partition удовле
творяет следующим свойствам. Пусть 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠 = 𝑟𝑒𝑐 ⊎ 𝑛𝑟𝑒𝑐, где 𝑟𝑒𝑐 — множе
ство атомов в 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠, рекурсивных хотя бы с одним из символов в 𝑟, а 𝑛𝑟𝑒𝑐 —
оставшиеся элементы 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠. Пусть 𝐺𝑟𝑜𝑢𝑝𝑠 = Partition(𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠,π,ψ). Тогда
𝑛𝑟𝑒𝑐 ∈ 𝐺𝑟𝑜𝑢𝑝𝑠, и для любого 𝑔 ∈ 𝐺𝑟𝑜𝑢𝑝𝑠 ∖ {𝑛𝑟𝑒𝑐} верно 𝑔 ⊆ 𝑟𝑒𝑐 и |𝑔| 6 |𝑟|.
Другими словами, Partition разделяет множества атомов на рекурсивные и
нерекурсивные, и если количество рекурсивных атомов превосходит мощность
мультимножества 𝑟, то оно дополнительно разделяется на подмножества мень
шего размера.

Ограничение на количество рекурсивных атомов в подмножествах необхо
димо для гарантии завершаемости RelBndSafety: это останавливает неогра
ниченный рост размеров мультимножеств вопросов.

Разбиение рекурсивных атомов можно делать любым способом, однако в
реализации, представленной в главе 5, Partition выбирает разбиение рекур
сивных атомов, сохраняющее индуктивность максимального фрагмента свой
ства. Раздел 4.5 демонстрирует его работу на примере 1.

Для каждого мультимножества в syms генерируется дочерний вопрос.
Мультимножеству сопоставляется вопрос на предыдущем уровне 𝑏 − 1, фор
мула которого является конъюнкцией родительского свойства безопасности π
(строка 12), ограничений и ветвей всех дизъюнктов, выполняющихся в M (стро
ка 18) и лемм оставшихся мультимножеств в разбиении (строка 29). Неформаль
но говоря, RelBndSafety усиливает свойство π информацией о достижимых
ветвях и дочерних леммах, связанных с M . Далее, процедура проектирует по
лученное свойство, устраняя все переменные, кроме vars , используя проекцию
на основе модели (строка 30), переименовывает переменные и помещает новый
вопрос в очередь (строка 31). Дочерние вопросы формулируются над перемен
ными 𝑣𝑠𝑦𝑚𝑠, для этого переменные переименовываются (строка 31). Аналогично
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выводу ветвей, использование проекции на основе моделей поддерживает раз
мер формул в вопросах небольшим.

4.5 Пример

В этом разделе показаны несколько итераций алгоритма для задачи в
примере 1. Вначале система приводится в нормальную форму:

𝑇1= leaf ∧ 𝑛=0 → size(𝑇1, 𝑛)

𝑇1=node(𝑣1, 𝐿1, 𝑅1) ∧ 𝑛 = 1+𝑛𝐿+𝑛𝑅∧
size(𝐿1, 𝑛

𝐿) ∧ size(𝑅1, 𝑛
𝑅) → size(𝑇1, 𝑛)

𝑇2= leaf ∧𝑠2=0 → sum(𝑇2, 𝑠2)

𝑇2=node(𝑣2, 𝐿2, 𝑅2)∧𝑠2=𝑣2 + 𝑠𝐿2+𝑠𝑅2 ∧
sum(𝐿2, 𝑠

𝐿
2 )∧sum(𝑅2, 𝑠

𝑅
2 ) → sum(𝑇2, 𝑠2)

𝑇4= leaf ∧𝑈 = leaf → inc(𝑇4, 𝑈)

𝑇4=node(𝑣4, 𝐿4, 𝑅4)∧𝑈 =node(𝑣4+2, 𝐿′, 𝑅′)∧
inc(𝐿4, 𝐿

′)∧inc(𝑅4, 𝑅
′) → inc(𝑇4, 𝑈)

𝑠′0 ̸=𝑠0+2𝑛0 ∧ 𝐴=𝑇0 ∧𝐵=𝑇0 ∧ 𝐶=𝑇0 ∧𝐷=𝐸 ∧ size(𝐴, 𝑛0)∧
sum(𝐵, 𝑠0)∧ inc(𝐶,𝐷) ∧sum(𝐸, 𝑠′0) → 𝑃0

𝑃0 → ⊥

Для того, чтобы пропустить часть «рутинных» действий и сделать демон
страцию более интересной, будет считаться, что в ветвях системы на уровне
0 сразу зафиксированы ограниченные факты символов, т.е. что алгоритм
RelRecMc запускается при

ρ(size, 0) ≡ {𝑇1= leaf ∧ 𝑛=0},
ρ(sum, 0) ≡ {𝑇2= leaf ∧𝑠2=0},
ρ(inc, 0) ≡ {𝑇4= leaf ∧𝑈 = leaf }.

Уровень 0. Алгоритм начинает с вызова процедуры RelBndSafety для уровня
𝐵 = 0, который помещает вопрос ⟨𝑃0,⊤, 0⟩ в 𝑄. И Jbody(𝑃0)K

−1
ρ , и Jbody(𝑃0)K

−1
σ

состоят из единственной формулы ⊥, поэтому процедура попадает на строку 6,
где добавляется ITP(⊥,⊤) = ⊥ в σ(𝑃0, 0). RelBndSafety завершается с ре
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зультатом НЕДОСТИЖИМО, но т.к. добавленная лемма не индуктивна, RelRecMc
продолжает свою работу на уровне 1.

Уровень 1. RelBndSafety начинает с 𝑄={⟨𝑃0,⊤, 1⟩}. Здесь Jbody(𝑃0)K
0
ρ ≡

⊥, Jbody(𝑃0)K
0
σ ≡ ϕ0

def
= 𝑠′0 ̸= 𝑠0+2𝑛0 ∧ 𝐴 = 𝑇0 ∧ 𝐵 = 𝑇0 ∧ 𝐶 = 𝑇0 ∧ 𝐷 = 𝐸.

Т.к. ϕ0 ∧ ⊤ выполнима, процедура получает M ={𝐴,𝐵,𝐶,𝐷,𝐸,𝑇0 ↦→ leaf ;𝑛0 ↦→
1; 𝑠0 ↦→ 0; 𝑠′0 ↦→ 1} и переходит на строку 11.

Затем выбирается единственное возможное правило 𝑃0 с телом ϕ0 ∧
size(𝐴, 𝑛0) ∧ sum(𝐵, 𝑠0) ∧ inc(𝐶,𝐷) ∧ sum(𝐸, 𝑠′0). Далее, M ̸|= Jsize(𝐴, 𝑛0)K

0
ρ ≡

𝐴 = leaf ∧ 𝑛0 = 0, M |= Jsum(𝐵, 𝑠0)K
0
ρ, M |= Jinc(𝐶,𝐷)K0ρ, M ̸|= Jsum(𝐸, 𝑠′0)K

0
ρ,

откуда 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠 = {size(𝐴, 𝑛0),sum(𝐸, 𝑠′0)} и ψ ≡ ϕ0 ∧ 𝐵 = leaf ∧ 𝑠0 = 0 ∧ 𝐶 =

leaf ∧ 𝐷 = leaf . Т.к. и inc, и sum не рекурсивны с 𝑃0, Partition возвращает
Partition(𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠) = {𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠}.

Обозначим α1 = {size ↦→ 1, sum ↦→ 1}. Для получения вопроса для α1

процедура строит проекцию ψ, устраняя все переменные, кроме 𝐴, 𝑛0, 𝐸 и 𝑠′0,
получая ψ′ ≡ MBP(ψ,{𝑇0,𝐵,𝐶,𝐷,𝑠0},M ) ≡ 𝐴= leaf ∧𝐸= leaf ∧𝑠′0 ̸=2𝑛0, которая
после переименования переменных становится ψ1

def
= 𝑇1= leaf ∧𝑇2= leaf ∧𝑠2 ̸=2𝑛.

Таким образом, 𝑄 становится {⟨𝑃0,⊤, 1⟩ , ⟨α1,ψ1, 0⟩}, и процедура итерируется.
На второй итерации процедура RelBndSafety выбирает из очереди

⟨α1,ψ1, 0⟩ как вопрос с наименьшим уровнем. Пусть β1
def
= Jbody(α1)K−1

ρ ≡
Jbody(α1)K−1

σ ≡ 𝑇1 = leaf ∧ 𝑛=0 ∧ 𝑇2 = leaf ∧ 𝑠2 =0. Т.к. β1 ∧ ψ1 не выполнима,
алгоритм выводит новую лемму δ1

def
= ITP(β1,ψ1) ≡ 𝑇1 =𝑇2 = leaf ∧ 𝑛= 𝑠2 = 0.

Таким образом, σ(α1, 0)={δ1}, вопрос на уровне 0 отвечен и убирается из 𝑄.
На третьей итерации алгоритм снова выбирает ⟨𝑃0,⊤, 1⟩. На этот раз

Jbody(𝑃0)K
0
σ ≡ ϕ0 ∧ δ1(𝐴,𝑛,𝐵,𝑠0) ∧ δ1(𝐴,𝑛,𝐸,𝑠′0). Т.к. теперь Jbody(𝑃0)K

0
σ не вы

полнима, в σ(𝑃0, 1) добавляется ITP(Jbody(𝑃0)K
0
σ ,⊤) ≡ ⊥. Новые леммы σ не

индуктивны, поэтому RelRecMc переходит на уровень 2.

Уровень 2. Вопрос ⟨𝑃0,⊤, 2⟩ выбирается из 𝑄. На этот раз M ={𝐴,𝐵,𝐶,𝑇0 ↦→
node(0, leaf , leaf );𝐷,𝐸 ↦→ leaf ;𝑛0, 𝑠0, 𝑠

′
0 ↦→ 1}. Т.к. M ̸|= Jsize(𝐴, 𝑛0)K

1
ρ, M ̸|=

Jsum(𝐵, 𝑠0)K
1
ρ, M ̸|= Jinc(𝐶,𝐷)K1ρ, M ̸|= Jsum(𝐸, 𝑠′0)K

1
ρ, получаем 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠 =

{size(𝐴, 𝑛0),sum(𝐵, 𝑠0),inc(𝐶,𝐷),sum(𝐸, 𝑠′0)}. Т.к. ни один из символов не ре
курсивен с 𝑃0, получаем Groups = {𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠}. Для получения дочернего свой
ства безопасности алгоритм устраняет 𝑇0 проекцией и уходит на следующую
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итерацию с {⟨𝑃0,⊤, 2⟩ , ⟨α2,ψ2, 1⟩}, где α2
def
= {size ↦→ 1,sum ↦→ 2, inc ↦→ 1} и

ψ2
def
= 𝑇1=𝑇2=𝑇4 ∧ 𝑈 =𝑇3 ∧ 𝑠3 ̸= 𝑠2 + 2𝑛.

На следующей итерации ⟨α2,ψ2, 1⟩ выбирается из 𝑄. RelRecMc применяет
подход, описанный в разделе 3.6 для эффективного вычисления подстановки σ.

Введем следующие обозначения.

β𝑠𝑖𝑧𝑒
def
=(𝑇1 = leaf ∧ 𝑛=0)∨

(𝑇1 =node(𝑣1, 𝐿1, 𝑅1) ∧ 𝑛 = 1+𝑛𝐿+𝑛𝑅 ∧ 𝑎𝐿 ∧ 𝑎𝑅)

β𝑠𝑢𝑚1

def
=(𝑇2 = leaf ∧𝑠2 =0)∨

(𝑇2 =node(𝑣2, 𝐿2, 𝑅2)∧𝑠2 =𝑣2 + 𝑠𝐿2+𝑠𝑅2 ∧ 𝑏𝐿 ∧ 𝑏𝑅)

β𝑠𝑢𝑚2

def
=(𝑇3 = leaf ∧𝑠3 =0)∨

(𝑇3 =node(𝑣3, 𝐿3, 𝑅3)∧𝑠3 =𝑣3 + 𝑠𝐿3+𝑠𝑅2 ∧ 𝑐𝐿 ∧ 𝑐𝑅)

β𝑖𝑛𝑐
def
=(𝑇4 = leaf ∧𝑈 = leaf )∨

(𝑇4 =node(𝑣4, 𝐿4, 𝑅4)∧𝑈 =node(𝑣4+2, 𝐿′, 𝑅′) ∧ 𝑑𝐿 ∧ 𝑑𝑅)

Здесь 𝑎𝐿, 𝑎𝑅, 𝑏𝐿, 𝑏𝑅, 𝑐𝐿, 𝑐𝑅, 𝑑𝐿 и 𝑑𝑅 — пропозициональные абстракции
неинтерпретированных атомов. Тогда справедливо следующее:

Jbody(α2)K
0
σ ≡β𝑠𝑖𝑧𝑒 ∧ β𝑠𝑢𝑚1 ∧ β𝑠𝑢𝑚2 ∧ β𝑖𝑛𝑐∧

(𝑎𝐿 ∧ 𝑏𝐿 ⇒ δ1(𝐿1,𝑛𝐿,𝐿2,𝑠
𝐿
2 ))∧

(𝑎𝐿 ∧ 𝑏𝑅 ⇒ δ1(𝐿1,𝑛𝐿,𝑅2,𝑠
𝑅
2 ))∧

(𝑎𝐿 ∧ 𝑐𝐿 ⇒ δ1(𝐿1,𝑛𝐿,𝐿3,𝑠
𝐿
3 )) . . .

Если вместо этого прямолинейно перевести формулу Jbody(α2)K
0
σ в ДНФ и

заменить всевозможные комбинации неинтерпретированных атомов формулой
δ1, мы получим формулу в 24 раз большего размера.

Jbody(α2)K
0
σ∧ψ2 выполнима с M ={𝑇𝑘 ↦→node(1, leaf , leaf );𝑇3,𝑈 ↦→node(3, leaf , leaf ); . . .}

для 𝑘 ∈ {1,2,4}. Таким образом, на строке 14 алгоритм выбирает по второму
(рекурсивному) правилу для каждого отношения в ℛ.

Предположим теперь, что M не выполняет ни одну из ветвей в ρ ни од
ного атома в телах правил. Тогда получаем 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠 = {size(𝐿1, 𝑛

𝐿), size(𝑅1, 𝑛
𝑅),

sum(𝐿2, 𝑠
𝐿
2 ), sum(𝑅2, 𝑠

𝑅
2 ), sum(𝐿3, 𝑠

𝐿
3 ), sum(𝑅3, 𝑠

𝑅
3 ), inc(𝐿4, 𝐿

′), inc(𝑅4, 𝑅
′)} где

все атомы рекурсивны, и ψ ≡ ψ2∧𝑇1=node(𝑣1, 𝐿1, 𝑅1)∧𝑛 = 1+𝑛𝐿+𝑛𝑅∧. . ..
Если Partition вернёт {𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠}, то далее будет получен вопрос для муль

тимножества размера 8, что в результате породит вопрос для 16 отношений и
т.д.; в результате, RelBndSafety разойдётся. Чтобы контролировать размер
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мультимножеств, Partition группирует 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠 на множества размера, не пре
восходящего |α2| = 4. Однако существует 𝐶4

8 = 70 вариантов уже для разбиения
8 отношений на два множества размера 4. Для выбора наилучшего разбиения,
Partition применяет следующую эвристику.

Так как формула свойства безопасности в каждом вопросе в 𝑄 (кроме кор
невого) есть результат проекции, она представляет собой конъюнкцию литера
лов. Для каждого подмножество 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠, Partition определяет максимальное
индуктивное подмножество литералов.

В данном случае множество литералов в ψ2 является {𝑇1 = 𝑇2,𝑇1 =

𝑇4,𝑈 = 𝑇3,𝑠3 ̸= 𝑠2 +2𝑛}. Например, литерал 𝑇1 ∧ 𝑇2 индуктивен относительно
size(𝑅1, 𝑛

𝑅) и sum(𝑅2, 𝑠
𝑅
2 ). Чтобы убедиться в этом, переименуем 𝑇1 = 𝑇2 в

𝑅1 = 𝑅2 (т.к. 𝑇1, 𝑅1 и 𝑇2,𝑅2 — первые аргументы соответствующих атомов) и
заметим, что имеет место ψ⇒ 𝑅1=𝑅2. В нашем случае, вся формула ψ2 индук
тивна относительно множеств {size(𝐿1, 𝑛

𝐿),sum(𝐿2, 𝑠
𝐿
2 ),sum(𝐿3, 𝑠

𝐿
3 ),inc(𝐿4, 𝐿

′)}
и {size(𝑅1, 𝑛

𝑅),sum(𝑅2, 𝑠
𝑅
2 ),sum(𝑅3, 𝑠

𝑅
3 ),inc(𝑅4, 𝑅

′)}, поэтому Partition возвра
щает Groups = {{1,3,5,7},{2,4,6,8}}. Для обоих множеств в 𝑄 добавляются
вопросы α2 уровня 0.

На следующих итерациях, алгоритм выводит лемму 𝑇1=𝑇2=𝑇4∧𝑈 =𝑇4 ⇒
𝑠3=𝑠2+2𝑛 и завершает построение реляционного сертификата выполнимости.

4.6 Свойства алгоритма

В этом разделе доказаны важные свойства RelRecMc и
RelBndSafety. Общая структура доказательств утверждений адаптиро
вана из [6].

4.6.1 Корректность алгоритма RelRecMc

Покажем, что если алгоритм RelRecMc завершается, то он возвращает
правильный ответ.

Вначале продемонстрируем важный инвариант алгоритма: 𝑈 𝑏
ρ и 𝑂𝑏

σ ап
проксимируют ограниченные семантики системы снизу и сверху соответствен
но.
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Лемма 13. В процессе работы алгоритма RelRecMc для любой модели ℳ
теории 𝒯 всегда выполены следующие утверждения:

ℳ(𝑈 𝑏
ρ(𝑅)) ⊆ J𝑅K𝑏ℳ для всех 𝑏 > 0 и 𝑅 ∈ ℛ, (4.1)

J𝑅1K
𝑏
ℳ × · · · × J𝑅𝑚K𝑏ℳ ⊆ ℳ(𝑂𝑏

σ(𝑟)) для всех 𝑏 > 0 и ⟨𝑅1, . . . ,𝑅𝑚⟩ ∈ dom(σ).

(4.2)

Доказательство. Пусть ℳ |= 𝒯 . Докажем утверждение индукцией по количе
ству итераций алгоритма.

Перед началом работы алгоритма ρ(𝑅,𝑏) = σ(𝑅,𝑏) = ∅, поэтому 𝑈 𝑏
ρ(𝑅) =

⊥, 𝑂𝑏
σ(𝑅) = ⊤, и утверждения леммы тривиально выполняются.

Обновления σ. Структура σ обновляется во время проверки индуктивности
в RelRecMc (см. строку 11 листинга 3) и во время вывода новой леммы в
RelBndSafety (см. строку 6 листинга 4). Рассмотрим подробно лишь обнов
ление σ в строке 6; случай со строкой 11 аналогичен.

В строке 6 процедура RelBndSafety помещает в σ интерполянт ψ ∈
ITP(Jbody(𝑟)K𝑏−1

σ ,π), т.е. по определению интерполянта (см. раздел 4.1) ℳ |=
∀(Jbody(𝑟)K𝑏−1

σ → ψ). Заметим, что для любого вопроса ⟨𝑟,π, 𝑏⟩ ∈ 𝑄 верно
следующее утверждение: все свободные переменные π являются переменны
ми 𝑣𝑟. Действительно, это верно для первого вопроса (строка 1), а также
это верно для каждого добавляемого далее в 𝑄 вопроса (строка 31). Сле
довательно, среди свободных переменных π нет переменных из ℓ𝑟, а значит
ℳ |= ∀(∃ℓ𝑟. Jbody(𝑟)K𝑏−1

σ → ψ), и следовательно, справедливо следующее:

ℳ(∃ℓ𝑟. Jbody(𝑟)K𝑏−1
σ ) ⊆ ℳ(ψ). (4.3)

Пусть кортеж ⟨𝑅1, . . . , 𝑅𝑚⟩ соответствует мультимножеству 𝑟. Рассмот
рим два случая: 𝑏 = 0 и 𝑏 > 0. Если 𝑏 = 0, то образы 𝑂𝑏−1

σ (𝑠) = ⊥ для всех
𝑠 ∈ Nℛ, значит, верно следующее:

q
∃ℓ𝑟.body(𝑟)

y𝑏−1

σ
∼

s
∃ℓ𝑅1

.body(𝑅1)
+
∧ . . .

+
∧ ∃ℓ𝑅𝑚

.body(𝑅𝑚)

{𝑏−1

σ

∼

∼
(︁⋁︁

𝐶∈rules(𝑅1)
𝐶 — ограниченный факт

∃ℓ𝑅1
.body(𝐶)

)︁ +
∧ . . .

+
∧
(︁⋁︁

𝐶∈rules(𝑅𝑚)
𝐶 — ограниченный факт

∃ℓ𝑅𝑚
.body(𝐶)

)︁
.
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Отсюда следует истинность утверждения ниже:

ℳ
(︁
Jbody(𝑟)K𝑏−1

σ

)︁
=
(︁⋃︁

𝐶∈rules(𝑅1)
𝐶 — ограниченный факт

ℳ
(︀
∃ℓ𝑅1

.body(𝐶)
)︀)︁

× · · · ×
(︁⋃︁

𝐶∈rules(𝑅𝑚)
𝐶 — ограниченный факт

ℳ
(︀
∃ℓ𝑅𝑚

.body(𝐶)
)︀)︁

.

Но ограниченные факты — единственные возможные дизъюнкты в корнях де
ревьев вывода высоты 0, т.е. по теореме 9,

ℳ
(︁
Jbody(𝑟)K𝑏−1

σ

)︁
= J𝑅1K

0
ℳ × · · · × J𝑅𝑚K0ℳ .

Наконец, по (4.3) имеем:

J𝑅1K
0
ℳ × · · · × J𝑅𝑚K0ℳ ⊆ ℳ(ψ).

Пусть теперь 𝑏−1 > 0. По индукционному предположению, (4.2) выполня
ется для σ перед обновлением в строке 6. В частности, для всех ⟨𝑅′

1 . . . ,𝑅
′
𝑚′⟩ ∈

dom(σ) имеем J𝑅′
1K

𝑏−1
ℳ × · · · × J𝑅′

𝑚′K𝑏−1
ℳ ⊆ ℳ

(︀
𝑂𝑏−1
σ (⟨𝑅′

1 . . . ,𝑅
′
𝑚′⟩)

)︀
.

Далее, по лемме 12 справедливо следующее:

J𝑅1K
𝑏
ℳ × · · · × J𝑅𝑚K𝑏ℳ ⊆ ℳ(∃ℓ𝑟. Jbody(𝑟)K𝑂𝑏−1

σ
) = ℳ(∃ℓ𝑟. Jbody(𝑟)K𝑏−1

σ )
(4.3)
⊆ ℳ(ψ).

Итак, и при 𝑏 = 0, и при 𝑏 > 0 имеем:

J𝑅1K
𝑏
ℳ × · · · × J𝑅𝑚K𝑏ℳ ⊆ ℳ(ψ). (4.4)

В строке 6 структура σ обновляется так: σ′ = σ ∪ {⟨𝑟,𝑏⟩ ↦→ ψ}. После
этого обновления реляционные символьные интерпретации 𝑂𝑏

σ′ отличаются от
𝑂𝑏
σ лишь в точках ⟨𝑟′,𝑏′⟩, таких, что 𝑟 ⊆ 𝑟′ и 0 6 𝑏′ 6 𝑏, причём 𝑂𝑏′

σ′(𝑟
′) =

𝑂𝑏′
σ (𝑟′) ∧ψ.

Возьмём произвольный 𝑟′, такой, что 𝑟 ⊆ 𝑟′ и 𝑏′ ∈ [0..𝑏]. Пусть 𝑚′ = |𝑟′|,
и пусть кортеж ⟨𝑅1, . . . ,𝑅𝑚,𝑅𝑚+1, . . . ,𝑅𝑚′⟩ соответствует 𝑟′ (напомним, кортеж
⟨𝑅1, . . . ,𝑅𝑚⟩ соответствует 𝑟). В ψ не входят свободные переменные из 𝑣𝑟′ ∖ 𝑣𝑟,
т.е. ℳ

(︀
𝑂𝑏′

σ′(𝑟
′)
)︀

= ℳ
(︀
𝑂𝑏′
σ (𝑟′)

)︀
∩
(︁
ℳ(ψ) × |ℳ|𝑎𝑟(𝑅𝑚+1) × · · · × |ℳ|𝑎𝑟(𝑅𝑚′)

)︁
. По

индукционному предположению имеем:

J𝑅1K
𝑏′

ℳ × · · · × J𝑅𝑚′K𝑏
′

ℳ ⊆ ℳ(𝑂𝑏′

σ (𝑟′)).

В силу (4.4) выполнено следующее:

J𝑅1K
𝑏′

ℳ × · · · × J𝑅𝑚K𝑏
′

ℳ × J𝑅𝑚+1K
𝑏′

ℳ × · · · × J𝑅𝑚′K𝑏
′

ℳ ⊆
⊆ ℳ(ψ) × |ℳ|𝑎𝑟(𝑅𝑚+1) × · · · × |ℳ|𝑎𝑟(𝑅𝑚′) .

Таким образом, имеем J𝑅1K
𝑏
ℳ × · · · × J𝑅𝑚′K𝑏ℳ ⊆ 𝑂𝑏′

σ′(𝑟
′), что и требовалось дока

зать.
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Обновления ρ. Обновление структуры ρ производится лишь в строке 22 про
цедуры RelBndSafety.

В строке 22 производится следующее действие: 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠𝑃 = ∅ (условие
в строке 21), следовательно, имеем, η ∧ 𝑠𝑎𝑡𝑃ρ ≡ Jbody(𝐶)K𝑏−1

ρ т.е. в структу

ру ρ помещается результат проекции ψ𝑃 = MBP
(︁
Jbody(𝐶)K𝑏−1

ρ ,ℓ𝑃 ,𝑀
)︁
, где

𝐶 ∈ rules(𝑃 ). По определению проекции на основе модели (см. раздел 4.1),
ℳ |= ∀(ψ𝑃 → ∃ℓ𝑃 . Jbody(𝐶)K𝑏−1

ρ ). Так как body(𝑃 ) =
⋁︀

𝐶∈rules(𝑃 ) body(𝐶), то
имеем ℳ |= ∀(∃ℓ𝑃 . Jbody(𝐶)K𝑏−1

σ → ∃ℓ𝑃 . Jbody(𝑃 )K𝑏−1
σ ). Таким образом, выпол

нено следующее:

ℳ(ψ𝑃 ) ⊆ ℳ(∃ℓ𝑃 . Jbody(𝑃 )K𝑏−1
σ ). (4.5)

При 𝑏 = 0, по определению, 𝑈−1
ρ (𝑃 ) = ⊥ для всех 𝑏 и 𝑃 ∈ ℛ, следователь

но, как показано в доказательстве для σ, выполнено следующее утверждение:

J𝑃 K0ℳ = ℳ(∃ℓ𝑃 . Jbody(𝑃 )K−1
ρ ) ⊇ ℳ(ψ𝑃 ).

Если 𝑏 > 0, то по индукционному предположению (4.1) выполняется
для ρ перед обновлением в строке 22. В частности, для всех 𝑃 ′ ∈ ℛ имеем
ℳ(𝑈 𝑏−1

ρ (𝑃 ′)) ⊆ J𝑃 ′K𝑏−1
ℳ .

Пусть 𝑇 — отношение переходов 𝑃 .

J𝑃 K𝑏ℳ = 𝑇 (
⟨
J𝑃1K

𝑏−1
ℳ , . . . , J𝑃𝑛K

𝑏−1
ℳ

⟩
)

монот. 𝑇
⊇ 𝑇 (

⟨︀
ℳ(𝑈 𝑏−1

ρ (𝑃1)), . . . ,ℳ(𝑈 𝑏−1
ρ (𝑃𝑛))

⟩︀
)
лем. 4
=

= ℳ(∃ℓ𝑃 . Jbody(𝑃 )K𝑈 𝑏−1
ρ

) = ℳ(∃ℓ𝑃 . Jbody(𝑃 )K𝑏−1
ρ )

(4.5)
⊇ ℳ(ψ𝑃 ).

Таким образом, ρ обновляется так: ρ′ = ρ ∪ {⟨𝑃,𝑏⟩ ↦→ ψ𝑃}. При этом
ℳ(ψ𝑃 ) ⊆ J𝑃 K𝑏ℳ. Следовательно, по определению 𝑈 имеем 𝑈 𝑏′

ρ′(𝑃
′) = 𝑈 𝑏′

ρ (𝑃 ′)

для всех 𝑃 ′ ̸= 𝑃 и для 𝑃 ′ = 𝑃 и 𝑏′ < 𝑏. Для 𝑏′ > 𝑏 имеем 𝑈 𝑏′

ρ′(𝑃 ) = 𝑈 𝑏′
ρ (𝑃 ) ∨

ψ𝑃 . Но по индукционному предположению ℳ
(︀
𝑈 𝑏′
ρ (𝑃 )

)︀
⊆ J𝑃 K𝑏

′

ℳ, а потому из
ℳ(ψ𝑃 ) ⊆ J𝑃 K𝑏ℳ имеем:

J𝑃 K𝑏
′

ℳ ⊇ ℳ
(︁
𝑈 𝑏′

ρ (𝑃 )
)︁
∪ℳ(ψ𝑃 ) = ℳ

(︁
𝑈 𝑏′

ρ′(𝑃 )
)︁
.

Теперь сформулируем свойства для структур σ и ρ, истинные сразу после
ответов на вопросы.
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Лемма 14. Любой вопрос удаляется процедурой RelBndSafetyиз 𝑄 либо
в строке 7, либо в строке 24 . При этом после удаления вопроса ⟨𝑟,η, 𝑏⟩ из 𝑄

в строке 7 формула 𝑂𝑏
σ(𝑟) ∧ η является невыполнимой в 𝒯 , а если удаление

происходит в строке 24, то формула
+⋀︀
𝑃 в 𝑟 𝑈

𝑏
ρ(𝑃 ) ∧ η выполнима в 𝒯 .

Доказательство. Оба утверждения очевидным образом следуют из условия
удаления вопросов и того факта, что ψ𝑃 и ψ добавлены к моменту удаления в
ρ и σ соответственно.

Теперь можно доказать корректность алгоритма RelRecMc. Для начала
покажем, что процедура RelBndSafety всегда возвращает верный ответ.

Теорема 23. Для системы 𝒮 процедура RelBndSafety возвращает на уровне
𝐵 значение НЕДОСТИЖИМО тогда и только тогда, когда у 𝒮 не существует гипер
резолютивных опровержений высоты не более чем 𝐵.

Доказательство. По лемме 13 для любой модели ℳ теории 𝒯 верно следую
щее утверждение:

ℳ
(︁
J𝑃0K

𝐵
ρ

)︁
⊆ J𝑃0K

𝐵
ℳ ⊆ ℳ

(︁
J𝑃0K

𝐵
σ

)︁
.

Далее, поскольку RelBndSafety работает лишь с системами в нормальной
форме, у которых имеется единственный запрос в виде дизъюнкта 𝑃0 → ⊥, по
теореме 9 у 𝒮 существует резолютивное опровержение глубины не более, чем
𝐵, тогда и только тогда, когда J𝑃0K

𝐵
ℳ ̸= ∅ для некоторой модели ℳ теории 𝒯 .

Процедура возвращает значение ДОСТИЖИМО, только если J𝑃0K
𝐵
ρ выполнима

в 𝒯 (см. строку 32 листинга 4). При этом 𝑄 пуста, т.е. на все вопросы получен
ответ, в частности, на первый вопрос ⟨𝑃0,⊤, 𝐵⟩. При этом из-за того, что вопро
сы обрабатываются в порядке возрастания уровня (строка 3), а уровни новых
вопросов, добавляемых в очередь лишь убывают (строка 31), вопрос ⟨𝑃0,⊤, 𝐵⟩
будет отвечен последним.

По лемме 14 алгоритм возвращает значение ДОСТИЖИМО тогда и только
тогда, когда J𝑃0K

𝐵
ρ выполнимо в 𝒯 , и НЕДОСТИЖИМО тогда и только тогда, когда

J𝑃0K
𝐵
σ невыполнимо в 𝒯 . В первом случае существует модель ℳ теории 𝒯 ,

в которой ℳ(J𝑃0K
𝐵
ρ ) ̸= ∅, а значит, J𝑃0K

𝐵
ℳ ̸= ∅. Во втором случае для всех

моделей ℳ теории 𝒯 имеем J𝑃0K
𝐵
σ = ∅, а значит J𝑃0K

𝐵
ℳ = ∅.
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Теорема 24. Алгоритм RelRecMc корректен, т.е. если он останавливается
для системы 𝒮, то она выполнима тогда и только тогда, когда алгоритм вернул
значение ВЫПОЛНИМА. Более того, в случае ответа ВЫПОЛНИМА 𝑂𝑏

σ представляет
собой реляционный сертификат выполнимости системы.

Доказательство. Алгоритм RelRecMc возвращает значение НЕВЫПОЛНИМА то
гда и только тогда, когда процедура RelBndSafety (строка 3 листинга 3) воз
вращает ДОСТИЖИМО (строка 4). По предыдущей теореме, результат ДОСТИЖИМО
может быть получен тогда и только тогда, когда у системы существует гипер
резолютивное опровержение глубины 𝑏. Но алгоритм итеративно увеличивает 𝑏

(строка 14) от нуля (строка 1). Следовательно, если входная система невыпол
нима, то по полноте исчисления гиперрезолюций у неё существует гиперрезолю
тивное опровержение, а потому рано или поздно алгоритм вернёт НЕВЫПОЛНИМА.
Осталось показать, что в случае результата ВЫПОЛНИМА 𝑂𝑏

σ является реляцион
ным сертификатом выполнимости.

Заметим, что ВЫПОЛНИМА возвращается в случае, если для всех ⟨𝑟,𝑏⟩ ∈
dom(σ) и для всех δ ∈ σ(𝑟,𝑏) верно 𝒯 |= ∀(Jbody(𝑟)K𝑏σ → δ), а значит и
𝒯 |= ∀(Jbody(𝑟)K𝑂𝑏

σ
→ 𝑂𝑏

σ(𝑟), т.е. реляционная символьная интерпретация 𝑂𝑏
σ

индуктивна (в смысле определения 25). Более того, единственным запросом си
стемы является 𝑃0 → ⊥, и как было показано в доказательстве предыдущей
теоремы, RelBndSafety возвращает НЕДОСТИЖИМО, только если 𝑂𝑏

σ(𝑀) ∼ ⊥.
Значит, 𝒯 |= 𝑂𝑏

σ(𝑀) → ⊥, т.е. 𝑂𝑏
σ безопасна.

4.6.2 Завершаемость RelBndSafety и RelRecMc

Целью данного раздела является доказательство завершаемости процеду
ры RelBndSafety.

Сначала сформулируем ещё один важный инвариант для данной проце
дуры. Неформально говоря, лемма 14 показывает, что после ответа на вопрос
⟨𝑟,π,𝑏⟩ в ρ(𝑟,𝑏) и σ(𝑟,𝑏) достаточно информации для ответа на этот вопрос.
Теперь покажем, что имеет место и обратное утверждение, т.е. что в любой мо
мент работы RelBndSafety в ρ и σ недостаточно информации для ответа на
открытые вопросы.

Сделаем важную оговорку: в условии лемм данного раздела будем неявно
предполагать, что в момент вызова RelBndSafety(𝒮, 𝐵, ρ,σ) истинно следу
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ющее утверждение:

σ(𝑃0, 𝐵) = ∅. (4.6)

Это условие может нарушаться после переноса лемм в RelRecMc в строке 11.
Однако как было показано в доказательстве теоремы 24, в σ(𝑃0, 𝑏) может со
держать разве что лемму ⊥. При этом т.к. уровень 𝐵 строго возрастает в ите
рациях RelRecMc, необходимым и достаточным условием σ(𝑃0, 𝐵) = ∅ явля
ется Jbody(𝑀)K𝐵−1

σ ∧¬δ невыполнимо в 𝒯 (т.е. условие в строке 10 листинга 3).
Нетрудно видеть, что это же является и условием в строке 4 RelBndSafety,
т.е. если RelBndSafety ответит на первый вопрос ⟨𝑀,⊤,𝐵⟩ на первой же
итерации в строке 7 и завершится.

Таким образом, если условие (4.6) нарушается, то RelBndSafety сде
лает ровно одну итерацию. Так как текущей целью является завершае
мость RelBndSafety, в посылках дальнейших лемм можно неявно предпо
лагать (4.6).

Лемма 15. Если σ(𝑃0, 𝐵) = ∅, то на любом шаге процедуры
RelBndSafety(𝒮, 𝐵,σ, ρ) для всех вопросов ⟨𝑟,π,𝑏⟩ ∈ 𝑄 верно следующее:

– 𝑂𝑏
σ(𝑟) ∧ η выполнима в 𝒯 ;

–
+⋀︀
𝑃 в 𝑟 𝑈

𝑏
ρ(𝑃 ) ∧ η невыполнима в 𝒯 .

Доказательство. Докажем утверждение индукцией по числу итераций проце
дуры RelBndSafety.

По условию (4.6) 𝑂𝐵
σ (𝑃0) = ⊤ и 𝑈𝐵

ρ (𝑃0) = ⊥, т.е. утверждение леммы
выполняется для первого вопроса ⟨𝑃0,⊤,𝐵⟩.

Теперь предположим, что в начале некоторой итерации выполняется
утверждение леммы. Докажем, что оно выполняется и в конце итерации.

При обновлении σ на уровне 𝑏 в строках 6–7 листинга 4, по лемме 14, все
вопросы, не удовлетворяющие утверждению на уровнях 𝑐 6 𝑏, удаляются из 𝑄

(строка 7), т.е. утверждение леммы выполняется для всех вопросов на уровне
𝑐 6 𝑏. При этом по определению 𝑂𝑐

σ не меняется на уровнях 𝑐 > 𝑏, а потому
по индукционному предположению утверждение леммы верно для оставшихся
вопросов в 𝑄.

Аналогично, по лемме 14, после обновления ρ на уровне 𝑏 (строка 22) все
вопросы, не удовлетворяющие утверждению леммы на уровнях 𝑐 > 𝑏, удаляют
ся из 𝑄 (строка 7), т.е. утверждение леммы выполняется для всех вопросов на
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уровне 𝑐 6 𝑏; для остальных уровней 𝑐 < 𝑏 𝑈 𝑐
ρ не меняется, т.е. утверждение

леммы сохраняется и при обновлении ρ.
Осталось показать, что утверждение теоремы выполняется при добавле

нии новых вопросов в строке 31.
Пусть 𝐶1, . . . ,𝐶|𝑟| — дизъюнкты, получаемые на различных итерациях в

строке 14. Пусть η𝑖 — ограничение дизъюнкта 𝐶𝑖, η
def
= η1

+
∧ . . .

+
∧η|𝑟|, и body(𝐶1)∧

· · · ∧ body(𝐶|𝑟|) ≡ η ∧𝑅1(𝑥1) ∧ · · · ∧𝑅𝑚(𝑥𝑚).
Поскольку M |= Jbody(𝑟)K𝑏−1

σ ∧ π (cм. строку 11), а также в силу выбора
дизъюнктов, имеем следующее:

M |= η ∧ J𝑅1(𝑥1) ∧ · · · ∧𝑅𝑚(𝑥𝑚)K𝑏−1
σ ∧ π. (4.7)

Далее, если процедура попадает в строку 29, то уже сформированы непу
стое множество 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠 и формула ψ. Пусть 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠ρ

def
= {𝑅1(𝑥1), . . . ,𝑅𝑚(𝑥𝑚)} ∖

𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠. При этом 𝑎 ∈ 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠ρ тогда и только тогда, когда M |= J𝑎K𝑏−1
ρ (см.

строку 19). Легко увидеть, что справедливо следующее утверждение:

ψ ≡ π ∧ η ∧
⋀︁

𝑎∈𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠ρ

J𝑎K𝑏−1
ρ .

Поскольку каждый элемент этой конъюнкции выполняется в M , то имеем M |=
ψ.

Сделаем небольшое отсутпление в доказательстве для того, чтобы пока
зать одно важное свойство реляционной подстановки. Пусть 𝐴,𝐵 — некоторые
множества атомов, причём 𝐵 ⊆ 𝐴. По определению реляционной подстановки
очевидно, что для какой бы то ни было реляционной символьной интерпрета
ции 𝒥 верно

q⋀︀
𝑎∈𝐴 𝑎

y
𝒥 �

q⋀︀
𝑎∈𝐵 𝑎

y
𝒥 , т.к. конъюнкция (3.1) для подстановки

q⋀︀
𝑎∈𝐵 𝑎

y
𝒥 берётся по подмножеству элементов в конъюнкции для подстановки

q⋀︀
𝑎∈𝐴 𝑎

y
𝒥 .

Вернёмся к доказательству леммы. Заметим, что поскольку
𝐺𝑟𝑜𝑢𝑝𝑠 содержит лишь подмножества 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠, то выполнено следующее:
{𝑅𝑖1(𝑥𝑖1), . . . ,𝑅𝑖𝑘(𝑥𝑖𝑘)} ⊆ 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠 для всех {𝑖1, . . . ,𝑖𝑘} ∈ 𝐺𝑟𝑜𝑢𝑝𝑠. Поэтому из (4.7)
можно заключить, что для всех {𝑖1, . . . ,𝑖𝑘} ∈ 𝐺𝑟𝑜𝑢𝑝𝑠 справедливо следующее:

M |=
r ⋀︁

𝑗∈{𝑖1,...,𝑖𝑘}

𝑅𝑗(𝑥𝑗)
z𝑏−1

σ
.
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Другими словами, имеем M |= 𝑂𝑏−1
σ (𝑠𝑦𝑚𝑠)[𝑣𝑎𝑟𝑠/𝑣𝑠𝑦𝑚𝑠], и при этом выполнено

следующее:

M |=
r ⋀︁

𝑅𝑗(𝑥𝑗)∈𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠
𝑗 ̸∈{𝑖1,...,𝑖𝑘}

𝑅𝑗(𝑥𝑗)
z𝑏−1

σ
.

.
Поэтому ψ′ в строке 29 выполняется в M . Так как по определению про

екция на основе моделей сохраняет выполнимость в M , ψ′ в строке 30 также
выполняется в M . Поэтому 𝑂𝑏−1

σ (𝑠𝑦𝑚𝑠)∧ψ′[𝑣𝑠𝑦𝑚𝑠/𝑣𝑎𝑟𝑠] выполнимо в 𝒯 (напри
мер, в M с переименованием 𝑣𝑎𝑟𝑠 в 𝑣𝑠𝑦𝑚𝑠). Таким образом, первое утверждение
леммы доказано.

Второе утверждение леммы следует из максимальности 𝑠𝑎𝑡ρ. Действитель
но, заметим, что по построению

q
𝑅𝑖𝑗(𝑥𝑖𝑗)

y𝑏−1

ρ
̸∈ 𝑠𝑎𝑡ρ для всех 𝑗 ∈ {1, . . . ,𝑘}. Но

если J𝑅𝑖1(𝑥𝑖1)K
𝑏−1
ρ ∧ · · · ∧ J𝑅𝑖𝑘(𝑥𝑖𝑘)K

𝑏−1
ρ ∧ ψ′ выполнимо, то добавление формул

J𝑅𝑖1(𝑥𝑖1)K
𝑏−1
ρ , . . . , J𝑅𝑖𝑘(𝑥𝑖𝑘)K

𝑏−1
ρ в 𝑠𝑎𝑡ρ оставляет его совместным с Jbody(𝑟)K𝑏−1

σ ∧η
в теории 𝒯 , что противоречит максимальности 𝑠𝑎𝑡ρ.

Теперь покажем, что RelBndSafety может вывести лишь конечное чис
ло ветвей и породить лишь конечное число вопросов.

Лемма 16. Процедура RelBndSafety(𝐵, ρ,σ) может вывести лишь конечное
число ветвей, т.е. ρ может обновиться лишь конечное число раз.

Доказательство. Покажем индукцией по уровню 𝑏 > −1, что на каждом
уровне алгоритм может вывести лишь конечное число ветвей.

Заметим, что т.к. 𝑂−1
σ (𝑟) = 𝑈−1

ρ (𝑃 ) = ⊥ для всех 𝑟 ∈ Nℛ и 𝑃 ∈ ℛ, то
для всех 𝑟 ∈ Nℛ верно Jbody(𝑟)K−1

σ = J𝑟K−1
ρ формулы. Поэтому оба условия в

строках 21 и 4 не могут не выполниться на уровне 𝑏 = 0 одновременно. Следова
тельно, алгоритм не может попасть в строку 31 на уровне 𝑏 = 0. Но т.к. новые
ветви на уровне 𝑏 выводятся только в результате ответов на вопросы уровня 𝑏

(строка 22), ρ никогда обновляется на уровне −1, т.е. база индукции доказана.
Далее предположим, что на уровне 𝑏 − 1 алгоритм может вывести лишь

конечное число ветвей. Каждая выведенная ветвь на уровне 𝑏 получается про
екцией формулы η∧𝑠𝑎𝑡𝑃ρ ≡ Jbody(𝐶)K𝑏−1

ρ для некоторого дизъюнкта 𝐶 ∈ 𝒮 (см.
строку 17). Но так как в 𝒮 конечное число дизъюнктов, и возможно конечное
число различных 𝑈 𝑏−1

ρ , существует лишь конечное число различных формул
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Jbody(𝐶)K𝑏−1
ρ . Но по определению проекции на основе моделей образ отображе

ния
{︁
𝑀 ↦→ MBP

(︁
Jbody(𝐶)K𝑏−1

ρ ,ℓ𝑟,𝑀
)︁}︁

конечен, поэтому возможно лишь ко
нечное число ветвей на уровне 𝑏.

Но по леммам 14 и 15 RelBndSafety не может вывести одну и ту же
ветвь дважды: каждая ветвь может быть выведена только в результате отве
та на некоторый вопрос, для которого в ρ недостаточное количество ветвей,
т.е. после вывода ветви все вопросы, в результате ответа на которые эту ветвь
возможно вывести повторно, не буду быть помещены в 𝑄 по лемме 15.

Размером вопроса ⟨𝑟,ϕ, 𝑏⟩ назовём мощность мультимножества 𝑟. Пока
жем, что размеры всех любого вопроса в RelBndSafety ограничен сверху.

Лемма 17. Для любой системы дизъюнктов существует такое 𝑠 ∈ N, что раз
мер любого вопроса в 𝑄 не превышает 𝑠.

Доказательство. Размер первого вопроса ⟨𝑃0,⊤, 𝐵⟩ равен 1. Размер каждо
го нового вопроса, добавляемого в 𝑄, равен мощности 𝑠𝑦𝑚𝑠 (см. строку 31).
Каждое множество 𝑠𝑦𝑚𝑠 является элементом множества 𝐺𝑟𝑜𝑢𝑝𝑠, возвращаемо
го процедурой Partition. Из требований, предъявляемых к Partition (см.
раздел 4.4), имеем следующее:

– либо 𝑠𝑦𝑚𝑠 является множеством символов, каждый из которых не ре
курсивен ни с каким символом в 𝑟,

– либо 𝑠𝑦𝑚𝑠 является множеством символов, каждый из которых рекурси
вен с некоторым символом в 𝑟, и при этом мощность 𝑠𝑦𝑚𝑠 не превышает
мощности 𝑟.

Более того, символы в 𝑠𝑦𝑚𝑠 входят в тело соответствующих символов из
𝑟, т.е. между символами в 𝑟 и в 𝑠𝑦𝑚𝑠 существуют рёбра в графе зависимостей.

Из данных двух наблюдений можно заметить, что порядок, в котором
вопросы помещаются в 𝑄 в точности соответствует порядку обхода символов
алгоритмом CHCproduct (см. листинг 1 в главе 2). Более формально, для
любого вопроса ⟨𝑠𝑦𝑚𝑠, ·, ·⟩ найдётся символ 𝑅 ∈ ℛ′ системы, возвращаемой
алгоритмом CHCproduct(𝒮), такой, что |𝑠𝑦𝑚𝑠| 6 𝑠𝑖𝑧𝑒 (𝑅). Но в лемме 11
показано, что размер всех символов в системе ограничен сверху.3

3Ясно, что данное рассуждение не формально и не является строгим доказательством утвер
ждения леммы. Для получения строгого доказательства достаточно адаптировать доказательства
соответствующих лемм из раздела 2.7.3. Эта рутинная работа здесь опускается.
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Лемма 18. Процедура RelBndSafety(𝐵, ρ,σ) может породить лишь конеч
ное число вопросов, т.е. 𝑄 может обновиться лишь конечное число раз.

Доказательство. Докажем утверждение в три этапа; первый и второй этапы
будут показывать утверждение леммы для модификации RelBndSafety. На
каждом этапе будем доказывать, что на каждом уровне 𝐵,𝐵 − 1, . . . , 0 может
быть задано лишь конечное число вопросов.

На каждом этапе будем пользоваться индукцией по уровню 𝑏 с базой 𝑏 = 𝐵

и переходом 𝑏 → 𝑏 − 1. База индукции общая для всех этапов: добавление
вопроса происходит со строгим уменьшением уровня (см. строку 31), поэтому
на уровне 𝐵 в 𝑄 будет добавлен единственный вопрос ⟨𝑃0,⊤, 𝐵⟩. Далее, заметим
что для любого вопроса ⟨𝑟,π, 𝑏⟩, добавляемого в 𝑄, верно 0 6 𝑏 6 𝐵, и |𝑟| 6 𝑠

для некоторого 𝑠 (по предыдущей лемме). Таким образом, на любом уровне
возможно лишь конечное множество комбинаций (𝑟, 𝑏). Поэтому несмотря на
то, что вопрос является тройкой ⟨𝑟,π, 𝑏⟩, на каждом этапе достаточно показать
лишь конечность множества вторых элементов π.

Этап 1. На первом этапе представим, что алгоритм не обновляет ни σ, ни
ρ, т.е. удалим строки 6 и 22 из листинга 4. Покажем, что процедура может
поместить в 𝑄 лишь конечное число различных вопросов (факт повторного
добавления в 𝑄 на данном этапе не имеет значения).

По индукционному предположению, на уровне 𝑏 в 𝑄 может быть добавле
но лишь конечное число различных вопросов. Но каждый из вопросов на уровне
может породить лишь конечное число вопросов на уровне 𝑏− 1 (см. строку 31).
Действительно, множество правил каждого символа в 𝒮 конечно, мощность 𝑟

ограничена некоторым 𝑠, 𝑈 𝑏−1
ρ и 𝑂𝑏−1

σ не меняются, поэтому при попадании в
строку 25 для каждого ⟨𝑟,π, 𝑏⟩ ∈ 𝑄 возможно лишь конечное число возможных
(𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠,ψ). Но т.к. множество всех подмножеств конечного множества конечно,
Partition может вернуть лишь конечное множество различных результатов.
Но по конечности образа оператора MBP (см. раздел 4.1) в строке 30 возможно
лишь конечное множество возможных результатов проекции, а значит и мно
жество возможных ψ′ при попадании в строку 31 конечно.

Этап 2. На втором этапе разрешим обновление σ, т.е. «вернём» строку 6.
Пусть вопрос ⟨𝑠𝑦𝑚𝑠,π′, 𝑏− 1⟩, где π′ ≡ ψ′[𝑣𝑠𝑦𝑚𝑠/𝑣𝑎𝑟𝑠], порождён вопросом
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⟨𝑟,π, 𝑏⟩ в строке 31. Достаточно показать, что при фиксированных множествах
𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠 и 𝐺𝑟𝑜𝑢𝑝𝑠 процедура может добавить в 𝑄 лишь конечное количество во
просов для 𝑠𝑦𝑚𝑠.

Если вопрос ⟨𝑠𝑦𝑚𝑠,π′, 𝑏− 1⟩ отвечен положительно (строка 7), то по
лемме 14, после обновления σ в строке 6 формула 𝑂𝑏−1

σ (𝑠𝑦𝑚𝑠) ∧ π′ становит
ся невыполнимой в 𝒯 . Предположим, что процедура снова попадает в стро
ку 30 с теми же 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠, 𝐺𝑟𝑜𝑢𝑝𝑠 и ψ′ и с некоторой новой интерпретацией
M ′. По построению для нового вопроса вида ⟨𝑠𝑦𝑚𝑠,π′′, 𝑏− 1⟩ гарантировано,
что M ′ |= 𝑂𝑏−1

σ (𝑠𝑦𝑚𝑠) ∧ π′′, где π′′ ≡ MBP
(︀
ψ′,𝑣𝑟 ∪ ℓ𝑟 ∖ vars ,M

)︀
[𝑣𝑠𝑦𝑚𝑠/𝑣𝑎𝑟𝑠].

Но т.к. 𝑂𝑏−1
σ (𝑠𝑦𝑚𝑠) ∧ π′ невыполнимо в 𝒯 , ни одна модель π′ не выполняет

𝑂𝑏−1
σ (𝑠𝑦𝑚𝑠) ∧ π′′.

Следовательно, M ′ не принадлежит прообразу π′ отображения {𝑀 ↦→
MBP

(︀
ψ′,𝑣𝑟 ∪ ℓ𝑟 ∖ vars ,𝑀

)︀
}. Дальнейший ответ на вопрос ⟨𝑠𝑦𝑚𝑠,π′′, 𝑏− 1⟩ ис

ключит модели из прообраза π′′ (в частности, M ′) и т.д. По конечности образа
MBP отображение {𝑀 ↦→ MBP

(︀
ψ′,𝑣𝑟 ∪ ℓ𝑟 ∖ vars ,𝑀

)︀
} разбивает класс моделей

ψ′ в теории 𝒯 на конечное число таких прообразов. Следовательно, рано или
поздно этот процесс завершится.

Это означает, что при фиксированном вопросе ⟨𝑟,π, 𝑏⟩, множествам 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠

и 𝐺𝑟𝑜𝑢𝑝𝑠, спустя конечное число положительных ответов на вопросы в 𝑄, все
вопросы к 𝑠𝑦𝑚𝑠 на уровне 𝑏 − 1 будут исчерпаны. Так как добавление лемм в
σ для других мультимножеств символов в 𝐺𝑟𝑜𝑢𝑝𝑠 может лишь усиливать ψ′,
положительные ответы для других вопросов в 𝑄 не меняют вышесказанного.

Этап 3. Наконец, рассмотрим всю процедуру RelBndSafety. На первых
двух этапах было показано, что при фиксированном 𝑈 𝑏

ρ в 𝑄 может быть до
бавлено лишь конечное число вопросов уровня 𝑏. Но по лемме 16 множество
различных вариантов 𝑈 𝑏

ρ конечно для каждого уровня 𝑏.

Наконец, покажем, что каждая итерация RelBndSafety либо отвечает
на некоторый вопрос, либо добавляет в 𝑄 новый вопрос.

Лемма 19. Каждая итерация процедуры RelBndSafety либо удаляет, как
минимум, один вопрос из 𝑄, либо добавляет, как минимум, один вопрос в 𝑄.

Доказательство. На каждой итерации алгоритм выбирает вопрос ⟨𝑟,π,𝑏⟩ из 𝑄.
Для этого запроса либо Jbody(𝑟)K𝑏−1

σ ∧ π невыполнимо в 𝒯 , либо Jbody(𝑟)K𝑏−1
σ ∧

π выполнимо в 𝒯 .
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Случай 1: Jbody(𝑟)K𝑏−1
σ ∧ π невыполнимо в 𝒯 . Так как Jbody(𝑟)K𝑏−1

σ ∧
π невыполнимо в 𝒯 , алгоритм попадает в строку 7. При этом по определению
интерполянта (см. раздел 4.1) гарантируется, что ψ ∧ η невыполнимо в 𝒯 . Та
ким образом, из 𝑄 удалится как минимум вопрос ⟨𝑟,π,𝑏⟩.

Случай 2: Jbody(𝑟)K𝑏−1
σ ∧ π выполнимо в 𝒯 . Так как Jbody(𝑟)K𝑏−1

σ ∧
π выполнимо в 𝒯 , алгоритм попадает в цикл в строке 13. Из M |= Jbody(𝑟)K𝑏−1

σ ∧
π следует M |= Jbody(𝑃 )K𝑏−1

σ для всех 𝑃 в 𝑟, откуда следует существование тако
го дизъюнкта 𝐶 ∈ rules(𝑃 ), т.е. алгоритм успешно сможет выбрать дизъюнкт
𝐶 на каждой итерации в строке 14.

Пусть 𝐶1, . . . ,𝐶|𝑟| — все такие дизъюнкты, полученные при итерировании
𝑃 по 𝑟. Снова, возможны два случая.

Случай 2.1: M |= Jbody(𝐶𝑖)K
𝑏−1
ρ ∧ π для всех 𝑖 ∈ {1, . . . , |𝑟|}. При этом

ветви всех атомов выполняются в M , т.е. множество 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠 окажется пустым
(см. строку 19). Следовательно M |= ψ𝑃 для всех 𝑃 в 𝑟. Также напомним, что

M |= π. Таким образом, M |=
+⋀︀
𝑃 в 𝑟ψ𝑃 ∧ π, т.е. из 𝑄 удалится как минимум

вопрос ⟨𝑟,π,𝑏⟩.

Случай 2.2: M ̸|= Jbody(𝐶𝑖)K
𝑏−1
ρ ∧ π для некоторого 𝑖 ∈ {1, . . . , |𝑟|}. По

скольку M |= Jbody(𝐶𝑖)K
𝑏−1
σ ∧π и M ̸|= Jbody(𝐶𝑖)K

𝑏−1
ρ ∧π, в тело 𝐶 входит как ми

нимум один неинтерпретированный атом (иначе Jbody(𝐶𝑖)K
𝑏−1
σ ≡ Jbody(𝐶𝑖)K

𝑏−1
ρ ).

Следовательно, в теле 𝐶𝑖 должен быть минимум один атом 𝑅(𝑥), для которого
M ̸|= J𝑅(𝑥)K𝑏−1

ρ (иначе получаем противоречие с условием случая 2.2). Следо
вательно, при попадании в строку 25 множество 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠 не будет пустым. Но
т.к. из требований к Partition ∪𝐺𝑟𝑜𝑢𝑝𝑠 = 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑠, множество 𝐺𝑟𝑜𝑢𝑝𝑠 не будет
пустым, и в строке 31 в 𝑄 добавится минимум один вопрос.

И RelRecMc, и RelBndSafety проверяют на выполнимость формулы
языка ограничений (например, в строке 10 листинга 3 или в строке 21 листин
га 4). Некоторые теории могут быть неразрешимы, т.е. не существует проце
дуры, которая всегда останавливается и определяет выполнимость формулы в
данной теории. Очевидно, RelRecMc и RelBndSafety в общем случае не
будут завершаться для неразрешимых теорий. Однако такая причина их неза
вершаемости не представляет большого интереса. Для того, чтобы исследовать
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завершаемость алгоритмов вне зависимости от разрешимости теории 𝒯 , будем
считать, что RelRecMc и RelBndSafety могут консультироваться с ораку
лом выполнимости в 𝒯 .

Назовём оракулом выполнимости в 𝒯 процедуру, которая для любой фор
мулы языка ограничений ϕ за один шаг проверяет выполнимость ϕ в 𝒯 . Также
подразумевается, что такой оракул способен выдавать модели формул, Крейгов
ские интерполянты и проектировать формулы на основе моделей; на практике
таким оракулом является SMT-решатель разрешимых теорий (см. раздел 1.1.4).

Теорема 25. Процедура RelBndSafety полна относительно оракула выпол
нимости в ℳ, т.е. при наличии оракула выполнимости в ℳ для любой системы
𝒮 и уровня 𝑏 ∈ N RelBndSafety останавливается и возвращает либо значение
ДОСТИЖИМО, либо НЕДОСТИЖИМО.

Доказательство. По лемме 19 каждая итерация процедуры либо добавляет в
𝑄 вопрос, либо удаляет из 𝑄 вопрос. По лемме 18 в 𝑄 может быть совершено
лишь конечное число добавлений вопросов, поэтому после некоторого числа
итераций очередь 𝑄 опустеет, и процедура завершится (см. строку 2).

Теперь, когда доказана корректность и относительная полнота
RelBndSafety, можно охарактеризовать RelRecMc. Сначала покажем,
что процедура RelRecMc является ко-разрешающей процедурой проблемы
выполнимости дизъюнктов.

Теорема 26. При наличии оракула выполнимости в ℳ для любой невы
полнимой системы 𝒮 RelRecMc останавливается и возвращает значение
НЕВЫПОЛНИМА.

Доказательство. По полноте исчисления гиперрезолюций (см. утверждение 3)
у системы 𝒮 существует резолютивное опровержение. Пусть 𝐵 — наименьшая
высота резолютивного опровержения. Тогда по предыдущей теореме вызовы
RelBndSafety на уровнях 0,1, . . . , 𝐵 завершатся, причём по теореме 23 ре
зультат НЕДОСТИЖИМО будет возвращён лишь на уровне 𝐵.

Так как проблема выполнимости дизъюнктов Хорна с ограничениями
неразрешима, на выполнимых системах RelRecMc в общем случае не завер
шается.
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4.6.3 Дополнительные свойства

Процедура RelRecMc ведёт себя аналогично «классическому» алгорит
му проверки достижимости, направляемой свойством, на линейных системах
дизъюнктов и обобщает её поведение на нелинейных системах: если Partition
группирует неинтерпретированные атомы в теле дизъюнкта на группы размера
1, то алгоритм строит «классические» сертификаты выполнимости.

В некоторых случаях, когда «классический» PDR не может вывести сер
тификат выполнимости нелинейных систем из-за непредставимости моделей в
языке ограничений, RelRecMc находит реляционный сертификат выполнимо
сти. Напротив, если «классический» PDR успешно доказывает или опровергает
выполнимость системы, RelRecMc также справляется (с точностью до «уга
дывания» нужных интерполянтов в строке 5 листинга 4). Так как «классиче
ский» PDR здесь не описан, это утверждение остаётся без доказательства.
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Глава 5. Реализация и эксперименты

В данной главе описана программная реализация алгоритмов
CHCproduct и RelRecMc , а также результаты экспериментов.

5.1 Реализация

И алгоритм CHCproduct (см. раздел 2.7), и алгоритм RelRecMc (см.
главу 4) были реализованы в SMT-решателе Z3 [11] на языке C++.

SMT-решатель Z3. На сегодняшний день Z3 является одиним из самых
популярных SMT-решателей. Его архитектура приведена на рис. 8. Z3 состоит
из трёх больших модулей: ядро SMT-решателя, подсистема µ𝑍 и программный
интерфейс приложения.

Z3 имеет API для различных языков программирования, среди которых
C++, C#, Java, Python, OCaml. Кроме того, в Z3 встроен синтаксический ана
лизатор формата SMT-LIB 2.0 [140].

Самая сложная часть Z3 — ядро SMT-решателя. Изначально входная фор
мула упрощается соответствующей компонентой. Проверка упрощённой форму
лы на выполнимость состоит в итеративном взаимодействии решателей теорий
с SAT-решателем.

SAT-решатель в Z3 использует большинство современных методов для
уменьшения пространства поиска, включая индексирование просмотренных ли
тералов [141], нехронологический возврат и обучение дизъюнктам [37] и т.д.

Комбинирование теорий осуществляется алгоритмом, специально разра
ботанным авторами решателя [142]. Z3 поддерживает множество теорий, вклю
чая линейную целочисленную арифметику, вещественную арифметику, теорию
неинтерпретированных функций с равенством, теорию массивов и битовых век
торов, алгебраические типы данных.

Обработка кванторов осуществляется соответствующей компонентой. Ра
бота с кванторами в Z3 осуществляется на основе проекции на основе моделей
(см. раздел 4.1) и E-сопоставления [143].

Подсистема µ𝑍. Решением систем дизъюнктов Хорна в Z3 занимается под
система, которая называется µ𝑍. µ𝑍 является инструментарием, в котором ре
ализованы все основные примитивы решения систем дизъюнктов Хорна: син
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µ𝑍
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формул

Работа с
кванторами

реш
атели
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API (SMT-LIB2, C++, Java, Python, .NET, OCaml, ...)

Рис. 8. Архитектура SMT-решателя Z3

Синтакси-
ческий

анализатор
Трансформации

Представ-
ление

дизъюнктов

Ядро DualityЯдро BMC Ядро GPDR Ядро Spacer

Абстрактное
ядро

Рис. 9. Архитектура подсистемы µ𝑍
таксический анализатор входного формата, внутреннее представление систем
дизъюнктов, тактики переписывания дизъюнктов и абстрактная реализация
ядра решателя дизъюнктов Хорна. Архитектура µ𝑍 представлена на рис. 9.

Компонента "Синтаксический анализатор"содержит набор расширений
синтаксического анализатора SMT-LIB 2.0-формата. В ней добавляется обра
ботка синтаксических конструкций declare-rel, declare-var, rule и query1.

1Подробнее об этих конструкциях см. https://rise4fun.com/Z3/tutorial/fixedpoints (дата
обращения: 04.04.2020).
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В компоненте "Представление дизъюнктов"описано внутренне представ
ление систем дизъюнктов и набор вспомогательных процедур работы с ними.
Представление ограничений заимствуется из ядра SMT-решателя Z3.

Компонента "Трансформации"содержит набор тактик синтаксических
преобразований систем дизъюнктов. Среди прочих, там реализованы преобра
зование вопросов-ответов [69], добавление инвариантов Карра [144,145], распро
странение равенств, магические множества, нормализация чисел для дизъюнк
тов над вещественной арифметикой, построение срезов [146] и т.д.

Непосредственно решением систем дизъюнктов в µ𝑍 занимаются различ
ные ядра, в которых реализованы те или иные подходы. Каждое такое ядро
наследует абстрактное ядро. В µ𝑍 реализовано несколько подходов к реше
нию дизъюнктов Хорна. Среди них — BMC [3], Duality [147], GPDR [125] и
Spacer [6].

Алгоритм CHCproduct. Данный алгоритм реализован как тактика пере
писывания систем дизъюнктов в инструментарии µ𝑍 (компонента «Трансфор
мации» на рис. 9).

Тактика принимает систему дизъюнктов Хорна во внутреннем представ
лении µ𝑍. Далее на этой системе запускается алгоритм CHCproduct. После
использовании тактики CHCproduct ядро решателя дизъюнктов будет запус
каться не на входной системе, а на синхронизированной системе.

Общий объём реализации составил 510 строк кода. Реализация
CHCproduct была интегрирована в основную ветку Z32.

Алгоритм RelRecMc. Данный алгоритм был реализован в ядре Spacer
(см. рис. 9)3.

Ядро принимает систему дизъюнктов Хорна во внутреннем представле
нии µ𝑍. Далее на ней запускается алгоритм RelRecMc с незначительными
оптимизациями. Если алгоритм останавливается, то возвращается либо реляци
онный сертификат выполнимости системы, либо дерево её гиперрезолютивного
опровержения.

2https://github.com/Z3Prover/z3/blob/master/src/muz/transforms/dl_mk_synchronize.cpp

(дата обращения: 04.04.2020).
3Реализация доступна по ссылке https://github.com/dvvrd/z3 (дата обращения: 04.04.2020).
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Было переиспользовано множество примитивов Spacer, включая извлече
ние интерполянтов Крейга и проекцию на основе моделей, управление очередью
вопросов, извлечение ветвей, общая канва алгоритма.

Кратко опишем главные изменения в кодовой базе ядра Spacer.
– Построение ответа. Было реализовано представление, построение и

вывод реляционных сертификатов выполнимости.
– Представление лемм и вопросов. Представление лемм и вопросов изме

нено, т.к. они привязываются к мультимножеству неинтерпретирован
ных символов, а не к одному.

– Взаимодействие с ядром SMT-решателя. В Spacer реализованы слож
ные механизмы взаимодействия с SMT-решателем. Взаимодействие
строится таким образом, что количество SMT-запросов сокращается до
минимума, более эффективно переиспользуется информация с различ
ных уровней, а ответы SMT-решателя дают больше информации для
ускорения сходимости алгоритма. Привязка лемм и вопросов к муль
тимножествам символов потребовала технически сложных изменений в
этом взаимодействии.

– Управление дизъюнктами. Существенно была переработана работа с
дизъюнктами и управление переменными. Эти правки коснулись прак
тически всей кодовой базы ядра Spacer: практически все подсистемы
были спроектированы в предположении, что операции выполняются на
одном дизъюнкте. В RelRecMc операции выполняются на мультимно
жестве дизъюнктов. При этом было решено множество технических
трудностей, связанных с управлением переименованием совпадающих
переменных в телах дизъюнктов.

Общий объём изменений в исходном коде Spacer составил 3000 строк
кода4.

5.2 Эксперименты

Было проведено сравнение полученных реализаций с решателями Spacer
и HoIce [9] на двух наборах тестов5. Эксперименты были проведены на компью

4На момент написания диссертации реализация RelRecMc планируется к интеграции в основ
ную ветку Z3.

5Тесты доступны по ссылке https://github.com/dvvrd/spacer-benchmarks (дата обращения:
04.04.2020).
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Кол-во тестов HoIce Spacer RelRecMc
840 808 788 807

Табл. 5. Количество решённых тестов из тестового набора [9]
тере под управлением ОС Arch Linux с процессором Intel(R) Core(TM) i5-6200U
CPU @ 2.30GHz.

Эксперименты были проведены на двух тестовых наборах.

Тестовый набор [9]. Первый набор тестов содержит 840 проблем из [9], сге
нерированных верификатором MoCHi [148] как условия верификации различ
ных функциональных программ высших порядков на языке OCaml. Среди этих
тестов были как линейные, так и нелинейные системы. Таймаут для этих тестов
был 60 секунд.

Данный тестовый набор примечателен тем, что решатель HoIce, исполь
зующий обучение с учителем, показывает лучшие результаты, чем Spacer за
счёт того, что HoIce оптимизирован специально для решения нелинейных си
стем дизъюнктов Хорна, порождённых из функциональных программ высшего
порядка.

Количество решённых тестовых проблем представлены в таблице 5.
Spacer решил 788 из 840 проблем с 50 таймаутами и 2 ошибками време

ни исполнения. RelRecMc решил 807 проблем с 34 таймаутами. Накладные
расходы по времени в сравнении со Spacer незначительны (менее 0.1 секунды
на 87% проблем).

RelRecMc решил большинство проблем, решённых Spacer. Тем не ме
нее, 10 были решены Spacer, но не RelRecMc; это объясняется неудач
ным подбором Крейговских интерполянтов. Все линейные системы, решённые
Spacer, решены и RelRecMc.

HoIce решил 808 проблем с 26 таймаутами и 6 ошибками времени испол
нения, но и Spacer, и RelRecMc затратил меньше времени, чем HoIce на
решённых проблемах.

Таким образом, реляционное обобщение PDR показывает лучшие резуль
таты в сравнении с обычным PDR на нелинейных системах, позволяя конкури
ровать с подходами, основанными на обучении с учителем и оптимизированны
ми специально для решения систем определённого вида.
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Кол-во тестов HoIce Spacer CHCProduct RelRecMc
37 11 11 24 32

Табл. 6. Количество решённых тестов из реляционного тестового набора
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Рис. 10. Сравнение CHCproduct с другими решателями.
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Рис. 11. Сравнение RelRecMc с другими решателями.

Реляционный тестовый набор. Второй набор тестов содержит 37 проблем
реляционной верификации из [149]. Каждая система в данном тестовом наборе
является нелинейной.

В данном сравнении участвуют четыре алгоритма: RelRecMc, Spacer,
HoIce и синтаксическое преобразование CHCproduct с последующей приме
нением Spacer.
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Рис. 12. Сравнение RelRecMc с CHCproduct.

Количество решённых тестовых проблем представлены в таблице 6.
Spacer и HoIce решили только 11 из 37 задач с 5-минутным таймаутом.
CHCproduct решил 24 задачи, а RelRecMc решил 32 задачи из 37.

Схематичное сравнение времени работы решателей показано на
рис. 10, 11 и 12. Каждая точка на каждом графике представляет пару
времён исполнения теста (сек. × сек.) решателем на оси x и другим решателем,
на оси y. Если на оси y сразу два решателя, то они различаются разными
цветами и формами маркеров на графике: решателю Spacer соответствует
круглый маркер, HoIce — треугольный. Превышения временного лимита ука
заны внутренней пунктирной линией; на внешних пунктирных линиях лежат
тесты, на которых решатели завершились с ошибкой времени исполнения.

Важно заметить, что RelRecMc решил некоторые задачи, с которыми
не справился Spacer после применения CHCproduct. Для невыполнимых
систем большого размера, например, point-location*, CHCproduct порож
дает экспоненциальное количество правил, расходуя всё отведённое время, в то
время как другие решатели справляются с поиском гиперрезолютивного опро
вержения за секунды.

Следовательно, и CHCproduct, и RelRecMc более эффективны, чем
стандартные решатели дизъюнктов Хорна на проблемах реляционной ве
рификации, но при этом RelRecMc показывает лучшие результаты, чем
CHCproduct за счёт того, что строит решение модульно, без явного пере
множения дизъюнктов.
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Заключение

Основные результаты работы заключаются в следующем.
1. Предложено синхронизирующее преобразование систем дизъюнктов

Хорна с ограничениями первого порядка. Доказана корректность син
хронизирующего преобразования. В частности, показано, что система
выполнима тогда и только тогда, когда выполнима преобразованная, а
также что если у системы существует символьная модель, то она суще
ствует и у преобразованной.

2. Предложен алгоритм CHCproduct, реализующий синхронизирующее
преобразование дизъюнктов Хорна с ограничениями, доказана его кор
ректность, завершаемость, проанализирована сложность.

3. Введено понятие реляционного сертификата выполнимости как реше
ния нелинейных систем дизъюнктов.

4. Предложен алгоритм RelRecMc для автоматического, построения ре
ляционных сертификатов выполнимости для систем дизъюнктов Хор
на с ограничениями. Реализация обобщает подход PDR, не меняя его
поведения на линейных системах, но позволяя эффективно выводить
реляционные сертификаты выполнимости для нелинейных систем вме
сто «классических» символьных моделей.

5. Алгоритмы CHCproduct и RelRecMc реализованы в известном
SMT-решателе Z3. Выполнено экспериментальное исследование дан
ных алгоритмов на различных тестовых наборах, включающих усло
вия верификации свойств безопасности программного обеспечения и
проблем реляционной верификации.

В рамках рекомендации по применению результатов работы в ин
дустрии и научных исследованиях указывается, что разработанный алгоритм
применим для автоматизации рассуждений о системах дизъюнктов над произ
вольными теориями первого порядка, а также что его реализация выполнена в
широко используемом SMT-решателе Z3. Это позволяет модульно реализовать
инструменты автоматического доказательства корректности программного ко
да на любых языках, вывода уточняющих типов произведений функциональ
ных программ, автоматического аннотирования императивных программ в де
картовой логике Хоара, а также проверки эквивалентности программ и провер
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ки свойств невмешательства, являющихся важными в области компиляторов и
компьютерной безопасности.

Также были определены перспективы дальнейшей разработки те
матики, основным из которых является разработка подхода к автоматическо
му определению нетривиальных стратегий синхронизации отношений нелиней
ных систем дизъюнктов Хорна. Это позволит достичь максимальной гибкости
в представлении сертификатов корректности программ за счёт рассмотрения
эквивалентных трансформаций изначальной системы. Это особо важно в кон
тексте автоматического доказательства свойств программ, манипулирующих
структурами данных с произвольным доступом (например, массивами), позво
ляя выводить бескванторные инварианты для программ со сложной логикой
обращения к различным областям памяти.
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Список сокращений и условных обозначений

Стр.
CLP constraint logic programming, парадигма программирования,

в которой программа представляется в виде множества
дизъюнктов Хорна с ограничениями

12

SMT satisfiability modulo theories, задача определения выполни
мости формулы языка первого порядка в некоторой теории

15

SAT satisfiability problem, задача определения выполнимости
формулы языка высказываний

16

CDCL conflict driven clause learning, алгоритм решения задачи SAT 16
CHC constrained Horn clause, дизъюнкт Хорна с ограничением 19
WLP weakest liberal precondition, слабейшее либеральное пред

условие
30

SyGuS syntax-guided synthesis, задача синтеза программы по син
таксической и семантической спецификации

38

CEGAR counterexample-guided abstraction refinement, подход к вери
фикации программ, основанный на итеративном уточнении
абстракции программы

38

ICE learning using Examples, Counter-examples, and Implications,
подход к выводу индуктивных инвариантов методом обуче
ния с учителем

38

PDR Property Directed Reachability, подход к инкрементальному
выводу индуктивных инвариантов программ или доказа
тельства их отсутствия

39

IC3 Incremental Construction of Inductive Clauses for Indubitable
Correctness, то же, что PDR

39

MBP model-based projection, техника итеративного устранения
кванторов в формулах

116
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er Weispfenning // The computer journal. — 1993. — Vol. 36, no. 5. —
P. 450–462.

54. Матиясевич, Юрий Владимирович. Алгоритм Тарского /
Юрий Владимирович Матиясевич // Компьютерные инструменты в
образовании. — 2008. — no. 6.

55. Hadarean, Liana. A Tale of Two Solvers: Eager and Lazy Approaches to
Bit-Vectors / Liana Hadarean, Kshitij Bansal, Dejan Jovanović, Clark Barrett,
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