
М. Ф. Антонцева 

КОАЛГЕБРАИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ  
БИСИМУЛЯЦИОННЫХ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ПРОЦЕССОВ 

ВВЕДЕНИЕ 

Теория категорий в последнее время стала активно использоваться в 
теории параллелизма для описания и изучения параллельных систем и про-
цессов. Использование методов теории категорий позволило исследовать 
взаимосвязи между различными моделями [3]. Одним из наиболее широко 
применяемых понятий этой теории является понятие открытого морфизма.  

В теории параллельного программирования существует множество раз-
личных поведенческих эквивалентностей, но самыми известными являются 
бисимуляционные эквивалентности. Две системы называются бисимуляци-
онно эквивалентными, если наблюдатель не может найти различий в их 
поведении. В рамках теории категорий было предложено абстрактное поня-
тие бисимуляции для различных параллельных моделей, определенное че-
рез конструкцию открытых морфизмов. В дальнейшем этот подход стал 
использоваться и для определения других видов эквивалентностей. 

В [4] дан коалгебраический подход для описания поведенческой биси-
муляции интерливинговых моделей — систем переходов. Коалгебра явля-
ется двойственной к алгебре. Двойственность алгебраической и коалгеб-
раической семантик показана в [5]. 

Цель данной работы — расширить эти два подхода (категориальный и ко-
алгебраический) на модели истинного параллелизма, представленные систе-
мами переходов с независимостью и помеченными структурами событий. 

1. МОДЕЛИ 

1.1. Системы переходов 

Определение 1.1.  
1. Т-система — это структура ( ), , , SS i A → , где S — множество состоя-

ний с начальным состоянием I; A — множество меток; S S A S→ ⊆ × ×  — 
отношение перехода.  
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Пишем a
Ss s′⎯⎯→ , если ( , , ) Ss a s′ ∈→ . 

2. TI-система — это структура ( ), , , ,S SS i A I→ , где ( ), , , SS i A →  — T-
система и SI  — иррефлексивное, симметричное отношение, такое что 
1) ( , , ) ( , , )s a s s a s s s′ ′′ ′ ′′≈ ⇒ = , 
2) ( , , ) ( , , ) . ( , , ) ( , , ) ,S Ss a s I s b s u s a s I s b u′ ′′ ′ ′⇒ ∃ ( , , ) ( , , )Ss b s I s a u′′ ′′ , 
3) ( , , ) ( , , )Ss a s I s b u′ ′ ⇒ . ( , , ) ( , , )Ss s a s I s b s′′ ′ ′′∃ , 
4) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )S Ss a s s a u I w b w s a s I w b w′ ′′ ′ ′ ′≈ ⇒ , 
где ≈  — это наименьшее отношение эквивалентности, включающее отно-
шение между переходами ≺  , которое определяется так: 
( , , ) ( , , )s a s s a u′ ′′ ⇔≺  

. ( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , , ).S S Sb s a s I s b s s a s I s b u s b s I s a u′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′′∃  

3. OTI-система — это TI-система ( ), , , ,S SS i A I→ , которая является 

достижимой, ацикличной и такая, что если ,a b
S Ss u s u′ ′′⎯⎯→ ⎯⎯→  и эти 

переходы не совпадают, то 

. ( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , , ).S S Ss S s b s I s a s s b s I s a u s a s I s b u′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′′∃ ∈  

Т.е. в OTI-системе любой квадрат независимости — невырожденный, 
другими словами, состоит из четырех различных состояний.  

Определение 1.2. Пусть S ( ), , , ,S S S SS i A I= →  и T ( ), , , ,T T T TT i A I= →  — 
две OTI-системы. Морфизм f: S→ T между ними — это пара ( , )f σ λ= , 
где : , : S TS T A Aσ λ→ → , такие что выполнено: 
1) ( )S Ti iσ = ; 

2) если a
Ss s′⎯⎯→ и ( )aλ  определено, то ( )( ) ( )a

Ts sλσ σ ′⎯⎯⎯→ , 

если a
Ss s′⎯⎯→ и ( )aλ  не определено, то ( ) ( )s sσ σ ′= ; 

3) если a b
S SSs s I u u′ ′⎯⎯→ ⎯⎯→ и ( ), ( )a bλ λ определено, 

то ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )a b
T TTs s I u uλ λσ σ σ σ′ ′⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ . 

OTI-системы вместе с морфизмами формируют категорию, которую 
обозначают . Пишем А для обозначения категории ОTI-систем с 
множеством меток А. 
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1.2. Помеченные структуры событий 

Определение 1.3. Помеченная структура событий — это структура 
( , ,E ≤ #, )l , где Е — множество событий; :l E A→  — помечающая функция 
(А — алфавит); E E≤⊆ ×  — отношение причинной зависимости; # E E⊆ ×  
— отношение конфликта (иррефлексивное, симметричное отношение), ко-
торое удовлетворяет условиям: 

1) { }. |e E d E d e∀ ∈ ∈ ≤  —  конечно (так называемый принцип “ко-
нечности причин”); 

2) 1 2 3 1, , .e e e E e∀ ∈ # 2 3 1 3e e e e≤ ⇒ #  — (так называемый принцип “на-
следования конфликта”). 

Два события 1, 2e e E∈  — параллельны (пишут 1 2e coe ), если  

( )1 2 2 1 1 2( ), ( ),{ , }e e e e e e¬ ≤ ¬ ≤ ∉# . 

Определение 1.4. Пусть E = ( , ,E ≤ #, )l  — помеченная структура собы-
тий. C — конфигурация, если выполнено: 

1) , .e d E e C d e d C∀ ∈ ∈ ∧ ⇒ ∈≺ , \ ;id=≤≺  
2) , . ( )e e E e e′ ′∀ ∈ ¬ # .  
Множество конфигураций структуры событий обозначается C(E). 

Определение 1.5. Пусть E = ( , ,E ≤ #, )l , E` = ( , , , )E l′ ′ ′ ′≤ #  — две поме-
ченные структуры событий над алфавитами A и A′  соответственно. Мор-
физм между ними — это ( , ) :f E Eη λ ′= → , где  : , :E E A Aη λ′ ′→ →  —
частичные функции,  такие что выполнено: 

1) ;l lη λ′ =D D  
2) если c — конфигурация E, то cη  — конфигурация E′ , и если 

1 2,e e c∀ ∈ и их образы определены и 1 2( ) ( )e eη η= , то 1 2e e= . 

— категория помеченных структур событий с морфизмами. 

2. ОТКРЫТЫЕ МОРФИЗМЫ 

Определим категорию мультимножеств A относительно множества 
меток A как полную подкатегорию A (категория помеченных структур со-
бытий с морфизмами над множеством меток А), чьи объекты — это конеч-
ные мультимножества, т.е. частично упорядоченные помеченные события.  
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Тогда вычисление в структуре событий E можно представить как мор-
физм в A: : ,p P E P→ ∈ A . 

Так как структуры событий (и также мультимножества) вкладываются 
в TI-системы [2, 3], то вычисление в T∈ A представляется морфизмом 

:p P T→  в A, где P — образ объекта A под действием вложения. 
Пусть категория моделей, å подкатегория . Oпреде-

лим вычисление в X ∈ как морфизм :p P X→ в , где P∈ . Тогда лю-
бой морфизм в :f X Y→  переводит такое вычисление p в X в вычисле-
ние :f p P Y→D  в Y. 

Определение 2.1. Пусть ,P Q∈ , ,X Y ∈  Пусть :f X Y→ – мор-
физм в , :m P Q→ – морфизм в , :p P X→ – вычисление в Х, 

:q Q Y→ – вычисление в Y. 
Тогда :f X Y→ называют -открытым морфизмом, когда f удовле-

творяет условию: если q m f p=D D , то существует морфизм :p Q X′ → , 
такой что p m p′ =D  и f p q′ =D . 

Определение 2.2. Пусть — категория моделей, å подкате-
гория . Пусть 1 2,X X ∈ . Говорят, что 1 2,X X  — -бисимулятивны с 
бисимуляцией X, если существует “хорда” -открытых морфизмов 

1 1 2 2: , :f X X f X X→ → . 

Предложение 2.3 [2].  A-открытые морфизмы в A — это мор-
физмы 1 2( ,1 ) :A T Tσ → , где 1A  — тождественное отображение на мно-
жестве А, такие что: 
1) если 2( ) a

Ts tσ ′⎯⎯→ , то 1. a
Ts S s s′ ′∃ ∈ ⎯⎯→  и ( )s tσ ′ ′= ; 

2) если 1 1,a b
T Ts s s s′ ′′⎯⎯→ ⎯⎯→  и 2 22

( ) ( ) ( ) ( )a b
T TTs s I s sσ σ σ σ′ ′ ′′⎯⎯→ ⎯⎯→ , 

то 1 11

a b
T TTs s I s s′ ′ ′′⎯⎯→ ⎯⎯→ . 

3. F–КОАЛГЕБРЫ 

Определение 3.1. Пусть :F Set Set→  — функтор. Тогда F-коалгеб-
ра — это пара ( ), SS α , состоящая из множества S и функтора 

( ):S S F Sα → . 
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Определение 3.2. Пусть ( ), SS α  и ( ), TT α  — две F-коалгебры. Гомо-
морфизм F-коалгебр (или F-гомоморфизм) — это функция :f S T→ , 
удовлетворяющая равенству ( ) S TF f fα α=D D . 

 S f T 
 
 
 Sα  Tα  
 
 

 F(S) F(f) F(T) 
 
Композиция двух F-гомоморфизмов тоже F-гомоморфизм, и тождест-

венное отображение F-коалгебр — F-гомоморфизм. Следовательно, набор 
всех F-коалгебр с F-гомоморфизмами образуют категорию, которая обо-
значается F. 

Определение 3.3. Пусть ( ), SS α  и ( ), TT α  — две F-коалгебры. F-
бисимуляция между ними — это отношение R S T⊆ × , такое что сущест-
вует  функтор : ( )R R F Rα →  (т.е. ( , )RR α  F-коалгебра), удовлетворяющий 
условию: проекции 1 : R Sπ →  и 2 : R Tπ → являются F-гомоморфизмами. 

 

 S 
1π

 R 
2π

 T 
 

 Rα∃  
 
 

 F(S) 1( )F π  F(R) 2( )F π  F(T) 
 

Теорема 3.4 [4]. Пусть ( ), SS α  и ( ), TT α  — две F-коалгебры. Функция 
:f S T→ является F-гомоморфизмом тогда и только тогда, когда ее 

граф G(f) — это F-бисимуляция между данными F-коалгебрами. 
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4. СВЯЗЬ КОАЛГЕБР И МОДЕЛЕЙ 

4.1. ОTI-системы и IF –коалгебры 

Рассмотрим помеченную TI-систему ( ), , , ,S S SS i A I→ . 

Определим :I
S Sα →P ( ( ))A S S A S× × × × следующим образом:  

{ }, , | a
Sass S s a s I s s′ ′∀ ∈ < > ⎯⎯→6 , 

где { }, , | a b
S Sas SI u b u s s I u u′ ′ ′= < > ⎯⎯→ ⎯⎯→ . 

Построим ( ) ( )I I
SF X X S X Setα= ∩ ∀ ∈ . Тогда :IF Set Set→  — 

функтор (это легко показать), и ( , )I
SS α  — коалгебра. Таким образом, лю-

бая TI-система ( ), , , ,S S SS i A I→  соответствует IF -коалгебре. И наоборот, 

любая IF -коалгебра соответствует TI-системе ( ), , , ,S S SS i A I→ : 

, , , , ( );

и нет переходов, с ним независимых , , ( ).

a b I
S SS S

a I
S S

s s I u u a s u b u s

s s a s s

α

α

′ ′ ′ ′• ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⇔< >∈

′ ′• ⎯⎯→ ⇔< ∅ >∈
 

Т. е. класс TI-систем совпадает с классом IF -коалгебр. Далее будем 
рассматривать подкласс TI-систем — OTI-системы. 

Утверждение 4.1.  Пусть ( ), , , ,S S SS i A I→  и ( ), , , ,T T ST i A I→  — две 

OTI-системы, ( , )I
SS α  и ( , )I

ST α  — соответствующие им IF -коалгебры. 

Тогда IF -гомоморфизм между ними — это морфизм ( ,1 ) :Af S T→  в 
A, который удовлетворяет: 

1) ( ) , . ( ) ;a a
T Sесли f s t то s s s и f s t′ ′ ′ ′ ′⎯⎯→ ∃ ⎯⎯→ =  

2) , , ( ) ( ) ( ) ( ),a b a b
S S T TTесли s s u u f s f s I f u f u′ ′ ′ ′⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→  

.a b
S SSто s s I u u′ ′⎯⎯→ ⎯⎯→  

Доказательство. Пусть :f S T→  — IF -гомоморфизм между S и T, 

т.е. удовлетворяет равенству ( )I I I
S TF f fα α=D D . Надо доказать, что для f 

выполняется: 
1) если a

Ss s′⎯⎯→ , то ( ) ( )a
Tf s f s′⎯⎯→ ; 
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2) если a b
S SSs s I u u′ ′⎯⎯→ ⎯⎯→ , то 

 ( ) ( ) ( ) ( )a b
T TTf s f s I f u f u′ ′⎯⎯→ ⎯⎯→ ; 

3) если ( ) a
Tf s t′⎯⎯→ , то . a

Ss S s s′ ′∃ ∈ ⎯⎯→  и ( )f s t′ ′= ; 

4) если a
Ss s′⎯⎯→ , b

Su u′⎯⎯→  и ( ) ( ) ( ) ( )a b
T TTf s f s I f u f u′ ′⎯⎯→ ⎯⎯→ , 

то a b
S SSs s I u u′ ′⎯⎯→ ⎯⎯→ . 

Пусть a
Ss s′⎯⎯→ , и нет переходов, с ним независимых. Это равносиль-

но тому, что , , ( )I
Sa s sα′< ∅ >∈ . Тогда , , , ( ),IF a s a f s′ ′< ∅ >=< ∅ >  по по-

строению IF . Так как  
( ) ( ) ( )I I I

S TF f s f s s Sα α= ∀ ∈D D , 

то , ( ), ( ( ))I
Ta f s f sα′< ∅ >∈ , что равносильно ( ) ( )a

Tf s f s′⎯⎯→ . 

Пусть a b
S SSs s I u u′ ′⎯⎯→ ⎯⎯→ . Тогда , , , , ( )I

Sa s u b u sα′ ′< >∈ и  

, ( ), ( ), , ( ) ( ) ( )I I
Sa f s f u b f u F f sα′ ′< >∈ D . 

Так как f — IF -гомоморфизм, то , ( ), ( ), , ( ) ( ( ))I
Ta f s f u b f u f sα′ ′< >∈ и сле-

довательно,  
( ) ( ) ( ) ( )a b

T TTf s f s I f u f u′ ′⎯⎯→ ⎯⎯→ . 

Пусть ( ) a
Tf s t′⎯⎯→ , т.е. , , ( ( ))I

Ta t f sα′< ∅ >∈ . Так как  

( ) ( ) ( )I I I
S TF f s f s s Sα α= ∀ ∈D D , 

то , , ( ) ( )I I
Sa t F f sα′< ∅ >∈ D . Отсюда следует, что существует s S∈ , такое 

что a
Ss s′⎯⎯→ и , , ( ) , , , ( ),Ia t F f a s a f s′ ′ ′< ∅ >= < ∅ >=< ∅ > . Поэтому 

( )t f s′= . 

Пусть a
Ss s′⎯⎯→ , b

Su u′⎯⎯→  и ( ) ( ) ( ) ( )a b
T TTf s f s I f u f u′ ′⎯⎯→ ⎯⎯→ .  

Тогда 
, ( ), ( ), , ( ) ( ( ))I

Ta f s f u b f u f sα′ ′< >∈ . 

Так как ( ) ( ) ( )I I I
S TF f s f s s Sα α= ∀ ∈D D , то  

, ( ), ( ), , ( ) ( ) ( )I I
Sa f s f u b f u F f sα′ ′< >∈ D , 

т.е. a b
S SSs s I u u′ ′⎯⎯→ ⎯⎯→ .  
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Таким образом, мы показали, что если :f S T→  —  IF -гомоморфизм 
между S и T, то он является морфизмом, который удовлетворяет пп. 1–2 
утверждения. 

Обратное очевидно. 
Утверждение 4.1 доказано. ■ 

Теорема 4.2. Пусть ( ), , , ,S S SS i A I→  и ( ), , , ,T T ST i A I→  — две OTI-

системы, ( , )I
SS α  и ( , )I

ST α  —  соответствующие им IF -коалгебры. Тогда 
IF -бисимуляция между ними — это отношение R S T⊆ × , такое что 

,s t R∀ < >∈  выполнено: 

1) , . , ;a a
S Ts S если s s то t T t t и s t R′ ′ ′ ′ ′ ′∀ ∈ ⎯⎯→ ∃ ∈ ⎯⎯→ < >∈  

2) , . , ;a a
T St T если t t то s S s s и s t R′ ′ ′ ′ ′ ′∀ ∈ ⎯⎯→ ∃ ∈ ⎯⎯→ < >∈  

3) , ,s u u S′ ′∀ ∈  если ,a b
S SSs s I u u′ ′⎯⎯→ ⎯⎯→  то 

, , . a b
T TTt w w T t t I w w′ ′ ′ ′∃ ∈ ⎯⎯→ ⎯⎯→  и , , , , , ;s t u w u w R′ ′ ′ ′< > < > < >∈  

4) , ,t w w T′ ′∀ ∈  если ,a b
T TTt t I w w′ ′⎯⎯→ ⎯⎯→  то 

, , . a b
S SSs u u S s s I u u′ ′ ′∃ ∈ ⎯⎯→ ⎯⎯→  и , , , , , .s t u w u w R′ ′ ′ ′< > < > < >∈  

Доказательство. Пусть R S T⊆ ×  — IF -бисимуляция между 
( ), , , ,S S SS i A I→  и ( ), , , ,T T ST i A I→ . Тогда по определению 3.3 существует 

функтор : ( )I
R R F Rα →  такой, что ( , )I

RR α  — IF -коалгебра. Тогда I
Rα  

индуцирует отношение перехода R R A R→ ⊆ × × . 

Пусть ,s t R< >∈ , a
Ss s′⎯⎯→  и 1 ,s t sπ < >= . Из этого следует, что 

1 , a
Ss t sπ ′< > ⎯⎯→ , и так как  1π  — IF -гомоморфизм, то по определению 

3.3 существует ,s t R′′ ′< >∈  такое, что , ,a
Rs t s t′′ ′< > ⎯⎯→ < >  и 

1 ,s t sπ ′′ ′ ′< >= . Следовательно, ,s t R′ ′< >∈ . Так как 2π  — IF -

гомоморфизм, то a
Tt t′⎯⎯→ . 

Таким образом мы доказали, что для любого ,s S′∈  если ,a
Ss s′⎯⎯→  

то . и ,a
Tt T t t s t R′ ′ ′ ′∃ ∈ ⎯⎯→ < >∈ . Доказательство 2–4  — аналогично. 
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Мы доказали, что если отношение R S T⊆ ×  — IF -бисимуляция, то R 
удовлетворяет 1–4. 

Обратно: пусть R S T⊆ ×  удовлетворяет 1–4. 
Определим : ( )I

R R F Rα →  для ,s t R< >∈  следующим образом: 

{ },, , , , | , , ,a aI
S TR a s ts t a s t I s s t t и s t Rα < >′ ′ ′ ′ ′ ′< >= < < > > ⎯⎯→ ⎯⎯→ < >∈  

, ,

, , , , | ,

где .
, , , , ,

a b
S SS

a b
T Ta s t T

u w b u w s s I u u

I t t I w w
и s t u w u w R

< >

⎧ ⎫′ ′ ′ ′<< > < >> ⎯⎯→ ⎯⎯→
⎪ ⎪⎪ ⎪′ ′= ⎯⎯→ ⎯⎯→⎨ ⎬
⎪ ⎪′ ′ ′ ′< > < > < >∈⎪ ⎪⎩ ⎭

 

Тогда легко показать, что ( , )I
RR α  — IF -коалгебра и проекции из R в S 

и в T  — это IF -гомоморфизмы. Следовательно, отношение R S T⊆ ×  — 
IF -бисимуляция между ( ), , , ,S S SS i A I→  и ( ), , , ,T T ST i A I→ . 
Теорема 4.2 доказана. ■ 

Теорема 4.3. Для OTI-систем над алфавитом А A-открытые мор-
физмы совпадают с IF -гомоморфизмами соответствующих им IF -
коалгебр. 

Доказательство. Следствие утверждения 4.1 и предложения 2.3. ■ 

Теорема 4.4. Для OTI-систем над алфавитом А A–бисимуляция сов-
падает с IF -бисимуляцией соответствующих им IF -коалгебр. 

Доказательство. Пусть ( ), , , ,S S SS i A I→  и ( ), , , ,T T ST i A I→  — две OTI-

системы, ( , )I
SS α  и ( , )I

ST α  — соответствующие им IF -коалгебры. Пусть 

R S T⊆ ×  — IF -бисимуляция между ними. Так как по теореме 4.3  
IF -гомоморфизмы совпадают с A-открытыми морфизмами, то по оп-

ределению 2.2 R — A-бисимуляция между ( ), , , ,S S SS i A I→  и 

( ), , , ,T T ST i A I→ . 

Обратно: пусть R — A–бисимуляция между ( ), , , ,S S SS i A I→  и 

( ), , , ,T T ST i A I→ . По определению 2.2 существуют A–открытые мор-

физмы 1 2: , :f R S f R T→ → , которые по теореме 4.3 являются IF -
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гомоморфизмами. В качестве 1f и 2f возьмем проекции из R в S и в T . 

Строим : ( )I I
R R F Rα → , как в доказательстве теоремы 4.2. Тогда ( , )I

RR α  

—  IF -коалгебра и проекции из R в S и в T — это IF -гомоморфизмы. Т. е. 
отношение R S T⊆ ×  — IF -бисимуляция между ( , )I

SS α  и ( , )I
ST α . 

Теорема 4.4 доказана. ■ 

Теорема 4.5. Пусть ( ), , , ,S S SS i A I→  и ( ), , , ,T T ST i A I→  — две OTI-
системы. Функция :f S T→  является A-открытым морфизмом то-

гда и только тогда, когда  ее граф ( )G f  — это IF -бисимуляция соот-

ветствующих им IF -коалгебр. 

Доказательство. Следствие теоремы 3.4, теоремы 4.3 и теоремы 4.4 ■ 

4.2. Помеченные структуры событий и коалгебры 

Рассмотрим помеченную структуру событий ( , ,E ≤ #, )l . Определим ее 
“развертку” . ( )les otsi E  как TI-систему . ( ) ( , , , , )S S Sles otsi E S i A I= → [3], где  
S — множество конечных конфигураций структуры событий, Si =∅; 
A=l(E); 

\{ }, ( ) , ;

( \ ) ( \ ).

a
S

a b
S SS

c c c c e l e a e E

c c I c c c c co c c

′ ′⎯⎯→ ⇔ = = ∈

′ ′ ′ ′⎯⎯→ ⎯⎯→ ⇔
 

Утверждение 4. 6 [3]. . ( )les otsi E  — OTI-система. 

Следующая теорема является следствием теоремы 4.4. 

Теорема 4.7. Две помеченные структуры событий A-бисимулятив-
ны тогда и только тогда, когда IF -коалгебры, соответствующие их 
“разверткам” в OTI–системы, IF -бисимулятивны. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Статья посвящена исследованию распределенных систем, таких как сис-
темы переходов с независимостью и помеченные структуры событий. Для 
исследования применялись два подхода, которые стали активно использо-
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ваться в теории параллелизма сравнительно недавно для спецификации и 
верификации параллельных процессов. Это коалгебраический и категори-
альный подходы. В ходе работы стало ясно, что некоторые определенные 
свойства интерливинговых моделей можно распространить на модели с 
“истинным” параллелизмом, такие как OTI-системы. Однако для TI-систем 
эти свойства не выполняются. 

В дальнейшем планируется, используя коалгебраические методы, изу-
чить взаимосвязи между различными временными сетевыми моделями, а 
также исследовать новые поведенческие эквивалентности, учитывая также 
временные аспекты поведения систем. 
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