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ТЕОРЕТИКО-КАТЕГОРНАЯ ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ
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ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ МОДЕЛЕЙ

1. ВВЕДЕНИЕ

В последнее десятилетие методы теории категорий активно исполь-
зуются для описания и изучения параллельных систем и процессов. Ка-
тегория включает в себя множество моделей и морфизмы между ними,
которые представляют собой некоторый вид моделирования. Часто та-
кая теория используется для сравнения различных моделей.
Одним из наиболее важных понятий теории параллельного програм-

мирования является понятие эквивалентности между процессами. По-
веденческие эквивалентности обычно используются при спецификации
и верификации с целью сравнения поведения систем, а также упроще-
ния их структуры. Наиболее известными из них являются языковые
эквивалентности [1]. В этом случае эквивалентность формулируется в
терминах равенства языков систем.
В работе [3] был предложен новый теоретико-категорный подход

к исследованию эквивалентностей на примере бисимуляции. В рамках
этого подхода эквивалентность представляется конструкцией открытых
морфизмов. В дальнейшем этот подход стал использоваться и для опре-
деления других эквивалентностей (языковой, слабой и сильной бисиму-
ляционной, бисимуляционной с сохранением истории и т.д.) [6].
В настоящее время резко возрос интерес к разработке и исследова-

нию распределенных систем, функционирующих в режиме реального
времени. Поэтому в литературе были сделаны попытки ввести понятие
времени в эквивалентные отношения, чтобы позволить исследовать вре-
менные аспекты поведения систем. Так, например, в статье [2] методами
теории категорий была решена проблема разрешимости временной би-
симуляции для временных интерливинговых моделей — временных си-
стем переходов, в работе [11] была приведена теоретико-категорная ха-
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рактеризация временной интерливинговой языковой эквивалентности,
а в статье [4] — временной частично-упорядоченной эквивалентности
Пратта.
Цель данной работы состоит в разработке основы для построения

временной частично упорядоченной языковой эквивалентности в кон-
тексте моделей реального времени с семантикой “истинного паралле-
лизма” — временных структур событий (семантика “истинного паралле-
лизма” в отличие от интерливинговой позволяет явным образом описы-
вать и изучать отношение параллелизма между событиями систем). Ис-
следуемая эквивалентность формулируется в терминах равенства вре-
менных частично-упорядоченных языков системы. Такая эквивалент-
ность сильнее частично-упорядоченной эквивалентности Пратта в том
смысле, что любые языково-эквивалентные временные структуры собы-
тий также будут являться и частично-упорядоченно эквивалентными по
Пратту.
Статья организована следующим образом. Во втором разделе описы-

вается модель временных структур событий и определяется временная
языковая эквивалентность. В разд. 3 строится категория временных
структур событий и приводятся некоторые свойства построенной кате-
гории. Разд. 4 посвящен теоретико-категорной характеризации. В част-
ности, вводится понятие открытого морфизма и приводится его крите-
рий. Далее определяется абстрактная эквивалентность в терминах су-
ществования симметричной конструкции открытых морфизмов и пока-
зывается совпадение временной языковой эквивалентности с введенной
абстрактной эквивалентностью. Заключение можно найти в разд. 5.

2. ВРЕМЕННЫЕ СТРУКТУРЫ СОБЫТИЙ

В этом разделе определяются основные понятия и определения, ка-
сающиеся временных структур событий и языковой эквивалентности
между ними.
Сначала напомним определение структуры событий [9]. Структура

событий состоит из множества событий вместе с отношением причин-
ной зависимости между ними. Более того, в модель введено отношение
конфликта между событиями, что делает модель недетерминированной.
Функция меток фиксирует действие, которое соответствует событию.
Пусть L — конечное множество действий. (Помеченной) структу-

рой событий над L называется четверка S = (E,≤,#, l), где E — это
счетное множество событий; ≤ ⊆ E ×E — это частичный порядок (от-
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ношение причинной зависимости), удовлетворяющий принципу конеч-
ности причин: ∀e ∈ E � {e′ ∈ E | e′ ≤ e} — конечное множество;
# ⊆ E × E — симметричное и иррефлексивное отношение (отноше-
ние конфликта), удовлетворяющее принципу наследования конфликта:
∀e, e′, e′′ ∈ E � e # e′ ≤ e′′ ⇒ e #e′′; l : E −→ L — функция меток.
Для структуры событий S = (E,≤, #, l) определим� = (E×E)\(≤

∪ ≤−1 ∪ #) — отношение параллелизма. Пусть C ⊆ E. Тогда C —
лево-замкнутое тогда и только тогда, когда ∀e, e′ ∈ E � e ∈ C ∧ e′ ≤
e ⇒ e′ ∈ C; C — бесконфликтное тогда и только тогда, когда ∀e, e′ ∈
C � ¬(e # e′); C — конфигурация S тогда и только тогда, когда C лево-
замкнуто и бесконфликтно. Пусть C(S) обозначает множество всех ко-
нечных конфигураций S. Для C ⊆ E ограничение S на C (обозначается
S	C): (C,≤ ∩(C×C), #∩(C×C), l |C). Далее будем использовать запись
O для обозначения пустой структуры событий (∅, ∅, ∅, ∅). Структура со-
бытий S называется структурой событий без автопараллелизма, если
∀e, e′ ∈ ES � ((e �S e′ ∧ lS(e) = lS(e′))⇒ e = e′). Далее будут рассмат-
риваться только структуры событий без автопараллелизма.
Теперь представим модель временных структур событий, которая

расширяет модель структур событий путем добавления раннего и позд-
него (относительно глобального времени) моментов выполнения каждо-
го события. Выполнение временной структуры событий называется вре-
менной конфигурацией. Зафиксируем два множества, с которыми будем
работать в дальнейшем. Пусть N обозначает множество натуральных
чисел, а R — множество неотрицательных вещественных чисел.
Определение 1.. (Помеченная) временная структура событий над

L — это тройка TS = (S, Eot, Lot), где S = (E,≤, #, l) — (поме-
ченная) структура событий над L; Eot, Lot : E → R — функции
раннего и позднего момента выполнения событий, удовлетворяющие
Eot(e) ≤ Lot(e) для всех e ∈ E.
Временная структура событий имеет корректное таймирование,

если e′ ≤S e ⇒ Eot(e′) ≤ Eot(e), и Lot(e′) ≤ Lot(e) для всех e, e′ ∈ E.
Далее рассматриваются только временные структуры событий с кор-
ректным таймированием.
Для изображения временных структур событий используются сле-

дующие соглашения. Метки-действия и временные ограничения, свя-
занные с событием, рисуются рядом с последним. Если это не мешает
пониманию, то для идентификации события будут использоваться толь-
ко метки-действия.
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Отношение причинной зависимости графически изображается дуга-
ми (исключая те, что получены по транзитивности), кроме того, рису-
ется отношение конфликта (исключая те, что получены по принципу
наследования конфликта). Следуя этим соглашениям, приведем триви-
альный пример временной структуры событий (см. рис. 1).

d : e4

a : e1

[0, 1]

c : e3

[0, 3] [0, 3]

b : e2

[0, 2]
TS1 : �

�
#

Рис. 1. Пример временной структуры событий

Временные структуры событий TS и TS′ изоморфны (TS � TS′),
если существует биекция ϕ : ETS −→ ETS′ такая, что e ≤TS e′ тогда
и только тогда, когда ϕ(e) ≤TS′ ϕ(e′), e #TS e′ тогда и только тогда,
когда ϕ(e) #TS′ ϕ(e′), lTS(e) = lTS′(ϕ(e)), EotTS(e) = EotTS′(ϕ(e)) и
LotTS(e) = LotTS′(ϕ(e)) для всех e, e′ ∈ ETS .
В данной работе рассматривается частично-упорядоченная семанти-

ка, основанная на временных pom-множествах. Сначала определим вре-
менное частично-упорядоченное множество как временную структуру
событий TP = (STP = (ETP , ≤TP , #TP , lTP ), EotTP , LotTP ) такую,
что #TP = ∅ и EotTP (e) = LotTP (e) для всех e ∈ ETP . Изоморфные
классы временных частично-упорядоченных множеств называются вре-
менными pom-множествами. Пустым временным pom-множеством
является (O, ∅, ∅). Будем использовать запись T PomL для обозначения
множества конечных временных pom-множеств, помеченных над L.
Пусть TS = (S, Eot, Lot) — временная структура событий, C ∈ C(S),

и T : C −→ R. Тогда TC = (C, T ) есть временная конфигурация TS
тогда и только тогда, когда выполнены следующие условия:
(i) ∀ e ∈ C � Eot(e) ≤ T (e) ≤ Lot(e);
(ii) ∀ e, e′ ∈ C � e ≤TS e′ ⇒ T (e) ≤ T (e′).
Неформально, временная конфигурация состоит из конфигурации

и временной функции, записывающей моменты выполнения событий
относительно глобального времени. Эта функция удовлетворяет неко-
торым дополнительным требованиям: (i) событие может выполниться
только в те моменты времени, которые заданы ее временными ограниче-
ниями; (ii) для всех событий e и e′, которые произошли, если e′ причин-
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но зависит от e, то e должна произойти раньше e′. Начальная временная
конфигурация TS — это TCTS = (∅, ∅). Будем писать T C(TS) для обо-
значения множества всех временных конфигураций TS. Чтобы проил-
люстрировать это понятие, рассмотрим множество всех возможных вре-
менных конфигураций для временной структуры событий TS1, изобра-
женной на рис. 1: {(∅, ∅), ({e1}, T1), ({e3}, T2), ({e1, e3}, T3), ({e1, e2}, T4),
({e3, e4}, T5), ({e1, e2, e3}, T6), ({e1, e3, e4}, T7), | T1(e1) ∈ [0, 1]; T2(e3) ∈
[0, 3]; T3(e1) ∈ [0, 1], T3(e3) ∈ [0, 3]; T4(e1) ∈ [0, 1], T4(e2) ∈ [0, 2], T4(e1) ≤
T4(e2); T5(e3), T5(e4) ∈ [0, 3], T5(e3) ≤ T5(e4); T6(e1) ∈ [0, 1], T6(e2) ∈
[0, 2], T6(e3) ∈ [0, 3], T6(e1) ≤ T6(e2); T7(e1) ∈ [0, 1], T7(e3), T7(e4) ∈ [0, 3],
T7(e3) ≤ T7(e4)}.
Для временной конфигурации TC = (C, T ) ограничение TS на TC

(обозначается как TS	TC) определено как изоморфный класс (S	C, T ).
Для TC1 = (C1, T1), TC2 = (C2, T2) ∈ T C(TS) будем писать TC1 −→
TC2, если и только если C1 ⊆ C2, T2|C1 = T1, и ∀e ∈ C1 ∀e′ ∈ (C2 \C1) �

T1(e) ≤ T2(e′); TC1
TP−→ TC2 тогда и только тогда, когда TC1 −→ TC2 и

TP — изоморфный класс (STS	(C2 \ C1), T2|(C2\C1)).

Множество Ltp(TS) = {TP | TCTS
TP→ TC для некоторого TC ∈

T C(TS)} называется временным частично-упорядоченным языком TS
(tp-язык).
Теперь приведем определение языковой эквивалентности, основан-

ное на временных pom-множествах (TP -эквивалентность), на множе-
стве временных структур событий.
Определение 2.. Временные структуры событий TS и TS′ TP -

эквивалентны (обозначается TS ≡TP TS′) тогда и только тогда, ко-
гда Ltp(TS) = Ltp(TS′).
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Рис. 2. TP -эквивалентные временные структуры событий
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Рассмотрим временные структуры событий, изображенные на рис.
2, имеем TS2 ≡TP TS3, но TS1 �≡TP TS2, так как временное pom-мно-

жество
[t1,t1]

c (t1 ∈ [0, 3]) принадлежит Ltp(TS1), но не принадлежит
Ltp(TS2).

3. КАТЕГОРИЯ ВРЕМЕННЫХ СТРУКТУР СОБЫТИЙ

В этом разделе определяется категория временных структур собы-
тий.
Для начала введем понятие морфизма между временными структу-

рами событий.
Определение 3.. Морфизм между временными структурами со-

бытий TS = (E, ≤, #, l, Eot, Lot) и TS′ = (E′, ≤′, #′, l′, Eot′, Lot′),
µ : TS → TS′ — это функция µ : E → E′ такая, что:

• l′ ◦ µ = l;
• TC = (C, T ) ∈ T C(TS) ⇒ (µ C, T ′) ∈ T C(TS′) с T ′ ◦ µ = T , и

∀e, e′ ∈ C � µ(e) = µ(e′) ⇒ e = e′;
∀e, e′ ∈ C � µ(e) < µ(e′) ⇔ e < e′.

Для временной конфигурации TC = (C, T ) будем писать µ TC вме-
сто (µ C, T ′) с T ′ ◦ µ = T .
Рассмотрим полезное свойство введенного морфизма.
Теорема 1.. Пусть µ : TS → TS′ — морфизм и TP — временное

pom-множество. Если TCTS
TP−→ TC в TS, тогда TCTS′

TP−→ µ TC в
TS′.
Доказательство. Следует из определений морфизма и отношения TP→ .

�

Следствие 1.. Пусть µ : TS → TS′ — морфизм и TS ∈ T C(TS).
Тогда TS	TC ≈ TS′	µ TC.
Теперь определим категорию временных структур событий следую-

щим образом.
Определение 4.. Временная структура событий (помеченная над

L) с морфизмами между ними формирует категорию временных струк-
тур событий T SL, в которой композиция морфизмов есть обычная
композиция функций, а тождественный морфизм есть тождествен-
ная функция.
Предложение 1.. T SL — категория.
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Предложение 2.. Для временной структуры событий TS и вре-
менного pom-множества TP = ((ETP ,≤TP , lTP ), EotTP ) любой вре-
менной конфигурации TC в TS такой, что TCTS

TP−→ TC, можно со-
поставить только один морфизм µ : TP → TS такой, что

µ (ETP , EotTP ) = TC.

4. ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ

Следуя статье [3], выберем временные pom-множества и специаль-
ные морфизмы между ними в качестве полной подкатегории категории
временных структур событий. Пусть T P∗

L обозначает подкатегорию ка-
тегории T PL, в которой объекты принадлежат T PomL, а морфизмы —
тождественные морфизмы или морфизмы с пустой областью определе-
ния. Теперь воспользуемся общей схемой, предложенной в работе [3],
чтобы определить понятие отрытого морфизма.
Определение 5.. Морфизм µ : TS → TS′ в T SL называется T P∗

L-
открытым тогда и только тогда, когда из существования морфизмов
µ′ : TP → TP ′ в T P∗

L, µ′′ : TP → TS и µ′′′ : TP ′ → TS′′ в T SL таких,
что µ ◦ µ′′ = µ′′′ ◦ µ′, следует существование морфизма µ̃ : TP ′ → TS
в T SL такого, что µ′′ = µ̃ ◦ µ′ и µ′′′ = µ ◦ µ̃.
Далее приведем характеризацию T P∗

L-открытости для морфизмов.
Теорема 2.. Морфизм µ : TS → TS′ является T P∗

L-открытым то-
гда и только тогда, когда для любого временного pom-множества TP

верно: если TCTS′
TP−→ TC′ в TS′, то TCTS

TP−→ TC в TS и µ TC = TC′.
Доказательство. Проводится по стандартной схеме с использованием
определения морфизма и Предложения 2. �

Теперь введем абстрактное понятие бисимуляции, используя откры-
тые морфизмы.
Определение 6.. Временные структуры событий TS1 и TS2 на-

зываются T P∗
L-бисимуляционными, если и только если существует

конструкция T P∗
L-открытых морфизмов TS1

µ←− TS
µ′
−→ TS2 с вер-

шиной TS.
Заметим, что из Теоремы 3 (см. ниже) следует, что T P∗

L-бисимуляция
является отношением эквивалентности.
Теорема 3.. Пусть µ1 : TS1 → TS и µ2 : TS2 → TS — T P∗

L-
открытые морфизмы. Тогда существует временная структура собы-
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тий TSx, и T P∗
L-открытые морфизмы µ′

1 : TSx → TS1, µ′
2 : TSx →

TS2 такие, что µ1 ◦ µ′
1 = µ2 ◦ µ′

2.
Доказательство. Без ограничения общности считаем, что TSi = (Ei,
≤i, #i, li, Eoti, Loti) для i ∈ {1, 2}.
Для начала построим временную структуру событий

TSx = +(TSTC1×TC2 | TCi = (Ci, Ti) ∈ T C(TSi)

для всех i ∈ {1, 2}, µ1 TC1 = µ2 TC2), где TSTC1×TC2 = (ETC1×TC2 ,
≤TC1×TC2 , #TC1×TC2 , lTC1×TC2 , EotTC1×TC2 , LotTC1×TC2) определена
так:

• ETC1×TC2 = {(e1, e2)TC1×TC2 ∈ C1 × C2 | µ1(e1) = µ2(e2)};
• (e1, e2)TC1×TC2 ≤TCi (e′1, e

′
2)TC1×TC2 ⇐⇒ ei ≤i e′i для всех i ∈

{1, 2};
• #TC1×TC2 = ∅;
• lTC1×TC2((e1, e2)TC1×TC2) = li(ei) для некоторого i ∈ {1, 2};
• EotTC1×TC2((e1, e2)TC1×TC2) = Ti(ei) для некоторого i ∈ {1, 2};
• LotTC1×TC2((e1, e2)TC1×TC2) = Ti(ei) для некоторого i ∈ {1, 2}.

Здесь и далее, "+" обозначает алгебраическую операцию, которая озна-
чает, что все события одной компоненты находятся в отношении кон-
фликта (#-отношение) со всеми событиями другой компоненты. По по-
строению получаем, что TSx действительно является временной струк-
турой событий (имеющей корректное таймирование).
Далее, определяем отображения µ′

i : TSx −→ TSi следующим об-
разом: µ′

i(e1, e2) = ei (i = 1, 2). Легко проверить, что эти отображения
являются морфизмами. Равенство µ1 ◦ µ′

1 = µ2 ◦ µ′
2 немедленно следует

из построения TSx и определения µ′
i (i ∈ {1, 2}).

Наконец, покажем, что µ′
i является TP ∗

L-открытым морфизмом (i ∈
{1, 2}). Предположим, что TCTSi

TP→ TCi в TSi, тогда по Теореме 1
имеем: TCTS

TP→ µi TCi в TS. Это влечет следующий факт: TCTS3−i

TP→
TC3−i в TS3−i и µi TCi = µ3−i TC3−i, согласно Теореме 2. Тогда мож-
но построить TSTC1×TC2 как часть TSx. Легко видеть, что TCx =
(ETC1×TC2 , EotTC1×TC2) ∈ T C(TSx) и TSx	TCx � TSi	TCi. Это озна-
чает, что TCTSx

TP→ TCx в TSx. Более того, верно следующее: µ′
i TCx =

TCi по определению µ′
i. Таким образом, µ′

i действительно TP ∗
L-открытый

морфизм (i ∈ {1, 2}), по Теореме 2. �

Установим совпадение абстрактной бисимуляции и временной язы-
ковой эквивалентности.
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Теорема 4.. Пусть TS1 и TS2 — временные структуры событий.
TS1 и TS2 T P∗

L-бисимуляционны тогда и только тогда, когда они TP -
эквивалентны.
Доказательство.

(⇒) Пусть TS1
µ1← TS

µ2→ TS2 — конструкция TP ∗
L-открытых мор-

физмов. Нам нужно показать, что Ltp(TS1) = Ltp(TS2). Докажем, что
Ltp(TS1) ⊆ Ltp(TS2). Доказательство того, что Ltp(TS2) ⊆ Ltp(TS1)
симметрично. Возьмем произвольное TP ∈ Ltp(TS1). Это означает, что
TCTS1

TP→ TC1 в TS1. По Теореме 2 получаем, что TCTS
TP→ TC в TS

и µ1 TC = TC1, так как µ1 — открытый морфизм. По Теореме 1 сле-
дует, что TCTS2

TP→ µ2 TC в TS2, т. е. TP ∈ Ltp(TS2). Таким образом,
Ltp(TS1) = Ltp(TS2).

(⇐) Пусть Ltp(TS1) = Ltp(TS2). Без ограничения общности можно
считать, что TSi = (Ei, ≤i, #i, li, Eoti, Loti) для i ∈ {1, 2}.
Сначала построим структуру TS = +(TSTC1×TC2 | TCi = (Ci, Ti) ∈

T C(TSi) для всех i ∈ {1, 2}, TS1	TC1 � TS2	TC2), где TSTC1×TC2 =
(ETC1×TC2 , ≤TC1×TC2 , #TC1×TC2 , lTC1×TC2 , EotTC1×TC2 , LotTC1×TC2)
определена так:

• ETC1×TC2 = {(e1, e2)TC1×TC2 ∈ C1 × C2 | φ : TSi	TCi −→
TS3−i	TC3−i, φ — изоморфизм и φ(ei) = e3−i для некоторого
i ∈ {1, 2}};
• (e1, e2)TC1×TC2 ≤TCi (e′1, e

′
2)TC1×TC2 ⇐⇒ ei ≤i e′i для всех i ∈

{1, 2};
• #TC1×TC2 = ∅;
• lTC1×TC2((e1, e2)TC1×TC2) = li(ei) для некоторого i ∈ {1, 2};
• EotTC1×TC2((e1, e2)TC1×TC2) = Ti(ei) для некоторого i ∈ {1, 2};
• LotTC1×TC2((e1, e2)TC1×TC2) = Ti(ei) для некоторого i ∈ {1, 2}.
Далее определим отображения µi : TS −→ TSi следующим обра-

зом: µi(e1, e2) = ei (i = 1, 2). Легко проверить, что µ1 и µ2 являются
морфизмами.
Наконец, проверим, что µi — TP ∗

L-открытый морфизм (i ∈ {1, 2}).
Пусть TCTSi

TP→ TCi в TSi. Тогда TP ∈ Ltp(TS1). Так как Ltp(TS1) =

Ltp(TS2), то TCTS3−i

TP→ TC3−i в TSTS3−i для некоторой временной
конфигурации TC3−i. Это означает, что TSi	TCi � TS3−i	TC3−i. То-
гда можно построить TSTC1×TC2 как часть TS. Легко видеть, что TC =
(ETC1×TC2 , EotTC1×TC2) ∈ T C(TS), и TS	TC � TSi	TCi. Это означает,
что TCTS

TP→ TC в TS. Кроме того, имеем µi TC = TCi в силу опреде-
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ления µi. Таким образом, µi — TP ∗
L-открытый морфизм (i ∈ {1, 2}) по

Теореме 2. �

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В этой работе сделана попытка применить методы теории открытых
морфизмов [3] при исследовании языковых эквивалентностей времен-
ных моделей с семантикой “истинного параллелизма”. В частности, по-
лучена теоретико-категорная характеризация наиболее известной экви-
валентности — временной языковой эквивалентности — для временных
структур событий. В дальнейшем планируется расширить полученный
результат на временные варианты частично-упорядоченной бисимуля-
ционной и тестовой эквивалентностей.
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