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1. ВВЕДЕНИЕ 

Существует три основных подхода к обеспечению эффективной экс-
плуатации суперкомпьютеров как машин с параллельной архитектурой: 
использование параллельных языков, использование библиотек и автомати-
ческое распараллеливание программ. Все три направления интенсивно раз-
виваются, но наиболее привлекательным остается третий подход, поскольку 
решает проблему переносимости старых последовательных программ на 
суперкомпьютеры. 

Несмотря на то что автоматическое распараллеливание программ — 
достаточно трудная задача, существующее ее решение обеспечило коммер-
ческий успех суперкомпьютеров на быстро меняющемся рынке вычисли-
тельной техники. В настоящее время по грубой оценке в мире эксплуатиру-
ется порядка тысячи суперкомпьютеров различных параллельных архитек-
тур с производительностью, измеряемой в гигафлопах и даже выше. На 
большинстве из них в качестве языка программирования используется Фор-
тран (Фортран 77, Фортран 90), а в состав программного обеспечения вхо-
дит распараллеливающий Фортран-компилятор. 

Создание успешно работающих распараллеливающих компиляторов для 
ЭВМ с параллельной архитектурой (векторно-конвейерные ЭВМ, мульти-
процессорные системы, машины с VLIW-архитектурой) стало возможным 
за счет развития методов оптимизирующей трансляции. Произошло суще-
ственное расширение класса преобразований, необходимых для достижения 
приемлемой эффективности при трансляции с языков высокого уровня, за 
счет включения в него конвейеризующих, векторизующих и других преоб-
разований, ориентированных на те или иные особенности архитектур пер-
спективных ЭВМ    [1–5, 7, 8, 10–12, 23, 18–22, 30, 31].  Класс оптимизаций 
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расширился не только преобразованиями программ в рамках одной модели 
вычислений, например некоторой модели последовательных или асинхрон-
ных вычислений, но и так называемыми конструирующими преобразова-
ниями1, переводящими программы из одних моделей в другие, например, 
сопоставляющими определенным последовательным программам эквива-
лентные им параллельные. При этом процессы оптимизирующей трансля-
ции, так или иначе реализуемые распараллеливающими компиляторами, 
осуществляются по «типовой» схеме трансформационного конструирова-
ния эффективной программы (трансформационного синтеза) [15, 16]. Схема 
предполагает последовательное выполнение следующих шагов.  

1. Применение оптимизирующих преобразований, позволяющих при-
водить программу в рамках исходной модели вычислений к ориенти-
рованному на применение конструирующих преобразований виду.  

2. Применение конструирующих преобразований, переводящих про-
грамму из исходной модели в результирующую.  

3. Применение оптимизирующих преобразований в рамках результи-
рующей модели. 

Расширение оптимизаций привело к следующим изменениям в их клас-
сификации [10]. 

Поскольку параллельные машины обладают большим разнообразием 
архитектур, наряду с разбиением, имеющим место для оптимизаций для 
последовательных ЭВМ, произошло выделение в классе машинно-
зависимых оптимизаций не только машинно-ориентированных, но и архи-
тектурно-ориентированных оптимизаций. Этот подкласс, как и машинно-
ориентированные преобразования, содержит оптимизации, в которых зави-
симости от конкретной машины могут быть вынесены в набор параметров, 
что позволяет реализовать их не на уровне машинного языка конкретной 
ЭВМ. Фактически машинно-ориентированные оптимизации можно рас-
сматривать как архитектурно-ориентированные преобразования для класса 
последовательных машин. Степень зависимости преобразований от кон-
кретной архитектуры может быть различной, например, можно различать 
мелкозернистые оптимизации, которые ориентированы на архитектуры, 
эксплуатирующие мелкозернистый параллелизм, и VLIW-оптимизации, 
реализуемые в рамках языка абстрактной VLIW-машины [31].  

В рамках разделения оптимизаций по способу реализации (смешанная 
стратегия, оптимизирующие преобразования) произошли следующие изме-

                                                           
1 Здесь мы используем классификацию оптимизаций, предложенную В.Н. Касьяновым; она 

является обобщением предложенной им классификации оптимизаций для последовательных 
компьютеров [15] и подробно описана в [9]. 
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нения. Смешанная стратегия стала частью подкласса конструирующих пре-
образований, который наряду с преобразованиями для последовательных 
программ, такими как, например, заменяющие рекурсию на цикл, включает 
так называемые распараллеливающие преобразования, связанные с по-
строением параллельной программы по последовательной: векторизующие 
преобразования [3]; преобразования компактификации или упаковки [1, 20, 
31] и т. п. Что касается класса оптимизирующих преобразований, то он 
расширился за счет оптимизаций параллельных программ и так называемых 
реструктурирующих преобразований, которые ориентированы на приведе-
ние преобразуемой программы к виду, более подходящему для выполнения 
конструирующих преобразований. Следует отметить, что последнее разде-
ление не является абсолютным: одно и то же преобразование в одном 
трансляторе (в рамках одной системы преобразований) может быть оптими-
зирующим, а в другом — реструктурирующим. 

Основная задача распараллеливающего компилятора — извлечь как 
можно больше скрытого параллеллизма из участков повторяемости после-
довательной программы, определяющих основное время ее выполнения: 
циклов и рекурсивных процедур. Это требует изменения порядка исполне-
ния операторов в участках повторяемости последовательной программы, 
которые до выполнения алгоритмов распараллеливания, в случае отсутст-
вия рекурсивных процедур, можно привести к виду гнезд DO-циклов (см., 
например, [5]). Поэтому гнездо DO-циклов берется в качестве модели про-
граммы для рассматриваемых в статье алгоритмов распараллеливания. Ус-
ловия возможности проведения тех или иных преобразований выражаются 
в виде так называемых программных зависимостей. Зависимость в общем 
смысле есть отношение между двумя вычислениями, которое налагает ог-
раничения на порядок их исполнения. Статический анализ зависимостей 
идентифицирует эти ограничения и дает информацию для проведения рест-
руктурирующих преобразований во время трансляции. 

Алгоритмы распараллеливания циклов — это весьма важный класс ре-
структурирующих преобразований. Они особенно привлекательны тем, что 
их применение не требует знания целевой архитектуры. Эти алгоритмы 
можно рассматривать как завершающую стадию машинно-независимой 
части процесса генерации параллельного кода распараллеливающим ком-
пилятором. Распараллеливание циклов позволяет обнаружить параллелизм 
(преобразуя циклы DO в циклы DOALL) и выявить те зависимости, которые 
ответственны за изначально «последовательное» состояние некоторых опе-
раций исходной программы. 
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Разумеется, следующая стадия генерации кода, связанная с выполнени-
ем конструирующих преобразований и преобразований параллельных про-
грамм, должна будет принимать во внимание параметры целевой архитек-
туры. Нахождение подходящего уровня зернистости является ключом к 
высокой производительности. Кроме того, необходимо рассматривать такие 
важные аспекты, как распределение данных и оптимизацию коммуникаций. 
Все эти проблемы весьма важны, но в данной работе не будут рассматри-
ваться. 

Данная работа посвящена изучению различных алгоритмов обнаружения 
параллелизма (в гнездах циклов), основанных на: 

1) простой декомпозиции графа зависимостей на сильно связные компо-
ненты (такие как алгоритм Аллена и Кеннеди [24]); 
2) унимодулярных преобразованиях цикла — либо специальных преоб-
разованиях (алгоритм Банержи [27]), либо автоматически генерируемых 
(алгоритм Вольфа и Лэма [60]); 
3) планировании — либо одномерном [37, 39, 46] (особый случай — ме-
тод гиперплоскостей [55]), либо многомерном [42, 47]. 
Существующие алгоритмы распараллеливания циклов различаются по 

многим направлениям. Во-первых, они используют различные математиче-
ские инструменты: графовые алгоритмы в случае (1), матричные вычисле-
ния в (2), линейное программирование в (3). Во-вторых, они принимают на 
входе различные описания зависимостей по данным: графовое описание и 
уровни зависимостей в (1), векторы направления в (2), описание зависимо-
стей в виде многогранников или аффинных выражений в (3). Для каждого 
из этих алгоритмов мы определим основные понятия, лежащие в их основе, 
и обсудим их сильные и слабые стороны как на примерах, так и в сравнении 
«оптимальных» результатов. 

Нас будет интересовать характеристика того, какой алгоритм наилуч-
шим образом подходит для того или иного заданного представления зави-
симостей. Понятно, что нет необходимости использовать усложненный ал-
горитм анализа зависимостей, если алгоритм распараллеливания не сможет 
воспользоваться точностью его результата. И наоборот, нет смысла в ис-
пользовании точнейшего алгоритма распараллеливания, если представление 
зависимостей не будет достаточно точным. 

Оставшаяся часть работы организована следующим образом. Разд. 2 по-
священ краткому обзору предмета рассмотрения, а именно — алгоритмов 
распараллеливания циклов. В разд. 3 мы рассмотрим основные абстракции 
зависимостей: уровни зависимостей, векторы направлений, многогранники 
зависимостей. Алгоритм Аллена—Кеннеди [24] приведен в разд. 4, алго-



146 Программные средства и математические основы информатики  

ритм Вольфа—Лэма [60] — в разд. 5. Показано, что оба алгоритма являют-
ся «оптимальными» в классе алгоритмов распараллеливания, использую-
щих ту же самую абстрактную конструкцию в качестве входного представ-
ления, а именно — уровни зависимостей у Аллена и Кеннеди и векторы 
направлений у Вольфа и Лэма. В разделе 6 мы представим алгоритм Дар-
тье—Вивьена [36], охватывающий оба предыдущих. Он основан на обоб-
щении векторов направления — многогранниках зависимостей. В разд. 7 
мы приведем краткий обзор алгоритма Фотрие [46, 47], основанного на 
точных аффинных зависимостях. Наконец, в разд. 8 будут высказаны неко-
торые заключения. 

2. ВХОД И ВЫХОД РАСПАРАЛЛЕЛИВАЮЩИХ АЛГОРИТМОВ 

Вложенные DO-циклы в состоянии описывать объем вычислений, раз-
мер которого значительно превосходит размер соответствующей програм-
мы. Например, рассмотрим n вложенных циклов, счетчики которых описы-
вают n-мерный куб с ребром N: эти циклы вмещают в себя объем вычисле-
ний размером Nn. Часто случается, что такие гнезда циклов содержат нену-
левую степень параллелизма, т. е. множество независимых вычислений 
размером Ω(Nr) для r ≤ 1. 

Это делает задачу распараллеливания вложенных циклов очень трудной 
и интересной: распараллеливающий компилятор должен уметь определять 
по возможности ненулевую степень параллелизма за время, непропорцио-
нальное по сравнению с последовательным исполнением цикла. Чтобы та-
кое стало возможным, эффективные алгоритмы распараллеливания должны 
иметь сложность, входной размер и выходной размер, зависящие только от 
n, но ни в коем случае не от N, т. е. зависящие от размера последовательно-
го кода, а не от количества описываемых им вычислений. 

Входом распараллеливающего алгоритма является описание зависимо-
стей, которые связывают отдельные вычисления. Выходом является описа-
ние эквивалентного кода с явным параллелизмом. 

2.1. Вход: граф зависимостей 

Каждый оператор гнезда циклов окружен несколькими циклами. Каждая 
итерация этих циклов определяет конкретное исполнение оператора, назы-
ваемое операцией. Зависимости между операциями представлены ориенти-
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рованным ациклическим графом2 — расширенным графом зависимостей 
(РГЗ). Количество вершин РГЗ равно количеству операций в гнезде циклов. 
Исполнение операций гнезда циклов в соответствии с определяемым РГЗ 
частичным порядком гарантирует сохранение корректности результата вы-
числения. Распознавание параллелизма в гнезде циклов сводится к нахож-
дению цепей антизависимостей в РГЗ. Понятие «расширенного графа зави-
симостей» иллюстрирует пример 1. Соответствующий РГЗ изображен на 
рис. 1. 

 
Пример 1. 
 
DO i=1,n 

DO j=1,n 
a(i,j)=a(i-1,j-1)+a(i,j-1) 

ENDDO 
ENDDO 
 

 
Рис. 1. РГЗ фрагмента примера 1 

                                                           
2 Здесь и далее мы используем стандартную терминологию теории графов (см., например, 

[13]). 
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К сожалению, РГЗ не может быть использован в качестве входного 

представления для распараллеливающих алгоритмов, так как обычно он 
слишком велик и не может быть точно описан во время компиляции. Вме-
сто него используется так называемый сокращенный граф зависимостей 
(СГЗ) — сжатое и приближенное представление РГЗ. Это приближение 
должно быть надмножеством РГЗ, чтобы сохранить отношения зависимо-
сти. В СГЗ имеется одна вершина для каждого оператора гнезда циклов, его 
дуги помечены в соответствии с выбранным приближением зависимостей 
(см. более подробное изложение в разделе 3). На рис. 2 представлены два 
возможных СГЗ для программы из примера 1, соответствующих двум раз-
личным приближениям зависимостей. 

Поскольку входом является СГЗ, а не РГЗ, распараллеливающий алго-
ритм не способен отличить два различных РГЗ, имеющих один СГЗ. Следо-
вательно, удастся распознать только параллелизм, содержащийся в СГЗ. 
Таким образом, качество распараллеливающего алгоритма должно оцени-
ваться относительно анализа зависимостей. 

Например, программы из примеров 1 и 2 имеют один и тот же СГЗ с 
уровнями зависимостей (рис. 2(а)). Таким образом, распараллеливающий 
алгоритм, принимающий на входе СГЗ с уровнями зависимостей, не в со-
стоянии различить две программы. Однако программа из примера 1 содер-
жит один уровень параллелизма, тогда как программа из примера 2 является 
существенно последовательной. 

 

Пример 2. 
 

DO i = 1, n 
DO j = 1, n 

a(i, j) = 1 + a(i-1, n) + a(i, j-1) 
ENDDO 

ENDDO 
 

 
 a б 

Рис. 2. Сокращенный граф зависимостей: (а) с уровнями зависимостей;  
(б) с векторами направлений 
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2.2. Выход: вложенные циклы 

Размер распараллеленного кода, как упоминалось ранее, не должен зави-
сеть от количества описываемых им операций. В этом причина того, что 
результат работы распараллеливающего алгоритма всегда должен описы-
ваться множеством циклов3. 

Имеются по крайней мере три способа определить новый порядок на 
операциях заданного гнезда циклов (то есть три способа определить выход 
распараллеливающего алгоритма) в терминах вложенных циклов. 

1. Использование элементарных преобразований циклов в качестве ба-
зовых шагов алгоритма, таких как распределение цикла (в алгоритме 
Аллена и Кеннеди), перестановка или перекос циклов (как в алго-
ритме Банержи). 

2. Линейное изменение базы области итераций, то есть применение 
унимодулярного преобразования на векторах итераций (как в алго-
ритме Вольфа и Лэма). 

3. Определение d-мерного плана, т. е. применение аффинного преобра-
зования из Ζn в Ζd и интерпретация преобразования как многомер-
ной временной функции. Каждая компонента соответствует после-
довательному циклу, а недостающие (n – d) размерностей соответст-
вуют циклам DOALL (как в алгоритмах Фотрие и Дарте—Вивьен). 

Результат работы этих трех схем преобразований, разумеется, может 
быть описан в терминах гнезд циклов после более или менее сложного про-
цесса переписывания (см. [32, 35, 39, 60, 65]). Здесь мы не будем говорить о 
переписывании. Вместо этого мы сосредоточимся на связи между представ-
лением зависимостей (входом) и преобразованиями циклов, используемыми 
распараллеливающим алгоритмом (выходом). Нашей целью является фор-
мулировка того, какой алгоритм окажется оптимальным для заданного 
представления зависимостей. «Оптимальный» означает здесь, что алгоритм 
в состоянии выявить максимальное количество параллельных циклов. 

                                                           
3 Эти циклы могут быть произвольно сложными, при условии, что их сложность 

зависит только от размера исходного кода. Очевидно, что чем проще результат, тем 
лучше. Но в этом контексте значение слова «проще» не совсем тривиально, по-
скольку все зависит от оптимизаций, которые могут последовать далее. Обычно 
полагается, что структурная простота предпочтительна. 
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3. АБСТРАКЦИИ ЗАВИСИМОСТЕЙ 

Для ясности мы ограничим изложение случаем совершенного гнезда 
DO-циклов с аффинными границами. Это ограничение позволяет описать 
итерации n вложенных циклов (n называется глубиной гнезда циклов) с век-
торами из Ζn (называемыми векторами итераций), содержащимися в ко-
нечном выпуклом многограннике (называемом областью итераций), огра-
ниченном границами циклов. i-я компонента вектора итерации является 
значением счетчика i-го цикла в гнезде, считая от самого внешнего к само-
му внутреннему. Таким образом, в последовательной программе итерации 
исполняются в лексикографическом порядке их векторов итераций. 

Введем следующие обозначения:  
D — область итераций в виде многогранника; I и J — n-мерные векторы 

итераций в D; Si — i-й оператор в гнезде циклов, где 1 ≤ i ≤ s. Мы будем 
писать I >l J, если I лексикографически больше J, и I ≥l J, если I >l J или  
I = J. 

В разд. 3.1 описываются различные концепции графов зависимостей, 
неформально введенные в разд. 2.1: расширенные графы зависимостей 
(РГЗ), сокращенные графы зависимостей (СГЗ), графы истинных зависимо-
стей (ГИЗ), а также понятие множеств расстояний. В разд. 3.2 мы формаль-
но определим понятие многогранного сокращенного графа зависимостей 
(МСГЗ), то есть сокращенного графа зависимостей, дуги которого помече-
ны многогранниками. Наконец в разд. 3.3 мы покажем, как модель МСГЗ 
обобщает классические абстракции множеств расстояний, такие как уровни 
зависимостей и векторы направления. 

3.1. Графы зависимостей и множества расстояний 

Отношения зависимостей между операциями определяются условиями 
Бернштейна [30]. Вкратце, две операции связаны зависимостью, если обе 
они обращаются к одной и той же области памяти и по меньшей мере одно 
из обращений производит запись в эту область. Зависимость имеет направ-
ление в соответствии с последовательным порядком, от первой исполнен-
ной операции к последней. В зависимости от порядка операций записи 
и/или чтения, зависимость называется потоковой зависимостью, антизави-
симостью или выходной зависимостью. Мы будем писать Si(I) ⇒ Sj(I), если 
оператор Sj на итерации J зависит от оператора Si на итерации I. Частичный 
порядок, определяемый отношением ⇒, описывает расширенный граф за-
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висимостей (РГЗ). Заметим, что (J - I) всегда является лексикографически 
ненулевым, когда Si(I) ⇒ Sj(J). 

В общем случае РГЗ не может быть вычислен во время компиляции, ли-
бо в силу недостатка информации (такой как значения параметров границ 
цикла или даже точное число обращений к памяти), либо из-за того, что 
генерация полного графа обходится слишком дорого (см. в [61, 66] обзор 
алгоритмов проверки зависимостей, таких как проверка наибольших общих 
делителей [24, 28], тест Банержи [27–29], ω-тест [58], λ-тест [56], I-тест [48]; 
в [45] — более детальное изложение точного анализа зависимостей). Вме-
сто этого рассматривается представление зависимостей в виде меньшего по 
размеру ориентированного графа с циклами, имеющего s вершин (по коли-
честву операторов), который называется сокращенным графом зависимо-
стей (СГЗ) (или графом зависимостей на уровне операторов). 

СГЗ представляет собой сжатие РГЗ. В СГЗ два оператора Si и Sj явля-
ются зависимыми (мы будем обозначать это как e: Si → Sj), если существует 
по меньшей мере одна пара (I, J) такая, что Si(I) ⇒ Sj(J). Дуга4 e от Si к Sj в 
СГЗ помечена множеством {(I, J) ∈ D2 | Si(I) ⇒ Sj(J)} или аппроксимацией 
De, содержащей это множество. Точность этой аппроксимации и ее пред-
ставление и составляют силу алгоритма анализа зависимостей. 

Другими словами, СГЗ описывает в сокращенной форме граф зависимо-
стей на уровне итераций, называемый (максимальным) графом истинных 
зависимостей (ГИЗ), представляющий собой подмножество РГЗ. ГИЗ и РГЗ 
имеют одни и те же вершины, но ГИЗ имеет большее количество дуг, опре-
деляемых следующим образом: 

 
(Si,I) ⇒ (Sj,J) (в ГИЗ) ⇔  

∃ e = (Si, Sj) (в РГЗ), такая, что (I, J) ∈ De. 
 
Для определенного класса вложенных циклов существует возможность 

выразить в точности это множество пар (I, J) (см. [45]): I задается как аф-
финная функция (в некоторых конкретных случаях, включающих функции 
нахождения ближайшего целого снизу или сверху) fi,j от J, где J изменяется 
в пределах многогранника Pi,j: 

 
                    {(I, J) ∈ D2 | Si(I) ⇒ Sj(J)} = {(fi,j(J),J) | J ∈ Pi,j ⊂ D}.                 (1) 

 
                                                           
4 Такая дуга существует для каждой пары обращений к памяти, вызывающих за-

висимость между Si и Sj. 



152 Программные средства и математические основы информатики  

Однако большинство алгоритмов анализа зависимостей вместо множе-
ства пар (I, J) вычисляет множество Ei,j всех возможных значений (J - I). Ei,j 
называется множеством векторов расстояния, или множеством расстоя-
ний: 

 
Ei,j = {(J – I) | Si(I) ⇒ Sj(J)}. 

 
В случаях, когда возможно провести точный анализ зависимостей, ра-

венство 1 показывает, что множество векторов расстояния является проек-
цией целочисленных точек многогранника. Это множество может быть ап-
проксимировано его выпуклой оболочкой или более или менее точным 
многогранником большего размера (или конечным объединением много-
гранников). Когда множество векторов расстояния представлено конечным 
объединением многогранников, соответствующая дуга зависимостей в СГЗ 
разлагается на кратные дуги. 

Заметим, что представление с помощью векторов расстояния не эквива-
лентно представлению с помощью пар (как в равенстве 1), поскольку теря-
ется информация о расположении в РГЗ этого вектора. Это может вызвать 
даже некоторое уменьшение количества параллелизма, как будет показано в 
примере 9. Однако такое представление все же остается полезным, особен-
но в случаях, когда точный анализ зависимостей слишком накладен или 
вообще неосуществим. 

Классическими представлениями множеств расстояний (в порядке 
уменьшения точности) являются: 

− уровни зависимостей, введенные и использованные в распараллели-
вающем алгоритме Аллена и Кеннеди [24, 25]; 

− векторы направления, введенные Лампортом [55] и Вольфом [62, 
63], а затем использованные в распараллеливающем алгоритме 
Вольфа и Лэма [60]; 

− многогранники зависимостей, введенные в работе [50] и использо-
ванные в алгоритме с разделением супервершин Иригойна и Триоле 
[51]. Более подробное описание многогранников зависимостей мож-
но найти в работах по проекту PIPS [49]. 

Теперь мы дадим формальное определение сокращенных графов зави-
симостей, дуги которых помечены многогранниками зависимостей. Затем 
мы покажем, что это представление объединяет два других представления, а 
именно — уровни зависимостей и векторы направления. 

 
 



 Касьянов В. Н., Мирзуитова И. Л. Алгоритмы распараллеливания циклов  153 

3.2. Многогранные сокращенные графы зависимостей  

Вспомним математическое определение многогранника и то, как можно 
провести его декомпозицию на вершины, лучи и линии. 

Множество P векторов в пространстве Qn называется (выпуклым) много-
гранником, если существуют целочисленная матрица A и целочисленный 
вектор b такие, что 

P = {x | x ∈ Qn, Ax ≤ b}. 
Политопом называется ограниченный многогранник. 
Справедливы следующие свойства. Любой многогранник может быть 

разложен на сумму политопа и многогранного конуса. Политоп определяет-
ся его вершинами, и каждая точка политопа является неотрицательной ба-
рицентрической комбинацией вершин политопа. Многогранный конус мо-
жет быть определен с помощью его лучей и линий. Любая точка много-
гранного конуса есть сумма неотрицательной комбинации его лучей и про-
извольной комбинации его линий. 

Таким образом, многогранник зависимостей P может быть эквивалентно 
определен с помощью множества вершин (обозначаемых {v1, ..., vω}), мно-
жества лучей (обозначаемых {r1, ..., rρ}) и множества линий (обозначаемых 
{l1, ..., lλ}). Тогда P есть множество всех векторов p таких, что 

1 1 1
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Теперь мы определим то, что называется многогранным сокращенным 
графом зависимостей (или МСГЗ), а именно — сокращенный граф зависи-
мостей, помеченный многогранником зависимостей. На самом деле нам 
нужны только целочисленные векторы, принадлежащие к многограннику 
зависимостей, поскольку расстояния зависимостей в сущности являются 
целочисленными векторами. 

Многогранный сокращенный граф зависимостей (МСГЗ) есть СГЗ, в ко-
тором каждая дуга e: Si → Sj помечена многогранником P(e), аппроксими-
рующим множество векторов расстояний: ассоциированный истинный граф 
зависимостей содержит дугу из экземпляра I вершины Si к экземпляру J 
вершины Sj в том и только том случае, когда (J – I) ∈ P(e). 

В разд. 6 это представление зависимостей рассматривается более под-
робно; пока будем воспринимать многогранник зависимостей как некоторое 
обобщение векторов направления. 
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3.3. Векторы направлений 

Когда множество векторов расстояния содержит только один элемент, 
зависимость называется униформной, и единственный вектор расстояния 
называется униформным вектором зависимости. 

В противном случае множество векторов расстояния может быть пред-
ставлено n-мерным вектором (вектором направления), компоненты которо-
го принадлежат к Z ∪ {∗} ∪ (Z × {+, -}). Его i-я компонента представляет 
собой аппроксимацию i-х компонент всех возможных векторов расстояния: 
она равна z+ (соответственно z-), если i-я компонента больше (соответст-
венно меньше) или равна z. Она равна *, если i-я компонента может прини-
мать любое значение, и z, если зависимость является униформной по этой 
размерности с единственным значением z. Обычно + (соответственно -) ис-
пользуется как сокращение для 1+ (соответственно для (-1)-). 

Мы обозначаем как ei i-й канонический вектор, то есть n-мерный вектор, 
все компоненты которого являются нулевыми, за исключением i-й компо-
ненты, равной 1. Тогда вектор направления — не что иное, как аппроксима-
ция многогранником, имеющим одну вершину, все лучи и линии которого, 
если они имеются, суть канонические векторы. 

Действительно, рассмотрим дугу e, помеченную вектором направления 
d, и обозначим через I+, I- и I* множества компонент d, которые равны z+ 
(для некоторого целого z), z- и ∗, соответственно. Наконец, обозначим через 
dz n-мерный вектор, чья i-я компонента равна z, если i-я компонента d равна 
z, z+ или z-, и равна 0 в противном случае. 

Теперь, в силу определения символов +, - и ∗, вектор направления d 
представляет в точности все n-мерные векторы p, для которых существуют 
такие целые (v, v′, ξ) в N|I+| x N|I-| x Z|I*|, что 

 

*

'
z i i i i i i

i I i I i I

p d v e v e eξ
+ −∈ ∈ ∈

= + − +∑ ∑ ∑ .                                       (3) 

 
Другими словами, вектор направления d представляет все целые точки, 

которые принадлежат многограннику, определяемому единственной вер-
шиной dz, лучами ei для i ∈ I+, лучами –ei для i ∈ I- и линиями ei для i ∈ I*. 

Например: вектор направления (2+, ∗, -, 3) определяет многогранник с 
одной вершиной (2, 0, -1, 3), двумя лучами (1, 0, 0, 0) и (0, 0, -1, 0) и одной 
линией (0, 1, 0, 0). 
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3.4. Уровни зависимостей 

Представление с помощью уровня является менее точной абстракцией 
зависимостей. В гнезде из n вложенных циклов множество векторов рас-
стояния аппроксимируется целым числом l из интервала [1, n] ∪ {∞}, кото-
рое определяется как наибольшее целое, такое, что первые l – 1 компонент 
векторов расстояний оказываются нулевыми. 

Зависимость на уровне l ≤ n означает, что зависимость обнаруживается 
на уровне l гнезда циклов, т. е. на заданной итерации l – 1 внешних циклов. 
В этом случае говорят, что зависимость является циклически порождаемой 
зависимостью на уровне l. Если l = ∞, то зависимость происходит внутри 
тела цикла, между двумя различными операторами, и называется цикличе-
ски независимой зависимостью. Сокращенный граф зависимостей, дуги 
которого помечены уровнями зависимостей, называется сокращенным 
уровневым графом зависимостей (СУГЗ). 

Рассмотрим дугу e уровня l. Согласно определению уровня, первой не-
нулевой компонентой вектора расстояния является l-я компонента, и теоре-
тически она может принимать любое положительное целое значение. Об 
оставшихся компонентах у нас нет никакой информации. Следовательно, 
дуга уровня l < ∞ эквивалентна вектору направления (0, … , 0, 1+, ∗, … ,∗), 
начинающемуся с (l-1) нулевой компоненты, а дуга уровня ∞ соответствует 
нулевому вектору зависимости. Подобно тому как любой вектор направле-
ния допускает построение эквивалентного многогранника, то же можно 
проделать и с представлением с помощью уровня. Например, зависимость 
уровня 2 в трехмерном гнезде циклов дает вектор направления (0, 1+, ∗), 
который соответствует многограннику с одной вершиной (0, 1, 0), одним 
лучом (0, 1, 0) и одной линией (0, 0, 1). 

4. АЛГОРИТМ АЛЛЕНА—КЕННЕДИ 

Алгоритм Аллена—Кеннеди [24] был первоначально разработан для 
векторизации циклов. Затем он был расширен с тем, чтобы максимизиро-
вать количество параллельных циклов и минимизировать количество син-
хронизаций в преобразованном коде. Алгоритм принимает на входе сокра-
щенный уровневый граф зависимостей. 

Алгоритм базируется на следующих фактах. 
1. Цикл является параллельным, если он не содержит циклически по-

рождаемых зависимостей, т.е. если не существует зависимости, уро-
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вень которой равен глубине цикла, которая относится к оператору, 
окруженному циклом. 

2. Все итерации оператора S1 могут быть осуществлены перед любой 
итерацией оператора S2, если в СУГЗ не существует зависимости из 
S2 в S1. 

Свойство (1) позволяет пометить цикл как DOALL или DOSEQ, тогда 
как свойство (2) указывает на то, что нахождение параллелизма может быть 
проведено независимо в каждой сильно связной компоненте СУГЗ. Извле-
чение параллелизма производится посредством разделения циклов. 

4.1. Алгоритм 

Для графа зависимостей G через G(k) обозначается такой его подграф, 
который получается из G удалением всех зависимостей на уровнях, строго 
меньших k. Ниже приведен набросок алгоритма Аллена—Кеннеди в его 
базовой формулировке. Работа алгоритма начинается с вызова ALLEN-
KENNEDY(СУГЗ, 1). 

 
проц ALLEN-KENNEDY(G: граф, k: целое)= 

если k≤n то  
Произвести декомпозицию G(k) на сильно связные компоненты 

Gi и топологически отсортировать их; 
Переписать код таким образом, чтобы каждая Gi принадлежала 

своему гнезду циклов (на уровне k) и сохранялся порядок на Gi 
(распределение циклов на уровне больше или равном k); 

для всех Gi цикл 
если Gi не имеет дуг на уровне k то 

пометить цикл на уровне k как цикл DOALL 
иначе пометить его как цикл DOSEQ 
все 

все; 
для всех Gi цикл ALLEN-KENNEDY(Gi, k+1) все 

все 
все. 
 
Проиллюстрируем работу алгоритма на следующем фрагменте кода: 
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Пример 3. 
 
DO i = 1, n 
DO j = 1, n 

DO k = 1, n 
      S1: a(i, j, k) = a(i-1, j+i, k) + a(i, j, k-1) + b(i, j-1, k) 
      S2: b(i, j, k) = b(i, j-1, k+j) + a(i-1, j, k) 
 ENDDO 
ENDDO 
ENDDO 

 
Граф зависимостей G = G(1) для данного гнезда циклов приведен на  

рис. 3. Он имеет только одну сильно связную компоненту и по меньшей 
мере одну дугу на уровне 1, в силу чего первый вызов процедуры обнару-
жит, что самый внешний цикл является последовательным. Тем не менее, на 
уровне 2 (дуга на уровне 1 более не рассматривается) G(2) имеет две сильно 
связных компоненты: все итерации оператора S2 могут быть вынесены пе-
ред итерациями оператора S1.  

 

 
 

Рис. 3. СУГЗ для программы примера 3 

 
Проведем разделение цикла. Сильно связная компонента, включающая 

S1, не содержит дуг на уровне 2 и содержит одну дугу на уровне 3. Таким 
образом, второй цикл, окружающий S1, помечается как DOSEQ, а третий — 
как DOALL. Сильно связная компонента, включающая S2, содержит одну 
дугу на уровне 2 и не содержит дуг на уровне 3. Следовательно, второй 
цикл, окружающий S2, помечается как DOALL, а третий — как DOSEQ. В 
итоге мы получаем: 

 
 



158 Программные средства и математические основы информатики  

DOSEQ i = 1, n 
DOSEQ j = 1, n 

DOALL k = 1, n 
      S2: b(i, j, k) = b(i, j-1, k+j) + a(i-1, j, k) 
 ENDDO 
ENDDO 
DOALL j = 1, n 
 DOSEQ k = 1, n 
      S1: a(i, j, k) = a(i-1, j+i, k) + a(i, j, k-1) + b(i, j-1, k) 
 ENDDO 
ENDDO 
ENDDO 

4.2. Сильные и слабые стороны алгоритма 

В работе [32] было показано, что для каждого оператора исходного кода 
алгоритм Аллена—Кеннеди обнаруживает столько объемлющих парал-
лельных циклов, сколько вообще возможно. Более точно, рассмотрим опе-
ратор S исходного кода, и пусть Li — один из объемлющих циклов. Тогда Li 
будет помечен как параллельный только в том случае, когда не существует 
зависимости на уровне i между двумя экземплярами S. Однако этот резуль-
тат показывает только то, что алгоритм Аллена—Кеннеди является опти-
мальным среди тех распараллеливающих алгоритмов, которые рассматри-
вают в преобразованном коде экземпляры S в точно тех же циклах, что и в 
исходном коде. В действительности можно доказать намного более сильное 
следующее утверждение [42]. 

Теорема 1. Алгоритм Аллена—Кеннеди является оптимальным среди 
всех алгоритмов нахождения параллелизма, которые принимают СУГЗ в 
качестве входа. 

В работе [43] доказано, что для любого гнезда циклов N1 существует 
гнездо циклов N2, имеющее тот же СУГЗ, такое, что для любого оператора S 
из N1, окруженного после распараллеливания dS последовательными цикла-
ми, в точном графе зависимостей N2 существует путь зависимости, который 
включает Ω( SdN ) экземпляров оператора S. Другими словами, алгоритм 
Аллена—Кеннеди не различает гнезд N1 и N2, которые имеют один и тот же 
СУГЗ, и распараллеливающий алгоритм является оптимальным в сильном 
смысле на гнезде N2, так как на каждом операторе он достигает верхней 
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границы параллелизма, определенного самыми длинными путями зависи-
мостей в расширенном графе зависимостей. 

Таким образом, доказано, что в случаях, когда вся доступная информа-
ция — это та, которая содержится в СУГЗ, не представляется возможным 
обнаружить больше параллелизма, чем находится алгоритмом Аллена—
Кеннеди. Другими словами, алгоритм Аллена—Кеннеди хорошо адаптиро-
ван к представлению зависимостей в виде уровней. Следовательно, чтобы 
обнаружить большее количество параллелизма, чем этот алгоритм, требует-
ся иметь больше информации о зависимостях. Классическими примерами 
того, как можно превзойти алгоритм Аллена—Кеннеди, являются гнездо 
циклов примера 4, в котором параллелизм выявляется простой перестанов-
кой циклов (рис. 4), и гнездо циклов примера 5, в котором для выявления 
параллелизма достаточно осуществить преобразования перекоса и переста-
новки (рис. 5). 

 
Пример 4. 
 
DO i=1,n 

DO j=1,n 
a(i,j)=a(i-1,j-1)+a(i,j-1) 

ENDDO 
ENDDO 
 
 

 
Рис. 4. СГЗ программы примера 4 

Пример 5. 
 
DO i=1,n 

DO j=1,n 
a(i,j)=a(i-1,j)+a(i,j-1) 

ENDDO 
ENDDO 
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Рис. 5. СГЗ программа примера 5 

5. АЛГОРИТМ ВОЛЬФА—ЛЭМА 

Фрагменты программ примеров 4 и 5 содержат параллелизм, который не 
может быть обнаружен с помощью алгоритма Аллена—Кеннеди. Следова-
тельно, как показывает теорема 1, этот параллелизм не может быть извле-
чен, если зависимости представлены в виде уровней. Чтобы обойти это ог-
раничение, Вольф и Лэм [60] предложили алгоритм, использующий в каче-
стве входа векторы направления. Их работа объединяет все предыдущие 
алгоритмы, основанные на операциях с элементарными матрицами, такие 
как перекос цикла, перестановка циклов, обращение цикла, в единую струк-
туру: структуру допустимых унимодулярных преобразований. 

5.1. Цель 

Цель, которую преследовали Вольф и Лэм, состояла в построении мно-
жеств полностью переставляемых гнезд циклов. Полностью переставляе-
мые гнезда являются основой для всех техник мозаичного размещения [51, 
59, 60]. Мозаичное размещение используется для выявления среднезерни-
стого и крупнозернистого параллелизма. Более того, множество d полно-
стью переставляемых циклов может быть переписано в виде одного после-
довательного цикла и d-1 параллельных циклов. Следовательно, этот метод 
также может быть использован для выявления мелкозернистого паралле-
лизма. 

Алгоритм Вольфа—Лэма строит максимальное множество самых внеш-
них полностью переставляемых5 циклов. Затем он рекурсивно просматрива-
ет оставшиеся размерности и зависимости, не задействованные этими цик-

                                                           
5 i-й и i+1-й циклы являются переставляемыми в том и только том случае, когда 

i-я и i+1-я компоненты любого вектора расстояния глубины ≥ i неотрицательны. 
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лами. Версия, представленная в [60], строит множество циклов с помощью 
анализа более простых случаев, полагаясь на эвристики для гнезд циклов с 
глубиной 6 и более. В оставшейся части данного раздела мы рассмотрим 
этот алгоритм с теоретической точки зрения и дадим его наиболее общий 
вариант. 

5.2. Теоретическое обоснование 

Унимодулярные преобразования обладают двумя важными свойствами: 
линейностью и обратимостью. Для данного унимодулярного преобразова-
ния T свойство линейности позволяет с легкостью определить, является ли 
T допустимым. Действительно, T является допустимым в том и только том 
случае, когда Td >l 0 для всех ненулевых векторов расстояния d. Обрати-
мость позволяет легко переписывать код, так как преобразование представ-
ляет собой простое изменение базиса в Zn. 

В общем случае справедливость выражения Td >l 0 не может быть про-
верена для всех векторов расстояния, число которых может быть слишком 
большим. Следовательно, нужно попытаться гарантировать, что Td >l 0 для 
всех ненулевых векторов направления, с обычными математическими со-
глашениями, в Z ∪ {∗} ∪ (Z × {+, -}). В дальнейшем мы ограничимся рас-
смотрением только ненулевых векторов направления, известных как лекси-
кографически положительные векторы направлений. 

Обозначим через t(1), ..., t(n) строки T. Пусть Г — замыкание конуса, 
порождаемого всеми векторами направления. Для вектора направления d: 

 
Td >l 0 ⇔ ∃kd, 1 ≤ kd ≤ n |  ∀i, 1 ≤ i ≤ kd, t(i).d = 0 и t(kd).d >0. 

 
Это означает, что зависимости, представленные вектором d, порождают-

ся в цикле уровня kd. Если kd = 1 для всех векторов расстояния d, тогда все 
зависимости порождаются в первом цикле, а все внутренние циклы являют-
ся циклами DOALL. Тогда t(1) называется вектором синхронизации или 
разделяющей гиперплоскостью. Такой вектор синхронизации существует 
только в том случае, когда Г является направленным, т. е. тогда и только 
тогда, когда Г не содержит линейного пространства. Это также эквивалент-
но тому факту, что конус  

 
Г+ = {y | ∀x ∈ Г, y.x ≤ 0} 
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является полномерным. Построение T по n линейно независимым векторам 
из Г+ позволяет преобразовывать циклы в n полностью переставляемых 
циклов. 

Понятие вектора синхронизации лежит в основе метода гиперплоскостей 
и его вариаций (см., например, [37, 55]), особенно полезных при выявлении 
мелкозернистого параллелизма, тогда как понятие полностью переставляе-
мых циклов является базисом всех техник мозаичного размещения. Как бы-
ло сказано ранее, обе формулировки эквивалентны для случая Г+. 

Когда конус Г не является направленным, Г+ имеет размерность r, 1 ≤ r ≤ 
n, r = n - s, где s — размерность пространства линейности Г. При наличии r 
линейно независимых векторов в Г+, можно преобразовать гнездо циклов 
таким образом, что r самых внешних циклов будут полностью переставляе-
мыми. Затем можно рекурсивно применять ту же технику для преобразова-
ния n-r внутренних циклов, рассматривая векторы направления, не задейст-
вованные еще ни одним из r внешних циклов, т. е. рассматривая векторы 
направления, входящие в пространство линейности Г. Это основная идея 
алгоритма Вольфа—Лэма [60], представленного ниже. 

5.3. Обобщенный алгоритм 

Алгоритм Вольфа—Лэма воспринимает на входе множество векторов 
направления D и последовательность линейно независимых векторов E 
(первоначально пустую), из которых он строит матрицу преобразования с 
помощью следующей процедуры: 

 
проц WOLF-LAM (D, E : множество векторов)= 

Определить Г как замыкание конуса, генерируемого векторами на-
правления из D; 
Определить Г+ = {y | ∀x ∈ Г, y.x ≤ 0}, и пусть r — размерность Г+; 
Дополнить E до множества E' r линейно независимых векторов из Г+ 
(по построению E ⊂ Г+); 
Пусть D' — подмножество D, определяемое по правилу: d ∈ D ⇔ ∀v 
∈ E', v.d = 0 (то есть D' = D ∩ E'⊥  = D ∩ lin.space(Г)); 
Вызвать WOLF-LAM(D', E') 

все. 
 
Поскольку процесс, описываемый данной процедурой, может дать в 

итоге неунимодулярную матрицу, построение желаемой унимодулярной 
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матрицы T может быть проведено выполнением следующей последователь-
ности шагов. 

 
1. Взяв в качестве D множество векторов направления, а в качестве E 

пустое множество ∅, вызвать WOLF-LAM(D, E). 
2. Построить невырожденную матрицу T1, первые строки которой яв-

ляются векторами из построенного множества E (в том же порядке). 
Пусть T2 = pT1

-1, где p выбирается таким образом, что T2 будет цело-
численной матрицей. 

3. Вычислить левую эрмитову форму T2, T2 = QH, где H — неотрица-
тельная нижняя треугольная матрица, а Q — унимодулярная матри-
ца. 

4. Q-1 есть искомая матрица преобразования (поскольку pQ-1D = 
HT1D). 

 
 
Проиллюстрируем работу описанного алгоритма на следующем гнезде 

циклов.  
 
Пример 6. 
 
DO i = 1, n 
DO j = 1, n 

DO k = 1, n 
a(i, j, k) = a(i-1, j+i, k) + a(i, j, k-1) + a(i, j-1, k+1) 

ENDDO 
ENDDO 
ENDDO 
 
Множество векторов расстояния для данного гнезда равно D = {(1, −, 0), 

(0, 0, 1), (0, 1, -1)} (см. рис. 6).  
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Рис. 6. СГЗ программы примера 6 

 
Нетрудно видеть, что для примера 6 пространство линейности Г(D) яв-

ляется двумерным (оно порождается векторами (0, 1, 0) и (0, 0, 1)). Следо-
вательно, Г+(D) является одномерным и порождается E1 = {(1, 0, 0)}. Тогда 
D' = {(0, 0, 1), (0, 1, –1)}, и Г(D') является направленным. E1 пополняется 
двумя векторами из Г+(D'), например, E2 = {(0, 1, 0}, (0, 1, 1)}. В данном 
конкретном случае матрица преобразования, имеющая строки E1 и E2, уже 
является унимодулярной и соответствует простому перекосу цикла. Для 
выявления DOALL-циклов мы выбираем первый вектор E2 в относительно 
внутренней части Г+, например, E2 = {(0,2,1), (0,1,0)}. В терминах преобра-
зований циклов это сводится к перекосу цикла k со множителем 2 и после-
дующей перестановке циклов j и k: 

 
DOSEQ i = 1, n 
DOSEQ k = 3, 3×n 

DOALL j = max(1, ⎡(k-n)/2⎤), min (n, ⎣(k-1)/2⎦) 
a(i, j, k-2×j)=a(i-1, j+i, k-2×j)+a(i, j, k-2×j-1)+a(i, j-1, k-2×j+1) 

ENDDO 
ENDDO 
ENDDO 

5.4. Сильные и слабые стороны алгоритма 

Вольф и Лэм показали оптимальность этой методологии (теорема B.6 из 
[60]): «алгоритм, который обнаруживает максимальный крупнозернистый 
параллелизм, а затем рекурсивно вызывает себя на внутренних циклах, про-
изводит параллелизм максимально возможной степени». Однако и в этом 
случае оптимальность следует понимать в контексте используемого анали-
за: а именно — наличие векторов расстояния при полном отсутствии какой-
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либо информации о структуре графа зависимостей. Поэтому корректной 
является следующая формулировка данного утверждения [36]. 

Теорема 2. Алгоритм Вольфа—Лэма является оптимальным среди всех 
алгоритмов нахождения параллелизма, принимающих на входе множество 
векторов расстояния (неявно предполагается, что гнездо циклов имеет 
только один оператор или все операторы образуют атомарный блок). 

Таким образом, как и для алгоритма Аллена—Кеннеди, частичная опти-
мальность алгоритма Вольфа—Лэма в общем случае имеет причиной не 
методологию алгоритма, но слабость его входного представления: то, что 
структура СГЗ не принимается во внимание, может повлечь потерю парал-
лелизма. Например, в противоположность алгоритму Аллена—Кеннеди, 
алгоритм Вольфа—Лэма не находит параллелизма в примере 3 (СГЗ кото-
рого приведен на рис. 7) из-за типичной структуры векторов направления 
(1, −, 0), (0, 1, −), (0, 0, 1). 

 

 
Рис. 7. СГЗ с векторами направлений для программы из примера 3 

6. АЛГОРИТМ ДАРТЕ—ВИВЬЕНА 

В этом разделе рассматривается третий распараллеливающий алгоритм, 
который принимает на входе многогранные сокращенные графы зависимо-
стей. Вначале мы изложим некоторую мотивацию необходимости нового 
алгоритма (разд. 6.1), а затем приведем пошаговое описание алгоритма и 
обсудим его работу на примерах. 
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6.1. Потребность в новом алгоритме 

Рассмотренные два распараллеливающих алгоритма таковы, что каждый 
из них может дать на выходе чисто последовательный код для той же самой 
программы, в которой другой алгоритм обнаружит некоторый параллелизм. 
Это побуждает к поискам нового алгоритма, объединяющего достоинства 
алгоритмов Вольфа—Лэма и Аллена—Кеннеди. Чтобы достичь такой цели, 
можно представить себе комбинацию алгоритмов, которая одновременно 
использует структуру СГЗ и структуру векторов направления, осуществляя 
следующую последовательность шагов.  

1. Вначале он строит конус, генерируемый векторами направления, и 
преобразует гнездо циклов таким образом, чтобы выявить макси-
мальное внешнее полностью переставляемое гнездо циклов. 

2. Затем рассматривает подграф СГЗ, образованный векторами на-
правления, которые не включены в самые внешние циклы, и вычис-
ляет его сильно связные компоненты. 

3. Наконец, применяет распределение цикла для разделения этих ком-
понент и рекурсивно применяет эту же технику к каждой компонен-
те. 

Такая стратегия позволяет выявить большее количество параллелизма, 
комбинируя унимодулярные преобразования и распределение циклов. Од-
нако она не является оптимальной, что демонстрирует пример 7. Действи-
тельно, в программе этого примера вышеописанное сочетание алгоритмов 
Аллена—Кеннеди и Вольфа—Лэма позволяет определить только одну сту-
пень параллелизма, так как на второй фазе СГЗ остается сильно связным. 
Результат не лучше, чем у базового алгоритма Аллена—Кеннеди. Однако 
можно обнаружить две ступени параллелизма, назначив S1(i, j, k) на момент 
времени 4i – 2k и S2(i, j, k) на момент времени 4i – 2k + 3.  

 
Пример 7. 
 
DO i = 1, n 
DO j = 1, n 

DO k = 1, n 
S1: a(i, j, k) = b(i-1, j+i, k) + b(i, j, k+2) 
S2: b(i, j, k) = a(i, j-i, k+j) + a(i, j, k-1) 

ENDDO 
ENDDO 
ENDDO 
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Рис. 8. СГЗ программы примера 7 

Нам хотелось иметь простой распараллеливающий алгоритм, который 
бы находил некоторый параллелизм хотя бы во всех тех случаях, в которых 
это может сделать алгоритм Аллена—Кеннеди или алгоритм Вольфа—
Лэма. Естественным решением было бы применить сначала алгоритм Алле-
на—Кеннеди, а затем алгоритм Вольфа—Лэма (или комбинацию обоих ал-
горитмов) и выдать наилучший результат. Но такой наивный подход не бу-
дет достаточно мощным, поскольку он использует либо структуру графа 
зависимостей, либо векторы направления, но не в состоянии воспользовать-
ся знанием обоих структур одновременно. К примеру, предложенная ком-
бинация двух алгоритмов могла бы использовать структуру графа зависи-
мостей до или после вычисления максимального множества полностью пе-
реставляемых циклов, но никогда — во время этого вычисления. Утвержда-
ется [36], что и графовая структура, и векторы направления должны быть 
использованы одновременно — по той причине, что ключевым понятием  
при планировании СГЗ является не конус, генерируемый векторами направ-
ления (т. е. весами дуг СГЗ), а конус, генерируемый весами циклов  
СГЗ. 

Все вышеописанное является мотивацией создания многомерного пла-
нирующего алгоритма, представленного ниже. Его можно рассматривать 
как комбинацию унимодулярных преобразований, распределения цикла и 
метода сдвига индексов. Это алгоритм, объединяющий достоинства алго-
ритмов Аллена—Кеннеди и Вольфа—Лэма, был предложен Дарте и Вивье-
ном [42]. Прежде чем переходить к его  описанию, поясним выбор пред-
ставления зависимостей, используемый алгоритмом. 
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6.2. Многогранные зависимости: пример 

В данном разделе будет приведен пример гнезда циклов, содержащего 
параллелизм, который не может быть обнаружен, если зависимости пред-
ставлены в виде уровней или векторов направления. Вместе с тем, пример 
таков, что для нахождения параллелизма в этом гнезде циклов нет необхо-
димости использовать точное представление зависимостей, а достаточно 
иметь представление зависимостей в виде многогранника. 

Рассмотрим пример 8. На рис. 9 представлены точные зависимости для 
этого фрагмента кода, а на рис. 10 изображены соответствующие (сокра-
щенные) графы, дуги зависимостей которых помечены уровнями зависимо-
стей и векторами направления, соответственно. Рассмотрим, что получается 
в результате применения к данному гнезду циклов рассмотренных ранее 
алгоритмов. 

 
Пример 8. 
 
DO i = 1, n 
DO j = 1, n 

S : a(i, j) = a(j, i) + a(i, j-1) 
ENDDO 
ENDDO 

S(i, j) flow⎯⎯⎯→  S(i, j+1) для n≥i≥1, n≥j≥1, 
S(i, j) flow⎯⎯⎯→  S(j, i) для n≥j>i≥1, 
S(j, i) anti⎯⎯→  S(i, j) для n≥i>j≥1, 

 

Рис. 9. Точные отношения зависимостей для гнезда циклов из примера 8 

 

 
 

а                                                          б 

Рис. 10. СГЗ для фрагмента программы примера 8, в котором дуги помечены уров-
нями зависимостей (а) и векторами направления (б) 
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Алгоритм Аллена—Кеннеди базируется на рассмотрении уровней зави-
симостей. В программе примера 8 уровни трех зависимостей равны соот-
ветственно 2, 1 и 1. Имеется цикл зависимостей на уровне 1 и на уровне 2. 
Таким образом, параллелизм не обнаруживается. 

Алгоритм Вольфа—Лэма рассматривает векторы зависимостей. В про-
грамме примера 8 векторы зависимостей выглядят как (0, 1), (+, –) и (+, –). 
Во втором измерении «1» и «–« не позволяют обнаружить два полностью 
переставляемых цикла. Следовательно, код остается без изменения и парал-
лелизм не обнаруживается. 

Для сравнения рассмотрим также результат применения алгоритма Фот-
рие, который будет описан в разд. 7. Алгоритм воспринимает в качестве 
входа точные зависимости и на выходе дает допустимый план T(i, j) = 2i + j 
– 3. Таким образом, алгоритм обнаруживает один уровень параллелизма. 

Для данного конкретного гнезда циклов представление зависимостей в 
виде уровней или векторов направления не является достаточно точным для 
обнаружения параллелизма. В этом и состоит причина неудачи первых двух 
алгоритмов. Точный анализ зависимостей, связанный с методами линейного 
программирования, требующими решения больших6 параметрических ли-
нейных программ (как в алгоритме Фотрие), позволяет обнаружить одну 
степень параллелизма. Соответствующий распараллеленный код будет вы-
глядеть следующим образом: 

 
DO j = 3, 3n 
 DOPAR i = max (1, ⎡(j-n)/2⎤), min (n, ⎣(j-1)/2⎦) 
  a(i, j-2i) = a(j-2i, i) + a(i, j-2i-1) 
 ENDDO 
ENDDO 
 
Однако для гнезда циклов примера 8 точное представление зависимо-

стей вовсе не является необходимым условием для обнаружения паралле-
лизма. Действительно, можно заметить, что имеется униформная зависи-
мость u = (0, 1) и множество векторов расстояний {(j – i, i – j) = (j – i) (1, –1) 
| 1 ≤ j – i ≤ n – 1}, которое может быть приближено (сверху) множеством P = 
{(1, –1) + λ(1, –1) | λ ≥ 0}. P является многогранником с одной вершиной v = 
(1, –1) и одним лучом r = (1, -1). Предположим теперь, что мы ищем линей-

                                                           
6 Количество неравенств и переменных связано с количеством граничных усло-

вий, которые определяют область допустимых значений каждого отношения зави-
симости. 
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ный план T(i, j) = x1i + x2j. Пусть X = (x1, x2). Чтобы план T был допусти-
мым, нужен такой X, чтобы  выполнялось Xd ≥ 1 для любого вектора зави-
симости d. Следовательно, X(0, 1) ≥ 1 и Xp ≥ 1 для всех p ∈ P. Последнее 
неравенство эквивалентно следующему: X(1, -1) + λX(1, –1) ≥ 1 при λ ≥ 0, 
что эквивалентно X(1, –1) ≥ 1 и X(1, –1) ≥ 0, т. е. Xv ≥ 1 и Xr ≥ 0. Следова-
тельно, достаточно решить следующие три неравенства: 

 
Xu ≥ 1                      Xv ≥ 1                   Xr ≥ 0, т.е. 
 

0
1

1
X ⎛ ⎞

≥⎜ ⎟
⎝ ⎠

         
0

1
1

X ⎛ ⎞
≥⎜ ⎟−⎝ ⎠

             
0

0
1

X ⎛ ⎞
− ≥⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

 
 

что ведет, как у Фотрие, к X = (2, 1). Таким образом, в данном примере 
приближение зависимостей с помощью уровней или даже векторов направ-
ления не является достаточным для определения параллелизма. Однако с 
помощью приближенного представления зависимостей в виде многогран-
ника можно обнаружить тот же параллелизм, что и с помощью точного ана-
лиза зависимостей, но при этом решая более простое множество уравнений. 

Особенно важна здесь «униформизация», которая позволяет нам перейти 
от неравенства на многограннике P к униформным неравенствам на v и r. 
Благодаря ей исчезают аффинные ограничения, и нам нет необходимости 
использовать аффинную форму леммы Фаркаша, как в алгоритме Фотрие 
(см. разд. 7). Чтобы лучше понять принцип «униформизации», будем рас-
суждать в терминах путей зависимостей. Рассмотрим дугу e, ведущую из 
оператора S к оператору T и помеченную вектором расстояния p = v + λr, 
как путь ϕ, который использует один раз «униформный» вектор зависимо-
сти v и λ раз «униформный» вектор зависимости r. Такой способ рассмот-
рения представлен на рис. 11, где введена новая вершина S', которая позво-
ляет моделировать ϕ и дугу нулевого веса, ведущую из S' обратно в началь-
ную вершину T. Принцип «униформизации» является основной идеей алго-
ритма распараллеливания циклов, описанного в данном разделе. 
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Рис. 11. Моделирование дуги, помеченной многогранником, 

с одной вершиной и одним лучом 

 
«Униформизуя» зависимости, мы фактически «униформизовали» гра-

ничные условия и свели исходную проблему планирования с аффинными 
граничными условиями к простой проблеме планирования, где все зависи-
мости являются униформными (u, v и r). Однако есть два фундаментальных 
различия между этой структурой и классической структурой униформного 
гнезда циклов. 

• Униформные векторы зависимостей не обязательно являются лекси-
чески положительными (например, луч может быть равен (0, -1)). 
Поэтому задача планирования будет более сложной. Однако она 
может быть решена с помощью техник, подобных используемым 
при решении задачи нахождения решений систем униформных ре-
куррентных уравнений [52]. 

• Ограничения, налагаемые на луч r, являются более слабыми, чем в 
классическом случае, поскольку вместо Xr ≥ 1 требуется, чтобы Xr ≥ 
0. Это ослабление должно приниматься во внимание распараллели-
вающим алгоритмом. 

6.3. Работа алгоритма: пример 

Рассмотрим пример, иллюстрирующий работу алгоритма. Будем счи-
тать, что в сокращенном графе зависимостей дуги помечены векторами на-
правления. Граф зависимостей, изображенный на рис. 12, был построен с 
помощью анализатора зависимостей Tiny [62]. 
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Пример 9. 
 
DO i = 1, n 
DO j = 1, n 

DO k = 1, n 
a(i, j, k) = с(i, j, k-1) + 1 
b(i, j, k) = a(i-1, j+i, k) + b(i, j-1, k) 
c(i, j, k+1) = c(i, j, k) + b(i, j-1, k+i) + a(i, j-k, k+1) 

ENDDO 
ENDDO 
ENDDO 
 

 
 

Рис. 12. СГЗ программы примера 9 

 
Нетрудно убедиться, что алгоритмы Аллена—Кеннеди и Вольфа—Лэма 

не способны найти весь содержащийся в этой программе параллелизм: тре-
тий оператор кажется полностью последовательным. Однако алгоритм об-
наружения параллелизма, который будет представлен в следующем разделе, 
способен построить следующий многомерный план: (2i + 1, 2k) для первого 
оператора, (2i, j) для второго и (2i + 1, 2k + 3) для третьего. Этот план соот-
ветствует коду с явным параллелизмом, приведенному ниже (в котором, 



 Касьянов В. Н., Мирзуитова И. Л. Алгоритмы распараллеливания циклов  173 

однако, не было проведено никаких модификаций наподобие отшелушива-
ния цикла с целью устранения операторов IF). Таким образом, для каждого 
оператора может быть обнаружен один уровень параллелизма. 

 
DOSEQ i = 1, n 
DOSEQ j = 1, n 
 DOPAR k = 1, j 
        b(i, j, k) = a(i-1, j+i, k) + b(i, j-1, k) 
 ENDDO 
ENDDO 
DOSEQ k = 1, n+1 
 IF (k ≤ n) THEN 
        DOPAR j = k, n 
  a(i, j, k) = c(i, j, k-1) + 1 
        ENDDO 
 ENDIF 
 IF (k ≤ 2) THEN 
        DOPAR j = k-1, n 
  c(i, j, k) = c(i, j, k-1) + b(i, j-1, k+i+1) + a(i, j-k+1, k) 
        ENDDO 
 ENDIF 
ENDDO 
ENDDO 
 
Этот код был сгенерирован из вышеприведенного плана с помощью 

процедуры “codegen” программы Omega Calculator7, поставляемого в ком-
плекте Petit [53]. Следует напомнить, что вышеприведенный код является 
«виртуальным» в том смысле, что алгоритм только выявляет скрытый па-
раллелизм. Реальный код не обязательно должен быть именно таким. 

6.4. Шаг униформизации 

Вначале мы покажем, как МСГЗ (многогранные сокращенные графы за-
висимостей) могут быть изображены с помощью эквивалентной, но более 
простой в обращении структуры — униформных графов зависимостей, то 
есть графов, дуги которых помечены константными векторами зависимо-

                                                           
7 Omega Calculator служит для вычисления зависимостей, проверки допустимо-

сти программных преобразований и преобразования программ заданным образом. 



174 Программные средства и математические основы информатики  

стей. Такая униформизация достигается с помощью приведенного ниже 
алгоритма трансляции. 

Чтобы избежать путаницы между вершинами графа зависимостей и 
вершинами многогранника зависимостей, мы будем называть первые узла-
ми, а вторые — вершинами. Будут использоваться также следующие согла-
шения. Исходный МСГЗ, описывающий зависимости в распараллеливаемом 
коде, называется исходным графом и обозначается как G0 = (V, E). Уни-
формный СГЗ, эквивалентный G0 и построенный с помощью алгоритма 
трансляции, называется униформным графом или трансляцией G0 и обо-
значается как Gu = (W, F). 

Алгоритм трансляции строит Gu путем сканирования всех дуг G0. Он на-
чинает с Gu = (W, F) = (V, ∅), и для каждой дуги e из E добавляет в Gu но-
вые узлы и новые дуги в зависимости от вида многогранника P(e). Будем 
называть вновь созданные узлы виртуальными узлами в отличие от реаль-
ных узлов, соответствующих узлам G0. 

Пусть e — дуга из E. Обозначим через xe и ye соответственно начало и 
конец дуги e, т. е. узел, из которого e исходит, и узел, в который она захо-
дит. Это определение обобщается до путей: начало (соответственно конец) 
пути — это начало (соответственно конец) его первой (соответственно по-
следней) дуги. 

Будем следовать нотациям, введенным в разделе 3.2: ω, ρ и λ обознача-
ют количество вершин vi, лучей ri и линий li многогранника P(e). 

Трансляцию осуществляет следующий алгоритм: 
 
начало 

Пусть W = V и F = ∅; 
для всех e: xe → ye ∈ E цикл 

Добавить к W новый виртуальный узел ne; 
Добавить к F ω дуг с весами v1, v2, ..., vω, соединяющих xe с ne; 
Добавить к F ρ петель, соединяющих ne, с весами r1, r2, ..., rρ; 
Добавить к F λ петель, соединяющих ne, с весами l1, l2, ..., lλ; 
Добавить к F λ петель, соединяющих ne, с весами -l1, -l2, ..., -lλ; 
Добавить к F дугу с нулевым весом, ведущую из ne в ye. 

все 
конец. 
 
Вернемся к программе примера 9. Граф МСГЗ данной программы изо-

бражен на рис. 12. Рис. 13 представляет связанный с ней униформный граф 
зависимостей. Граф имеет три виртуальных узла, соответствующих символу 
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«+» и двум символам «–» в исходных векторах направления; это  узлы, по-
меченные символами S'1, S'2 и S'3. 

 

 
 

Рис. 13. Транслированный униформный сокращенный граф зависимостей 

6.5. Шаг планирования 

Шаг планирования принимает на входе транслированный граф зависи-
мостей Gu и строит многомерный план для каждого реального узла, т. е. для 
каждого узла Gu, который соответствует узлу G0. Gu предполагается сильно 
связным (в противном случае нужно вызывать алгоритм для каждой сильно 
связной компоненты Gu). 

Алгоритм является рекурсивным. Каждый шаг рекурсии строит опреде-
ленный подграф G' текущего обрабатываемого графа G. Как только G' по-
строен, выводится множество линейных ограничений и может быть вычис-
лен допустимый план, охватывающий все дуги зависимостей, не входящие 
в G'. Затем алгоритм продолжает работу с оставшимися дугами, то есть ду-
гами из G' (более точно, с дугами из G' и некоторыми добавочными дугами 
— см. ниже). 

G' определяется как подграф G, генерируемый всеми дугами G, принад-
лежащими по меньшей мере к одному мультициклу нулевого веса. Мульти-
цикл есть объединение циклов, не обязательно связанных, а его вес есть 
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сумма весов составляющих его циклов. G' строится на основе решения ли-
нейной программы (см. разд. 6.6). 

Шаг планирования описывается нижеприведенным рекурсивным алго-
ритмом. Первым вызовом является DARTE-VIVIEN(Gu, 1). Для каждого 
реального узла S из Gu алгоритм строит последовательность векторов X1

S, 
..., XdS

S и последовательность констант ρ1
S, ..., ρdS

S, которые определяют 
допустимый многомерный план. 

 
проц DARTE-VIVIEN(G: граф, k: целое)= 
1. Построить G' — такой подграф G, который порожден всеми дуга-

ми, принадлежащими по меньшей мере одному мультициклу нуле-
вого веса в G; 

2. Добавить к G' все дуги, ведущие из реального узла xe к виртуаль-
ному узлу ye, и все петли, соединяющие ye, если дуга e = (xe, ye) уже 
входит в G'; 

3. Выбрать вектор X и константу ρS для каждого узла S из G таким 
образом, чтобы выполнялось два условия: 

e = (xe,ye)∈G' или xe — виртуальный узел ⇒  
Xω(e) + 

e ey xρ ρ− ≥ 0 

e = (xe, ye) ∉ G' или xe — реальный узел ⇒  
Xω(e) + 

e ey xρ ρ− ≥ 1, 

и для всех реальных узлов S из G положить ρk
S = S и Xk

S = X. 
4. если G' — пустой граф или содержит только виртуальные узлы  

то возврат все; 
5. если G' — сильно связный граф и содержит реальные узлы  

то G является невычислимым (а исходный МСГЗ  
G0 — несогласованным); возврат  

все;. 
Провести декомпозицию G' на сильно связные компоненты Gi;  
для всех Gi, имеющих реальные узлы, цикл  

DARTE-VIVIEN(Gi, k+1)  
все. 

все. 
 

К данному описанию алгоритма можно сделать следующие два заме-
чания. 
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1. Шаг (2) является необходимым только для МСГЗ общего вида: 
его можно опустить, к примеру, для СГЗ, помеченных векто-
рами направления (см. [44] для более подробного изложения). 
В этом случае решение простой линейной программы может 
заменить одновременно шаг (1) и шаг (3). 

2. На шаге (3) мы сознательно не указываем, каким образом вы-
бираются вектор X и константы ρ, что позволяет применять 
различные критерии выбора. Например, можно выбрать мак-
симальное множество линейно независимых векторов X, если 
целью является построение полностью переставляемых циклов 
(см. [46]). 

Вернемся к примеру 9. Рассмотрим униформный граф зависимостей на 
рис. 13. Имеются два элементарных цикла с весами (1, 0, 1) и (0, 1, 1) и пять 
петель с весами (0, 0, 1), (0, 0, –1), (0, 1, 0) (дважды) и (0, –1, 0). Следова-
тельно, все дуги (кроме дуг, принадлежащих только к циклу с весом (1, 0, 
1)) принадлежат к мультициклу нулевого веса. Подграф G' показан на  
рис. 14. 

 

 
 

Рис. 14. Подграф мультициклов нулевого веса для примера 9 
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Ограничения, следующие из дуг подграфа G', устанавливают, что X = 
(x, y, z) должен быть ортогонален к весам всех циклов G'. Следовательно, y 
= z = 0. Наконец, рассматривая остальные ограничения, мы находим реше-
ние: X = (2, 0, 0), ρS1 = ρS3 = 1 и ρS2 = 0. В G' остаются четыре сильно связ-
ных компоненты, две из которых не рассматриваются, так как имеют только 
виртуальные узлы. Две оставшиеся компоненты не содержат мультициклов 
нулевого веса. Сильно связная компонента с единственным узлом S2 может 
быть спланирована с вектором X = (0, 1, 0), тогда как исследование второй 
сильно связной компоненты приводит к одному из возможных решений: X 
= (0, 0, 2), ρS1 = 0 и ρS3 = 3. 

Суммируя все результаты, мы находим уже рассмотренные в разд. 6.3. 
двумерные планы: (2i, j) для S2, (2i + 1, 2k) для S1 и (2i + 1, 2k + 3) для S3. 

6.6. Схематические пояснения 

Граф Gu не всегда соответствует СГЗ гнезда циклов, так как его векторы 
зависимостей не обязательно лексически неотрицательны. Фактически, если 
забыть о том, что некоторые узлы виртуальны, то Gu — это сокращенный 
граф зависимостей Системы Униформных Рекуррентных Уравнений, вве-
денной Карпом, Миллером и Виноградом в [52]. Карп, Миллер и Виноград 
исследовали проблему вычислимости таких систем. Они показали, что ее 
вычислимость связана с проблемой нахождения циклов нулевого веса в ее 
СГЗ G, что может быть проделано посредством рекурсивной декомпозиции 
графа, основанной на нахождении мультициклов нулевого веса. Ключевой 
структурой их алгоритма является G', подграф G, генерируемый дугами, 
принадлежащими к мультициклу нулевого веса. 

G' может быть успешно построен с помощью решения простой линей-
ной программы (программа примера 7 или двойственная ей программа 
примера 8). Это решение позволяет построить алгоритм распараллеливания, 
принцип которого двойственен алгоритму Карпа, Миллера и Винограда: 

 

min : 0,   0,   0,   1 ,   0e
e

v q v w q v w Bq⎧ ⎫≥ ≥ ≥ + = + =⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑ ,                           (4) 

max : 0,   0 1,   ( )
e ee e y x e

e
z z z Xw e zρ ρ⎧ ⎫≥ ≤ ≤ + − ≥⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ,                              (5) 

 
где w(e) — вектор зависимостей, связанный с дугой e, B = [CW]t, C — мат-
рица связей, а W — матрица векторов зависимостей. 
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Если не вдаваться в детали, X — это n-мерный вектор, имеется одна пе-
ременная ρ для каждой вершины СГЗ и одна переменная z для каждой дуги 
СГЗ. Дугами G' (или G\G') являются дуги e = (xe, ye), для которых ze = 0 (со-
ответственно ze = 1) в оптимальном решении двойственной программы 8, и, 
эквивалентно этому, для которых ve = 0 (соответственно ve = 1) в изначаль-
ной программе 7. Суммируя неравенства Xw(e) + ρye - ρxe ≥ ze в цикле C в G, 
мы находим, что Xw(C) = 0, если C — цикл из G', и Xw(C) ≥ l(C) > 0 в про-
тивном случае (l(C) — количество дуг C, не принадлежащих G'). 

Чтобы увидеть связь с алгоритмом Вольфа—Лэма, можно рассмотреть 
конус Г, генерируемый весами циклов (а не весами дуг); тогда G' — под-
граф, веса циклов которого генерируют пространство линейности Г, а X — 
вектор в относительно внутренней части Г+. Однако нет необходимости для 
построения G' реально строить Г. Это просто одно из любопытных свойств 
программ примеров 7 и 8. 

Мы обрисовали основные идеи алгоритма Дарте—Вивьена [44]. Требу-
ются некоторые технические модификации для распознавания виртуальных 
и реальных узлов и для учета природы дуг (помеченных вершинами, лучами 
или линиями многогранника зависимостей). Отсылаем читателя к работе 
[42] за полным изложением алгоритма. 

6.7. Сильные и слабые стороны алгоритма 

Теперь, когда у нас есть многомерный план T, мы можем доказать его 
оптимальность в терминах степени параллелизма. Можно показать [41, 42], 
что для каждого оператора S (то есть для каждого узла G0) количество эк-
земпляров S, исполняемых последовательно в результате применения T, 
имеет тот же порядок, что и количество экземпляров S, являющихся врож-
денно последовательными в силу действия зависимостей. 

Теорема 3. Планирующий алгоритм является почти оптимальным, если 
область итерации содержит полномерный куб размера Ω(N) (соответст-
венно содержится в кубе размерности O(N)) и если d — глубина (количест-
во вложенных рекурсивных вызовов) алгоритма, то время ожидания плана 
равно O(Nd) и длина самого длинного пути зависимостей равна Ω(Nd). Более 
точно, после генерации кода каждый оператор S окружен в точности dS 
последовательными циклами, и эти циклы считаются врожденно последо-
вательными также после анализа зависимостей. 

Этот алгоритм также является оптимальным относительно анализа зави-
симостей. Рассмотрим следующий пример. 
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Пример 10. 
 
DO i = 1, n 
DO j = 1, n 

S1: a(i, j) = b(i-1, j+i) + a(i, j-1) 
S2: b(i, j) = a(i-1, j-i) + b(i, j-1) 

ENDDO 
ENDDO 

 

 
Рис. 15. СГЗ программы примера 10 

 
Если зависимости описываются с помощью векторов расстояния, СГЗ 

имеет две автозависимости (0, 1) и две дуги, помеченные многогранниками, 
обе имеющие по одной вершине и одному лучу — (0, 1) и (0, –1), соответ-
ственно (см. рис. 15). Следовательно, существует мультицикл нулевого ве-
са. Далее, две реальных вершины принадлежат к G'. Таким образом, глуби-
на алгоритма Дарте—Вивьена равна 2, и никакого параллелизма не обнару-
живается. 

Однако вычисление итерации (i, j) первым (вторым) оператором на шагу 
2i + j (соответственно i + j) приводит к допустимому плану, который обна-
руживает одну степень параллелизма8. Алгоритм Дарте—Вивьена не спосо-
бен найти параллелизм в этом примере, так как аппроксимация зависимо-
стей уже потеряла весь параллелизм. 

Используемая здесь нами техника нахождения параллельных циклов за-
ключается в поиске многомерных планов, линейные части которых (векто-

                                                           
8 Планы ⎣(3/2)i + j + 1/2⎦ и ⎣(1/2)i + j⎦ минимизируют время ожидания, но напи-

сание кода становится более сложным. 
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ры X) могут быть разными для разных операторов, даже если они принад-
лежат к одной и той же сильно связной компоненте. Это является основой 
алгоритма Фотрие [47], математической базой которого является аффинная 
форма леммы Фаркаша. Однако теорема 3 показывает, что нет необходимо-
сти искать различные линейные части (построение которых будет более 
дорогим и приведет к усложнению процесса переписывания) в заданной 
сильно связной компоненте текущего подграфа G', если зависимости заданы 
с помощью векторов расстояния. С другой стороны, пример 10 показывает, 
что такое усовершенствование может быть полезным только тогда, когда 
доступен более точный анализ зависимостей. 

7. АЛГОРИТМ ФОТРИЕ 

В работе [47] Пол Фотрие предложил алгоритм планирования статиче-
ских управляющих программ с аффинными зависимостями. Этот алгоритм 
использует точный анализ зависимостей, который всегда является осущест-
вимым для таких типов программ [45]. В этом его отличие от трех ранее 
рассмотренных алгоритмов (Аллена—Кеннеди, Вольфа—Лэма, Дарте—
Вивьена), которые работают с теми или другими аппроксимациями зависи-
мостей. 

Алгоритм Фотрие принимает на входе сокращенный граф зависимостей 
G, в котором дуга e: Si → Sj помечена множеством пар (I, J) таких, что Sj(J) 
зависит от Si(I). Далее он рекурсивно строит многомерный аффинный план 
для каждого оператора гнезда циклов. 

 
проц FEAUTRIER(G : граф) = 

Провести декомпозицию G на сильно связные компоненты Gi и то-
пологически отсортировать их. 
для всех сильно связных компонент Gi цикл 

Найти аффинный план с участием оператора, который на-
лагает неотрицательную задержку на все зависимости и за-
действован в наибольшем возможном количестве зависи-
мостей; 
Построить множество G'i незадействованных дуг; 

если G'i ≠ ∅ то FEAUTRIER(G'i) все 
все 

все 
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Данный алгоритм похож на алгоритм Дарте—Вивьена по своей структу-
ре и по выдаваемому результату, а также тем, что оба алгоритма использу-
ют линейные программы для построения аффинных планов. Приведем ос-
новные свойства, связанные со сравнением данных двух алгоритмов (см. 
[36]). 
1. Алгоритм Дарте—Вивьена способен планировать программы, даже если 

точный анализ зависимостей не является осуществимым, но дан СГЗ с 
многогранником зависимостей. Алгоритм Фотрие способен обрабаты-
вать только статические управляющие программы с аффинными зависи-
мостями. В этом смысле первый алгоритм является более мощным. Од-
нако укажет на попытки обобщить подход, реализованный в алгоритме 
Фотрие, путем ослабления ограничений на вход за счет использования 
анализа потока данных на нечетких массивах (Fuzzy Array Dataflow 
Analysis) [33]. 

2. Когда доступен анализ зависимостей, алгоритм Фотрие становится на-
много более мощным. Этот алгоритм способен обрабатывать любое 
множество циклов, описывающих многогранник, даже если циклы не 
образуют совершенное гнездо. Алгоритм Дарте—Вивьена также может 
обрабатывать не являющиеся совершенными вложенные гнезда циклов, 
либо рассматривая каждый блок совершенно вложенных циклов по от-
дельности, либо искусственно сливая несовершенно вложенные гнезда. 
Однако согласно теории, этот подход будет менее естественным и менее 
мощным. 

3.  Алгоритм Дарте—Вивьена основан на решении линейных программ, по-
добных тем, что решает алгоритм Фотрие. Единственное (но фундамен-
тальное) различие состоит в том, что первый ищет менее общие аффинные 
преобразования. Следовательно, на статических управляющих программах 
с аффинными зависимостями, алгоритм Фотрие всегда находит больше 
параллелизма, чем алгоритм Дарте—Вивьена (см. пример 10). Однако, не-
смотря на это различие, результат оптимальности для алгоритма Дарте—
Вивьена дает некоторые указания на случаи оптимальности для Фотрие, 
которые были впервые введены как «жадные эвристики». 

4. Алгоритм Фотрие должен использовать аффинную форму леммы Фар-
каша для получения линейных программ, чего алгоритм Дарте—Вивьена 
избегает благодаря своей схеме униформизации. Следовательно, линей-
ные программы алгоритма Фотрие более сложны. 

5. Оба алгоритма расширяют действие от мелкозернистого параллелизма 
до среднезернистого путем поиска полностью переставляемых циклов. 
Дарте и др. [40] предложили расширение алгоритма Дарте—Вивьена, 
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которое представляет собой простое обобщение Вольфа—Лэма. Лим и 
Лэм [57] предложили расширение алгоритма Фотрие, которое находит 
максимальные множества полностью переставляемых циклов, миними-
зируя при этом количество синхронизаций, необходимых в распаралле-
ленном коде. 

6. Алгоритм Дарте—Вивьена производит настолько регулярные планы, 
насколько это возможно, чтобы получить возможно более простой код. 
Действительно, этот алгоритм переписывает код с использованием аф-
финных планов, но, в отличие от алгоритма Фотрие, эти аффинные пла-
ны выбираются таким образом, чтобы возможно большее количество 
операторов имели одну и ту же линейную часть: после этого генерация 
кода может рассматриваться как последовательность частичных унимо-
дулярных преобразований и распределений циклов. В результате полу-
ченные программы выходят гарантированно более простыми, чем про-
граммы, получаемые с помощью алгоритма Фотрие. 

В работе [36] приводятся результаты небольшого сравнительного 
исследования алгоритмов, которое проводилось на четырех примерах. 
Как и ожидалось авторами, в этих исследованиях сложность алгоритма 
Дарте—Вивьена была намного ниже, чем у алгоритма Фотрие. Более 
удивительным оказался тот факт, что оба алгоритма дали один и тот же 
результат на всех четырех рассмотренных примерах. Разумеется, для 
получения окончательного заключения о сравнительных характеристи-
ках алгоритмов данного исследования явно не достаточно: необходимо 
сравнительное исследование алгоритмов на существенно большем числе 
реальных программ.  

На рис. 16 приведен пример кода, который с очевидностью содер-
жит некоторый параллелизм, но не поддается распараллеливанию ни од-
ним из четырех рассмотренных в данной статье алгоритмов. 

 
    DOPAR i = 1, ⎣n/2⎦ 

     a(i) = 1 + a(n-i) 
 DO i = 1, n  ENDDO 
      a(i) = 1 + a(n-i) DOPAR i = ⎣n/2⎦ + 1, n 
 ENDDO   a(i) = 1 + a(n-i) 
    ENDDO 
 

Рис. 16. Пример исходного (слева) и распараллеленного (справа) кода 
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8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В статье рассмотрены основные существующие алгоритмы распаралле-
ливания циклов — одного из наиболее важных реструктурирующих преоб-
разований. Суммируя их свойства, следует отметить следующее: алгоритм 
Аллена—Кеннеди является оптимальным для представления зависимостей 
в виде уровней, а алгоритм Вольфа—Лэма — для представления зависимо-
стей в виде векторов направления (но для гнезда циклов с единственным 
оператором). Ни один из двух алгоритмов не охватывает другой, поскольку 
каждый использует информацию, которая не может быть использована вто-
рым (графовая структура для первого алгоритма, векторы направления — 
для второго). Однако оба алгоритма охватываются алгоритмом Дарте—
Вивьена, который является оптимальным для любого многогранного пред-
ставления векторов расстояния. Алгоритм Фотрие охватывает алгоритм 
Дарте—Вивьена в случаях, когда зависимости могут быть представлены как 
аффинные, но вопрос об его оптимальности остается открытым. 

Рассмотренная классификация алгоритмов распараллеливания циклов 
имеет практический интерес. Она дает возможность распараллеливающему 
компилятору выбрать наиболее подходящий алгоритм: при условии, что 
задан определенный анализ зависимостей, должен выбираться самый про-
стой и дешевый распараллеливающий алгоритм, который остается опти-
мальным. Это будет именно тот алгоритм, который лучше всего подходит к 
доступному представлению зависимостей. 
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