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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â äèññåðòàöèè ðåøåíû çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ è ñðàâíåíèÿ ñòàòèñòè÷å-

ñêèõ êðèòåðèåâ àïîñòåðèîðíîãî îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè âðåìåííûõ

ðÿäîâ äëÿ øèðîêîãî êëàññà âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ó èññëåäîâàòåëÿ åñòü

êîíå÷íîå ÷èñëî íàáëþäåíèé è âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü, ïðåäëîæåííàÿ

äëÿ îáúÿñíåíèÿ ýòèõ íàáëþäåíèé. Ïðîâåðÿåòñÿ îñíîâíàÿ ãèïîòåçà

î òîì, ÷òî íàáëþäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïðåäëîæåííîé ìîäåëè. Â êà-

÷åñòâå àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû ïðåäëàãàåòñÿ ãèïîòåçà î òîì, ÷òî

ïðîèñõîäèò ðàçëàäêà � èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè â íåêîòîðûé

íåèçâåñòíûé èññëåäîâàòåëþ ìîìåíò âðåìåíè.

Â ïðîñòåéøåé ïîñòàíîâêå íàáëþäàåòñÿ âðåìåííîé ðÿä, äëÿ êîòî-

ðîãî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè: ñîãëàñíî îñíîâ-

íîé ãèïîòåçå, ýëåìåíòû âðåìåííîãî ðÿäà ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè; ñîãëàñíî àëü-

òåðíàòèâíîé ãèïîòåçå, â íåêîòîðûé ìîìåíò âíóòðè èíòåðâàëà íà-

áëþäåíèÿ ïðîèñõîäèò ðàçëàäêà: ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ïî-ïðåæíåìó

ïðåäïîëàãàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, íî äî ìîìåíòà ðàçëàäêè èìåþò îäíî

ðàñïðåäåëåíèå, à ïîñëå ìîìåíòà ðàçëàäêè � äðóãîå. Çàäà÷à îöåíè-

âàíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàçëàäêè ðåøàëàñü À. À. Áîðîâêîâûì è Þ.Þ.

Ëèíêå, Âàëüäîì (A. Wald), È. Â. Íèêèôîðîâûì, Í. Êëèãåíå è Ë.

Òåëüêñíèñîì, È. Ø. Òîðãîâèöêèì, À. Í. Øèðÿåâûì, Â. È. Ëîòî-

âûì, Êàðëñòåéíîì (E. Carlstein), Êñîðãî è Õîðâàôîì (M. Csorgo, L.

Horvath), Äåìáãåíîì (L. D�umbgen), Øàáàíîì (S. A. Shaban).

Ðàçëè÷àþò äâå çàäà÷è îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè: ïîñëåäîâàòåëüíóþ

ïðîöåäóðó è àïîñòåðèîðíóþ. Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîé ïðîöåäóðå çíà-

÷åíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ îäíî çà äðóãèì, è àêöåíò äåëàåòñÿ íà íàèñêî-

ðåéøåì îáíàðóæåíèè ðàçëàäêè ïðè ôèêñèðîâàííûõ âåðîÿòíîñòÿõ
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îøèáîê. Äëÿ îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè èñïîëüçóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íûé êðèòåðèé îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ Âàëüäà. À. Í. Øèðÿåâûì

èçó÷åíû ïîñëåäîâàòåëüíûå ðåøàþùèå ïðàâèëà äëÿ ìàðêîâñêèõ ïðî-

öåññîâ. Â ðàáîòå Ñ. Ý. Âîðîáåé÷èêîâà è Þ. Ñ. Ïîíîìàðåâîé ïðåä-

ëàãàåòñÿ ïðèìåíåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàä-

ðàòîâ äëÿ îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè àâòîðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé è èõ

îáîáùåíèé.

Çàäà÷à àïîñòåðèîðíîãî îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè ñîñòîèò â òîì, ÷òî

âðåìåííîé ðÿä èçâåñòåí ïîëíîñòüþ, è íàäî ñäåëàòü âûáîð ìåæäó ìî-

äåëüþ âûáîðêè è ìîäåëüþ ðàçëàäêè. Ýòà çàäà÷à ðàññìîòðåíà â êíè-

ãå Á. Å. Áðîäñêîãî è Á. Ñ. Äàðõîâñêîãî. Îòìåòèì, ÷òî êàê â ýòîé

êíèãå, òàê è â ìîíîãðàôèè Êñîðãî è Õîðâàôà îòñóòñòâóåò ñðàâ-

íåíèå êðèòåðèåâ îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè íà îñíîâàíèè îòíîñèòåëü-

íîé àñèìïòîòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè ïî Ïèòìåíó. Ìåæäó òåì òàêîå

ñðàâíåíèå, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ïðèâîäèò ê âûáîðó åäèíñòâåí-

íîãî êðèòåðèÿ, îòíîñèòåëüíî íàèáîëåå àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâ-

íîãî ïî Ïèòìåíó â øèðîêîì êëàññå, è ïîòîìó íàèáîëåå ïîäõîäÿùåãî

äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ðàçëè÷åíèÿ áëèçêèõ ãèïîòåç.

Ìàòåìàòè÷åñêèå ïîäõîäû ê àíàëèçó òåêñòîâ ðàçâèòû â ðàáîòàõ

Í. À. Ìîðîçîâà, À. À. Ìàðêîâà, Ã. Õåòñî, Ä. Â. Õìåëåâà, A. A. Ïî-

ëèêàðïîâà, Â. Â. Ïîääóáíîãî è Î. Ã. Øåâåëåâà. Ïðèìåíåíèå ðàçðà-

áîòàííûõ â äèññåðòàöèè êðèòåðèåâ ê àíàëèçó îäíîðîäíîñòè õóäî-

æåñòâåííûõ òåêñòîâ íà ðóññêîì ÿçûêå îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè

ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî Í. À. Ìîðîçîâûì è ðàçâèòîãî ðÿäîì àâòî-

ðîâ, â òîì ÷èñëå Â. Ï. Ôîìåíêî è Ò. Ã. Ôîìåíêî. Ìåòîä ñîñòîèò â

òîì, ÷òî ïî òåêñòó ñòðîèòñÿ âðåìåííîé ðÿä èíäèêàòîðîâ ñëóæåáíûõ

ñëîâ (ïðåäëîãîâ, ñîþçîâ, ÷àñòèö): âûáèðàåòñÿ çíà÷åíèå 1, åñëè ñëîâî

ÿâëÿåòñÿ ñëóæåáíûì, è çíà÷åíèå 0 èíà÷å. Îáîáùåíèåì ýòîãî ìåòîäà

ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ íåñêîëüêèõ ñâÿçàííûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ
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ïî òåêñòó. Âðåìåííûå ðÿäû ìîãóò îòðàæàòü, â ÷àñòíîñòè, ÷èñëî áóêâ

èëè ñëîãîâ â ñëîâå, ÷èñëî ñëîâ â ïðåäëîæåíèè (Ã. Õåòñî). Îäíàêî âñå

èññëåäîâàííûå íàìè âðåìåííûå ðÿäû, çà èñêëþ÷åíèåì ðÿäà èíäè-

êàòîðîâ ñëóæåáíûõ ñëîâ, íå îáëàäàþò â íóæíîé ñòåïåíè ñåëåêòèâ-

íîñòüþ àâòîðà: ìåòîäàìè äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà ìîæíî óáåäèòüñÿ

â òîì, ÷òî âíóòðèãðóïïîâûå äèñïåðñèè äëÿ òåêñòîâ êàæäîãî àâòîðà

îáåñïå÷èâàþò îñíîâíîé âêëàä â ñóììàðíóþ äèñïåðñèþ, è ðàçëè÷èÿ

â ñðåäíèõ çíà÷åíèÿõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ ðàçíûõ àâòîðîâ íåçíà÷èìû.

Òàêèì îáðàçîì, ýòè õàðàêòåðèñòèêè (÷èñëî áóêâ â ñëîâå è ò.ï.) ìåíåå

ïîëåçíû äëÿ àíàëèçà îäíîðîäíîñòè òåêñòà.

Ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ ê àíàëèçó îäíî-

ðîäíîñòè êàæäîãî êîíêðåòíîãî òåêñòà � äîñòèãíóòûé óðîâåíü çíà-

÷èìîñòè ãèïîòåçû îá îäíîðîäíîñòè. ×åì ìåíüøå (áëèæå ê íóëþ)

äîñòèãíóòûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè äëÿ äàííîãî òåêñòà, òåì áîëåå ýòî

ãîâîðèò ïðîòèâ ãèïîòåçû îá îäíîðîäíîñòè. Â öåëîì, äëÿ áîëåå äëèí-

íûõ òåêñòîâ îäíîãî àâòîðà äîñòèãíóòûå óðîâíè çíà÷èìîñòè îêàçû-

âàþòñÿ íèæå, ÷åì äëÿ êîðîòêèõ. Íî çíà÷èòåëüíî íèæå äîñòèãíó-

òûå óðîâíè çíà÷èìîñòè äëÿ òåêñòîâ, ïîëó÷åííûõ ñêëåéêîé (êîíêà-

òåíàöèåé) äâóõ ïðîèçâåäåíèé ðàçíûõ àâòîðîâ. Ðàçðàáîòàííûé ìå-

òîä ïîçâîëÿåò íå òîëüêî äèàãíîñòèðîâàòü íàëè÷èå ðàçëàäêè, òî åñòü

íåïðèåìëåìîñòü ìîäåëè âûáîðêè, íî è óêàçûâàòü ìîìåíò ðàçëàäêè

� ñêëåéêà òåêñòîâ, ñîäåðæàùèõ ìíîãèå ñîòíè ñòðàíèö, îòûñêèâàåò-

ñÿ ñ òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà îäíîé ñòðàíèöû.

Îäíàêî îòìå÷åííîå âûøå ñâîéñòâî óìåíüøåíèÿ äîñòèãàåìîãî

óðîâíÿ çíà÷èìîñòè ñ ðîñòîì îáúåìà òåêñòà ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìî-

äåëü âûáîðêè íå ÿâëÿåòñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîé äëÿ âðåìåííîãî ðÿ-

äà, ïîëó÷åííîãî ïî ïðîèçâåäåíèþ èëè ñîáðàíèþ ñî÷èíåíèé àâòîðà.

Äåéñòâèòåëüíî, ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç ïîêàçûâàåò íàëè÷èå êîððå-

ëÿöèé, ìåäëåííî óáûâàþùèõ ñ ðîñòîì ëàãà. Àäåêâàòíîé ìîäåëüþ
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äëÿ òàêèõ âðåìåííûõ ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ôðàêòàëüíîãî øóìà.

Ôðàêòàëüíûé ãàóññîâñêèé øóì � ýòî ñòàöèîíàðíàÿ ãàóññîâñêàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è êîððå-

ëÿöèîííîé ôóíêöèåé, óáûâàþùåé ïî ñòåïåííîìó çàêîíó òàêèì îáðà-

çîì, ÷òî äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn âûïîëíåíî ðàâåíñòâîDSn = σ2n2H ,

ãäå H ∈ (0, 1] íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì Õåðñòà. Â ñëó÷àå ñêëåé-

êè òåêñòîâ äâóõ àâòîðîâ ïîëó÷àåòñÿ ìîäåëü ðàçëàäêè ôðàêòàëüíîãî

ãàóññîâñêîãî øóìà.

Ìîäåëü ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà ââåäåíà íåçàâèñèìî

äðóã îò äðóãà À. Í. Êîëìîãîðîâûì è Âèíåðîì â 1940 ãîäó, à ñâîå íà-

çâàíèå è øèðîêóþ èçâåñòíîñòü ïîëó÷èëà áëàãîäàðÿ ñòàòüå Ìàíäåëü-

áðîòà è âàí Íåññà. Îíà îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíîé äëÿ îïèñàíèÿ ýêîíî-

ìè÷åñêèõ è åñòåñòâåííî-íàó÷íûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ. Èñïîëüçîâàíèå

ìîäåëè îñëîæíåíî òðóäîåìêîé ïðîöåäóðîé îöåíèâàíèÿ åå ïàðàìåò-

ðîâ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû àâòîðîì ðàçðàáîòàí áèíàðíûé çíà-

êîâûé ìåòîä îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà H, èìåþùèé íèçêóþ âû÷èñëè-

òåëüíóþ ñëîæíîñòü. Äèñïåðñèÿ îöåíêè, ïîëó÷åííîé ýòèì ìåòîäîì,

íå íàìíîãî áîëüøå äèñïåðñèè îïòèìàëüíîé îöåíêè. Àñèìïòîòèêà

äèñïåðñèè îöåíêè âû÷èñëåíà àíàëèòè÷åñêè. Ðàçðàáîòàíû è ðåàëèçî-

âàíû àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà è

àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà Õåðñòà áèíàðíûì çíàêîâûì ìåòî-

äîì. Êðîìå òîãî, ðàçðàáîòàíû àíëèòè÷åñêèå âåðîÿòíîñòíûå ìåòîäû

âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèè îöåíêè, ñîãëàñóþùèåñÿ . Ðåçóëüòàòû ìîäåëè-

ðîâàíèÿ è òåîðåòè÷åñêèõ ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè

àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Áèíàðíûé çíàêîâûé ìåòîä îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà H ïðèìåíÿåòñÿ

ê âðåìåííûì ðÿäàì, ïîñòðîåííûì ïî òåêñòàì íà åñòåñòâåííîì ÿçû-

êå ñ ïîìîùüþ àâòîðñêîãî èíâàðèàíòà. Íà åãî îñíîâàíèè ñòðîèòñÿ
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ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû îá îòñóòñòâèè ôðàê-

òàëüíîñòè. Êðèòåðèé îñíîâàí íà ðàçíîñòè ìåæäó îöåíêîé ïàðàìåò-

ðà Õåðñòà è çíà÷åíèåì 1/2, ñîîòâåòñòâóþùèì áåëîìó ãàóññîâñêîìó

øóìó. Ïîñòðîåííûé êðèòåðèé ïîçâîëÿåò ïðè èçó÷åíèè òåêñòîâ îáîñ-

íîâàòü âûáîð ìîäåëè ôðàêòàëüíîãî øóìà ïðîòèâ àëüòåðíàòèâíîé

ìîäåëè âûáîðêè. Ýòîò âûâîä äåëàåòñÿ íà îñíîâàíèè òîãî, ÷òî êîýô-

ôèöèåíò Õåðñòà çíà÷èìî îòëè÷àåòñÿ îò 1/2.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçëàäêè â òåêñòàõ, òî åñòü äëÿ âûáîðà ìåæäó

ìîäåëüþ ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà è ðàçëàäêè ôðàêòàëüíîãî

ãàóññîâñêîãî øóìà, ðàçðàáîòàí ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé, îñíîâàí-

íûé íà ðàçíîñòè îöåíîê ðàçíûìè ìåòîäàìè: ìåòîäîì äèñïåðñèè è

áèíàðíûì çíàêîâûì ìåòîäîì. Ýòîò êðèòåðèé äàåò õîðîøèå ðåçóëü-

òàòû ïðè àíàëèçå îäíîðîäíîñòè òåêñòà: äîñòèãíóòûå óðîâíè çíà÷è-

ìîñòè äàëåêè îò íóëÿ äëÿ òåêñòîâ îäíîãî àâòîðà è áëèçêè ê íóëþ

äëÿ ñêëåéêè òåêñòîâ ðàçíûõ àâòîðîâ.

Îáíàðóæåíèå ðàçëàäêè ïðîöåññîâ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñî

ñëó÷àéíûì øóìîì îñíîâàíî íà èçó÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâå-

äåíèÿ ñóìì îñòàòêîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè. Ýòî

èçó÷åíèå áûëî îñóùåñòâëåíî ÌàêÍèëîì â 1978 ãîäó. Â äèññåðòàöèè

äîêàçàíà òåîðåìà, ðàñïðîñòðàíÿþùàÿ ðåçóëüòàò ÌàêÍèëà íà ýìïè-

ðè÷åñêèé ìîñò. Ïîëó÷åíû ñëåäñòâèÿ î ïðåäåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ

ðÿäà ôóíêöèîíàëîâ îò ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà. Ñðàâíåíèå ñòàòèñòè-

÷åñêèõ êðèòåðèåâ, îñíîâàííûõ íà ýòèõ ôóíêöèîíàëàõ, ïðîâåäåíî íà

÷èñëåííîì ïðèìåðå â ñëó÷àå, êîãäà àëüòåðíàòèâà ñîñòîèò â îäíî-

êðàòíîì èçìåíåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ â ñëó÷àéíûé ìîìåíò

âðåìåíè. Ñðàâíåíèå ïðîâîäèëîñü ïóòåì ìîäåëèðîâàíèÿ è âûÿâèëî

ïðåèìóùåñòâî ôóíêöèîíàëà ñóïðåìóìà îòêëîíåíèÿ ýìïèðè÷åñêîãî

ìîñòà.
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Öåëü ðàáîòû

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ

ïðîâåðêè ãèïîòåç äëÿ êëàññà âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé âðåìåííûõ ðÿ-

äîâ. Ýòîò êëàññ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìîäåëè ñëó÷àéíîé âûáîðêè è åå

ðàçëàäêè, ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà è åãî ðàçëàäêè, öèêëè-

÷åñêîãî òðåíäà ñî ñëó÷àéíûì øóìîì è åãî ðàçëàäêè. Ðàçðàáîòàí-

íûå êðèòåðèè àïîñòåðèîðíîãî îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè ïðèìåíÿþòñÿ

äëÿ àíàëèçà îäíîðîäíîñòè òåêñòîâ è äëÿ âûáîðà àäåêâàòíîé âåðîÿò-

íîñòíîé ìîäåëè â ðÿäå çàäà÷ àíàëèçà ìåäèöèíñêèõ è ýêîíîìè÷åñêèõ

äàííûõ.

Â ðàìêàõ óêàçàííîé öåëè áûëè ïîñòàâëåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è.

1. Ïîñòðîèòü êëàññ ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ ïðîâåðêè îäíîðîä-

íîñòè âðåìåííîãî ðÿäà, îñíîâàííûõ íà ôóíêöèîíàëàõ îò ýìïè-

ðè÷åñêîãî ìîñòà. Ñðàâíèòü êðèòåðèè èç ýòîãî êëàññà â ñìûñëå

àñèìïòîòè÷åñêîé îòíîñèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè ïî Ïèòìåíó è

âûáðàòü íàèëó÷øèé êðèòåðèé.

2. Ïîñòðîèòü êëàññ ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ ïðîâåðêè îäíîðîä-

íîñòè âðåìåííîãî ðÿäà, îñíîâàííûõ íà ïðåäïîëîæåíèÿõ íîð-

ìàëüíîñòè.

3. Ðàçðàáîòàòü çíàêîâûé ìåòîä îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà Õåðñòà è

åãî ìîäèôèêàöèè äëÿ ìîäåëåé ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà

è ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî ìîñòà.

4. Ïîñòðîèòü êëàññ ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ äëÿ ðàçëè÷åíèÿ ìî-

äåëè âûáîðêè è ôðàêòàëüíîãî øóìà; ìîäåëè ôðàêòàëüíîãî øó-

ìà è åãî ðàçëàäêè.

5. Ïðèìåíèòü ðàçðàáîòàííûå êðèòåðèè îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè ê

àíàëèçó îäíîðîäíîñòè òåêñòà. Ôîðìàëèçîâàòü ìîäåëè âðåìåí-

íûõ ðÿäîâ, ïîñòðîåííûõ ïî òåêñòó îäíîãî àâòîðà è ïî ñêëåéêå
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òåêñòîâ ðàçíûõ àâòîðîâ. Èññëåäîâàòü ðåçóëüòàòèâíîñòü ïðèìå-

íåíèÿ ðàçðàáîòàííûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ ïðîâåðêè îäíî-

ðîäíîñòè ê òåêñòàì íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå è îáîñíîâàòü àëãî-

ðèòì âûÿâëåíèÿ ñêëåéêè òåêñòîâ.

6. Ïðèìåíèòü ðàçðàáîòàííûå êðèòåðèè äëÿ âûáîðà àäåêâàòíîé âå-

ðîÿòíîñòíîé ìîäåëè ê àíàëèçó ìåäèöèíñêèõ è ýêîíîìè÷åñêèõ

äàííûõ.

7. Ïîñòðîèòü ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè

ïðîöåññà ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñî ñëó÷àéíûì øóìîì, ïðè-

ãîäíûå äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïðè êîìïüþòåðíîì àíàëèçå èçìåíå-

íèé ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê êîíñòðóêöèè íà îñíîâàíèè çà-

ïèñè åå êîëåáàíèé.

8. Íà ÷èñëåííîì ïðèìåðå ñðàâíèòü ïðåäëîæåííûå êðèòåðèè â ñëó-

÷àå, êîãäà àëüòåðíàòèâà ñîñòîèò â îäíîêðàòíîì èçìåíåíèè ìà-

òåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ â ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðåìåíè, ðàâíî-

ìåðíî ðàñïðåäåëåííûé íà èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåäåííûå â ðàáîòå,

îñíîâàíû íà ïðèìåíåíèè è ðàçâèòèè ìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíà-

ëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ, â ÷àñòíîñòè, ìåòîäîâ àïîñòåðèîðíîãî îáíà-

ðóæåíèÿ ðàçëàäêè, èçëîæåííûõ â ìîíîãðàôèÿõ Á. Å. Áðîäñêîãî è Á.

Ñ. Äàðõîâñêîãî, Êñîðãî è Õîðâàôà; ìåòîäîâ ñðàâíåíèÿ êðèòåðèåâ,

èçëîæåííûõ â êíèãå ß. Þ. Íèêèòèíà; çíàêîâîãî ìåòîäà îöåíèâàíèÿ

êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè À. Ì. ßãëîìà; àëãîðèòìîâ îöåíèâàíèÿ ïà-

ðàìåòðîâ è ïðîâåðêè ãèïîòåç äëÿ ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà,

ðàçâèòûõ â ðÿäå ðàáîò ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé; ìàòåìàòè÷åñêèõ ìå-

òîäîâ êëàññèôèêàöèè òåêñòîâ, ðàçâèòûõ â ðàáîòàõ Í. À. Ìîðîçî-

âà, À. À. Ìàðêîâà, Ã. Õåòñî, Ä. Â. Õìåëåâà, Â. Â. Ïîääóáíîãî è

Î. Ã. Øåâåëåâà; êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäåëüíûõ
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òåîðåì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü

íà ñëåäóþùèõ âñåðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ:

• Workshop on Mathematics of Stochastic Networks, EURANDOM,

The Netherlands, November 2001.

• 6th International Symposium on science and technology (KORUS�

2002), Novosibirsk, June 24�26, 2002.

• Êâàíòèòàòèâíàÿ ëèíãâèñòèêà: èññëåäîâàíèÿ è ìîäåëè (ÊËÈÌ�

2005), Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåð-

ñèòåò, Íîâîñèáèðñê, 6�10 èþíÿ 2005 ã.

• IV International Conference on Limit Theorems in Probability

Theory and Their Applications, Novosibirsk, 21�25 August 2006.

• XIV Âñåðîññèéñêàÿ øêîëà-êîëëîêâèóì ïî ñòîõàñòè÷åñêèì ìåòî-

äàì è VIII Âñåðîññèéñêèé ñèìïîçèóì ïî ïðèêëàäíîé è ïðîìûø-

ëåííîé ìàòåìàòèêå, Ñî÷è-Àäëåð, 29 ñåíòÿáðÿ � 7 îêòÿáðÿ 2007

ã.

• IX Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íî-òåõíè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Àêòó-

àëüíûå ïðîáëåìû ýëåêòðîííîãî ïðèáîðîñòðîåíèÿ ÀÏÝÏ-2008¿,

Íîâîñèáèðñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Òåõíè÷åñêèé Óíèâåðñèòåò, ã.

Íîâîñèáèðñê, 24�26 ñåíòÿáðÿ 2008 ã.

• Programme ¾Stochastic Processes in Communication Sciences¿,

Isaac Newton Institute for Mathematical Sciences, Cambridge, 25

May � 15 June 2010.

• X Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íî-òåõíè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Àêòóàëü-

íûå ïðîáëåìû ýëåêòðîííîãî ïðèáîðîñòðîåíèÿ ÀÏÝÏ-2010¿, Íî-
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âîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, ã. Íî-

âîñèáèðñê, 22�24 ñåíòÿáðÿ 2010 ã.

• III Âñåðîññèéñêèé ñåìèíàð ¾Ôóíäàìåíòàëüíûå îñíîâû ÌÝÌÑ-

è íàíîòåõíîëîãèé¿. Íîâîñèáèðñê, 25�27 ìàÿ 2011 ã.

• V International Conference ¾Limit Theorems in Probability Theory

and Their Applications¿. Novosibirsk, August 15�21, 2011.

• 22nd Annual Conference of The International Environmetrics

Society. Hyderabad, India, January 1�6, 2012.

• Applied methods of statistical analysis. Applications in survival

analysis, reliability and quality control. Novosibirsk, September 26�

30, 2013.

• 11 International conference on ordered statistical data. Bedlewo,

Poland, June 2�6, 2014.

• XXI Âñåðîññèéñêàÿ øêîëà-êîëëîêâèóì ïî ñòîõàñòè÷åñêèì ìåòî-

äàì. Êèñëîâîäñê, 11�17 èþíÿ 2017 ã.

• 13 International conference on ordered statistical data. Cadiz, Spain,
May 22�25, 2018.

Êðîìå òîãî, îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü

íåîäíîêðàòíî íà:

• îáúåäèíåííîì ñåìèíàðå êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ÍÃÓ è ëàáîðàòîðèè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì

àêàäåìèêà À. À. Áîðîâêîâà;

• íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè Íîâîñèáèðñêî-

ãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà ïîä ðóêîâîä-

ñòâîì ïðîôåññîðà Â. À. Ñåëåçíåâà;
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• íàó÷íûõ ñåññèÿõ ôàêóëüòåòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîð-
ìàòèêè ÍÃÒÓ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Á. Þ. Ëåìåøêî;

• íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè Íîâîñè-

áèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà ïîä ðó-

êîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Â. Â. Ãóáàðåâà.

Ïóáëèêàöèè

Ïî òåìå äèññåðòàöèè àâòîðîì îïóáëèêîâàíî 48 ïå÷àòíûõ ðàáîò,

â òîì ÷èñëå 11 ðàáîò, èíäåêñèðóåìûõ â áàçàõ öèòèðîâàíèÿ (RSCI,

SCOPUS, WoS). 9 ðàáîò îïóáëèêîâàíî áåç ñîàâòîðîâ.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà íåïîñðåäñòâåííî åå àâòîðîì.

Â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ [174], [180], [175] àâòîðó äèññåðòàöèè ïðè-

íàäëåæàò âûâîä ðàñ÷åòíûõ ôîðìóë, ðåàëèçàöèÿ ðàñ÷åòîâ è èíòåð-

ïðåòàöèÿ èõ ðåçóëüòàòîâ; â ðàáîòàõ [164], [167], [168] � ïîñòàíîâ-

êà çàäà÷è, äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé è ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ,

èíòåðïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ; â ðàáîòàõ [163], [177], [178] �

ïîñòàíîâêà çàäà÷è è äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé; â ðàáîòàõ [181],

[182], [191], [194] � âûâîä ðàñ÷åòíûõ ôîðìóë è ðàçðàáîòêà àëãîðèò-

ìîâ, èíòåðïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ; â ðàáîòå [197] � ïîñòà-

íîâêà çàäà÷è è ðàçðàáîòêà âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ.

Ðàáîòà âûïîëíÿëàñü â Íîâîñèáèðñêîì ãîñóäàðñòâåííîì òåõíè÷å-

ñêîì óíèâåðñèòåòå â ïåðèîä ñ 1999 ïî 2018 ãîä.

Îáçîð ëèòåðàòóðû

Ìû áóäåì âñþäó äàëåå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äîñòóïíàÿ äëÿ àíàëèçà

èíôîðìàöèÿ � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèéX1, . . . , Xn � èìå-

þùèåñÿ â ðàñïîðÿæåíèè èññëåäîâàòåëÿ äàííûå. ×èñëî n ìû áóäåì

íàçûâàòü îáúåìîì èìåþùèõñÿ äàííûõ.

Ìîäåëü âûáîðêè � îñíîâíàÿ ìîäåëü ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè
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� ïðåäïîëàãàåò, ÷òî èìåþùèåñÿ äàííûå ÿâëÿþòñÿ ðåàëèçàöèåé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí. Ìû áóäåì äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Xi èìå-

þò êîíå÷íóþ íåíóëåâóþ äèñïåðñèþ. Ñîãëàñíî ôóíêöèîíàëüíîé öåí-

òðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå (ïðèíöèïó èíâàðèàíòíîñòè Äîíñêåðà

� Ïðîõîðîâà) ñëó÷àéíûå ëîìàíûå, ïîñòðîåííûå ïî öåíòðèðîâàííûì

è íîðìèðîâàííûì ñóììàì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñõîäÿòñÿ ê ñòàíäàðò-

íîìó âèíåðîâñêîìó ïðîöåññó (ñòàíäàðòíîìó ïðîöåññó îáû÷íîãî áðî-

óíîâñêîãî äâèæåíèÿ) [6]. Ýòî ãàóññîâñêèé ïðîöåññ ñ íóëåâûì ìàòå-

ìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è ëèíåéíî ðàñòóùåé äèñïåðñèåé. Ìàòåìà-

òè÷åñêîå îïèñàíèå ÿâëåíèÿ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ áûëî âûâåäåíî

èç çàêîíîâ ôèçèêè Ýéíøòåéíîì â 1905 ãîäó, à åãî òî÷íàÿ ôîðìàëè-

çàöèÿ íà ÿçûêå òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïîëó÷åíà îñíîâàòåëåì

êèáåðíåòèêè Í. Âèíåðîì â åãî äèññåðòàöèè (1918 ã.) è áîëåå ïîçäíèõ

ðàáîòàõ [162]. Äàëüíåéøåå èçó÷åíèå âåðîÿòíîñòíûõ ñâîéñòâ áðîóíîâ-

ñêîãî äâèæåíèÿ áûëî ïðåäïðèíÿòî Ï. Ëåâè [137], [58], Ê. Èòî è Ã.

Ìàêêèíîì [43]. Âèíåðîâñêèé ïðîöåññ � íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíàÿ

ìîäåëü ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ íåïðåðûâíûìè ïî÷òè íàâåðíîå òðà-

åêòîðèÿìè (ñì. [137], [58], [43], [45], [132], [82] è ñïèñêè ëèòåðàòóðû

â íèõ).

Îäíàêî ïîðîé âñòðå÷àþòñÿ ÿâëåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ âèíåðîâñêèé

ïðîöåññ íå ãîäèòñÿ â êà÷åñòâå ìîäåëè. Ìû ðàññìîòðèì äâå ïðèí-

öèïèàëüíî ðàçíûõ ìîäåëè � ðàçëàäêè è ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêîãî

øóìà. Äëÿ ìîäåëè ðàçëàäêè ïðîöåññ, ïðåäåëüíûé äëÿ ñóìì ïðè íàä-

ëåæàùåé íîðìèðîâêå, îêàçûâàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì è õàðàêòå-

ðèçóåòñÿ ìîìåíòîì ðàçëàäêè T . Äëÿ ìîäåëè ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâ-

ñêîãî øóìà ïàðàìåòðîì ñëóæèò ñêîðîñòü ðîñòà ñòàíäàðòíûõ îòêëî-

íåíèé ñóìì � òàê íàçûâàåìûé ïîêàçàòåëü Õåðñòà H. Ïðåäåëüíûé

ïðîöåññ äëÿ íîðìèðîâàííûõ ñóìì â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ôðàê-
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òàëüíûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì.

Ìîäåëüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ðàçëàäêè, åñëè

X1, . . . , Xn íåçàâèñèìû è èìåþò êîíå÷íóþ íåíóëåâóþ äèñïåðñèþ,

êàê è â ìîäåëè âûáîðêè, íî X1, . . . , X[nT ] èìåþò ðàñïðåäåëåíèå F1,

à X[nT ]+1, . . . , Xn � ðàñïðåäåëåíèå F2.

Èñòîðè÷åñêè ïåðâîé çàäà÷åé, èñïîëüçóþùåé ìîäåëü ðàçëàäêè, áû-

ëà çàäà÷à íàèñêîðåéøåãî îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè, ñîñòîÿùåé â ìè-

íèìèçàöèè ÷èñëà íàáëþäåíèé ïîñëå ðàçëàäêè, íåîáõîäèìûõ äëÿ åå

îáíàðóæåíèÿ ñ çàäàííûìè óðîâíåì α è ìîùíîñòüþ β. Äëÿ ðåøåíèÿ

ïîñëåäíåé çàäà÷è À. Âàëüä ðàçðàáîòàë ìåòîä êóìóëÿòèâíûõ ñóìì

[14]. Çàäà÷à íàèñêîðåéøåãî îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè àíàëèçèðîâàëàñü

â ðàáîòàõ Êëèãåíå è Òåëüêñíèñà [48], Òîðãîâèöêîãî [84], Áðîäñêîãî

è Äàðõîâñêîãî [28], [11], [25].

îáçîð ëèòåðàòóðû ïî ýòîé òåìå ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè Íèêè-

ôîðîâà [73], îáçîðíîé ñòàòüå [13] è êíèãå [114] Áðîäñêîãî è Äàðõîâ-

ñêîãî. Â ñòàòüå Äàðõîâñêîãî [26] çàäà÷à íàèñêîðåéøåãî îáíàðóæåíèÿ

ðàçëàäêè ðåøåíà ïðè ìèíèìàëüíûõ àïðèîðíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.

Â ðÿäå ïðèëîæåíèé âîçíèêàåò çàäà÷à àïîñòåðèîðíîãî îáíàðóæå-

íèÿ ðàçëàäêè, òî åñòü âûÿñíåíèÿ, èçìåíèëà ëè äàííàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñâîè ñâîéñòâà çà âðåìÿ

íàáëþäåíèÿ.

Â ñëó÷àå, êîãäà ìîìåíò âîçìîæíîé ðàçëàäêè èçâåñòåí, çàäà÷à î

íàëè÷èè ðàçëàäêè ïðåâðàùàåòñÿ â êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó îá îäíîðîä-

íîñòè äâóõ âûáîðîê ([9], ��59, 60). Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîñòà-

íîâêó çàäà÷è, â êîòîðîé íåèçâåñòåí ìîìåíò âîçìîæíîé ðàçëàäêè. Â

ðÿäå ðàáîò ðàñïðåäåëåíèÿ äî è ïîñëå ðàçëàäêè ñ÷èòàþòñÿ çàäàííû-

ìè. Òàê, â [111] ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ äðóã

èç äðóãà ëèíåéíûì ñäâèãîì àðãóìåíòà, ïðè÷åì ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíîé, âñþäó ïîëîæèòåëüíîé è íåïðåðûâ-
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íî äèôôåðåíöèðóåìîé. Â îòëè÷èå îò [111] ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü

ëèøü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ äî è ïîñëå ðàçëàäêè èìåþò ðàçíûå ìàòå-

ìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è êîíå÷íûå íåíóëåâûå äèñïåðñèè.

Â ðàáîòàõ Áðîäñêîãî è Äàðõîâñêîãî [12], Âàñèëü÷åíêî [15] çà-

äà÷à îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ìíîãîêðàòíîãî

èçìåíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â ðàáîòå

Äàðõîâñêîãî è Ïèðÿòèíñêîé [29] ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê âûäå-

ëåíèþ îäíîðîäíûõ ôðàãìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îñíîâàííûé íà

ýïñèëîí-ñëîæíîñòè.

Äðóãàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è � îöåíèâàíèå ìîìåíòà ðàçëàäêè ïî

àïîñòåðèîðíûì äàííûì. Â çàäà÷å îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà, êàê ïðà-

âèëî, ëèáî ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè ðàñïðåäåëåíèÿ äî è ïîñëå

ðàçëàäêè, ëèáî ïðåäïîëàãàþòñÿ ðàçëè÷íûìè íåêîòîðûå èõ ÷èñëî-

âûå õàðàêòåðèñòèêè, íàïðèìåð ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ (ñì. [156]

äëÿ ïîäðîáíîé áèáëèîãðàôèè). Â ðàáîòàõ Áðîäñêîãî è Äàðõîâñêîãî

[24], [27], [10] ïðåäëîæåíû îöåíêè ìîìåíòà ðàçëàäêè ïî àïîñòåðèîð-

íûì äàííûì è ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå îöåíîê.

Îòìåòèì â ýòîé ñâÿçè ðàáîòû [115], [121], ãäå çàäà÷à îöåíèâà-

íèÿ ïàðàìåòðà ðåøåíà â íàèáîëåå îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ: òðåáóåòñÿ

ëèøü, ÷òîáû ðàñïðåäåëåíèÿ äî è ïîñëå ðàçëàäêè ðàçëè÷àëèñü.

Ìîäåëüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ôðàêòàëüíûé (äðîáíûé)

ãàóññîâñêèé øóì, åñëè äèñïåðñèÿ åå ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðàñòåò â ñîîò-

âåòñòâèè ñ íåêîòîðîé ñòåïåííîé ôóíêöèåé, îòëè÷íîé îò ëèíåéíîé.

Ïàðàìåòð Õåðñòà H � ýòî ïîêàçàòåëü ñêîðîñòè ðîñòà ñòàíäàðòíîãî

îòêëîíåíèÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì (êîðíÿ èç äèñïåðñèè). Ýôôåêò íåëè-

íåéíîãî ðîñòà ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ ñóìì áûë îáíàðóæåí Õåð-

ñòîì [128] äëÿ ðÿäà ïðèðîäíûõ ÿâëåíèé (ðå÷íîãî ñòîêà, êîëåö íà

äåðåâüÿõ è ò. ä.). Äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà H Õåðñò èñïîëüçîâàë

ìåòîä íîðìèðîâàííîãî ðàçìàõà, ïîäðîáíî îïèñàííûé íàìè â ãëàâå 2.
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Îïèñàíèå ýòîé ïðîöåäóðû îöåíèâàíèÿ è ðÿä ïðèìåðîâ ìîæíî íàéòè

â ðàáîòàõ [142], [53], [86].

Âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü äëÿ ðîñòà äèñïåðñèè â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòå-

ïåííûì çàêîíîì âïåðâûå ïîëó÷èë îñíîâàòåëü ñîâðåìåííîé àêñèîìà-

òèêè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé À. Í. Êîëìîãîðîâ â 1940 ãîäó [49], îäíàêî

åãî ðàáîòà äîëãî îñòàâàëàñü íåçàìå÷åííîé. Â 1968 ãîäó Ìàíäåëüáðîò

è âàí Íåññ [144] ïåðåîòêðûëè åãî ðåçóëüòàòû è íàçâàëè ñîîòâîòñòâó-

þùèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ôðàêòàëüíûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì.

Ôðàêòàëüíûé ãàóññîâñêèé øóì � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèðà-

ùåíèé ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ çà ðàâíûå èíòåðâàëû

âðåìåíè.

Èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ áû-

ëè îñóùåñòâëåíû â ðàáîòàõ [140], [141], [69], [116], [110].

Ôðàêòàëüíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå îêàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ

ïðîöåññîâ ÷àñòíûõ ñóìì ñêîëüçÿùèõ ñðåäíèõ. Ñîîòâåòñòâóþùèå

òåîðåìû (â òîì ÷èñëå ñ îöåíêàìè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè) äîêàçàíû

â [23], [134], [4] è áóäóò íàìè èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

ïðîöåññà ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ â ãëàâå 1.

Ïðèìåíåíèå ìîäåëè ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ê òåî-

ðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [146], [150].

Ìîäåëèðîâàíèå ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ðàññìîòðå-

íî â ðàáîòàõ [143], [160], [154], [155], [153], [80], [23], [134], [4]. Ìåòîä,

ïðåäëîæåííûé â [143] � ìåòîä äèñêðåòèçàöèè èíòåãðàëà Ìàíäåëü-

áðîòà � âàí Íåññà. Â [160] ïðåäëîæåí ìåòîä ñðåäèííîãî ñìåùåíèÿ. Â

[53], �9.3, îòìå÷åíî, ÷òî ýòîò àëãîðèòì ïðèâîäèò ê ïðîöåññó ñ íåñòà-

öèîíàðíûìè ïðèðàùåíèÿìè, îòëè÷íîìó îò ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâ-

ñêîãî äâèæåíèÿ. Â [154], [155], [153], [80] îïèñàí àëãîðèòì ñëó÷àéíûõ

ôàç. Íàìè ïîêàçàíî â [177], ÷òî ýòîò àëãîðèòì ïðèâîäèò ê ñëó÷àé-

íîìó ïðîöåññó � ïðîöåñó Ñîïà, êîòîðûé, êàê è ôðàêòàëüíîå áðî-
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óíîâñêîå äâèæåíèå, èìååò ñòàöèîíàðíûå ïðèðàùåíèÿ, íî, â îòëè-

÷èå îò íåãî, ñàì ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, è íå îáëàäàåò ñòåïåííîé

ñêîðîñòüþ ðîñòà äèñïåðñèè � åãî äèñïåðñèÿ â ñèëó ñòàöèîíàðíîñòè

ïîñòîÿííà. Ýòîò ôàêò íå îòìå÷åí íèãäå â èçâåñòíîé íàì ëèòåðàòó-

ðå. Â [23], [134], [4] äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü

ïðîöåññ ñêîëüçÿùèõ ñðåäíèõ, è äîêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû

ñõîäèìîñòè: â [23] � ïðè çàâûøåííûõ ìîìåíòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ â

ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå (òî åñòü ïðè H ≥ 1/2), â [134] ñíÿòû çàâûøåí-

íûå ìîìåíòíûå îãðàíè÷åíèÿ, â [4] ðàññìîòðåí ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ

H è ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.

Ìåòîäû îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà H, îòëè÷íûå îò ìåòîäà íîðìèðî-

âàííîãî ðàçìàõà, ðàññìàòðèâàþòñÿ â [53], [113], [106], [124]. Ìåòîä

äèñïåðñèè ñîñòîèò â îöåíêå ñêîðîñòè ðîñòà ñòàíäàðòíîãî îòêëîíå-

íèÿ ó ãðóïïèðîâàííûõ äàííûõ. Ìåòîä çíàêîâ îöåíèâàåò ïàðàìåòð

H ñ ïîìîùüþ ïîäñ÷åòà ÷àñòîòû ïåðåìåíû çíàêà ïðèðàùåíèÿìè ïðî-

öåññà. Îòìåòèì, ÷òî çíàêîâûé ìåòîä èñïîëüçîâàí â ñòàòüå [83] äëÿ

ïðîâåðêè ãèïîòåçû î íóëåâîì ìàòåìàòè÷åñêîì îæèäàíèè âûáîðêè

èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Îäíî èç ïðèëîæåíèé îïèñàííûõ ìîäåëåé � èññëåäîâàíèå íàëè-

÷èÿ ðàçëàäêè è ôðàêòàëüíîñòè â òåêñòàõ. Â ÷àñòíîñòè, èññëåäîâà-

íèå ðàçëàäêè äîëæíî ïîêàçûâàòü, íàïèñàí òåêñò îäíèì èëè íåñêîëü-

êèìè àâòîðàìè. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ðàçëàäêè áëèçêà ê çàäà÷å àò-

ðèáóöèè (îïðåäåëåíèÿ àâòîðñòâà) òåêñòà, êîòîðàÿ ðåøàëàñü ðÿäîì

àâòîðîâ.

Äëÿ ïðàâèëüíîé àòðèáóöèè òåêñòîâ âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä, íà

îñíîâàíèè êîòîðîãî òåêñòó ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷è-

ñåë. Ýòîò ìåòîä äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü òðåáîâàíèÿì, îïèñàííûì â

[89]: äëÿ ðàçíûõ àâòîðîâ äàâàòü ñóùåñòâåííî ðàçíûå çíà÷åíèÿ, à

äëÿ îäíîãî è òîãî æå àâòîðà äàâàòü áëèçêèå çíà÷åíèÿ. Èñòîðè÷åñêè
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ïåðâûé ïîäõîä ñîñòîèò â ïîäñ÷åòå ñðåäíåãî ÷èñëà ñëîãîâ â ñëîâå èëè

ñðåäíåãî ÷èñëà ñëîâ â ïðåäëîæåíèè [158], [70], [127], [17], [18], [101],

[66], [67]. Áëèçêèé ê íåìó ïîäõîä ñîñòîèò â ïîäñ÷åòå ÷èñëà ïðåäëî-

æåíèé èëè ñëîâ îïðåäåëåííîé äëèíû [77], [78], [97]. Ñòðóêòóðíûé

ïîäõîä ñâÿçàí ñ àíàëèçîì ñòðóêòóðû ïðåäëîæåíèé [71], [7]. Ïîäõîä,

îñíîâàííûé À. À. Ìàðêîâûì, èçó÷àåò çàâèñèìîñòè ïîÿâëåíèÿ áóê-

âåííûõ ñî÷åòàíèé â òåêñòå, èçëîæåíèå åãî ìîæíî íàéòè â [33], à ïðè-

ìåíåíèå ê àíàëèçó òåêñòîâ � â [90], [91], [54]. Äëÿ íàñ áóäåò íàèáîëåå

âàæåí ïîäõîä, èçëîæåííûé â [89] � ñðàâíèâàþòñÿ ÷àñòîòû ñëóæåá-

íûõ ñëîâ â òåêñòàõ. Àâòîðàìè ïîêàçàíî, ÷òî ýòîò ïîäõîä íàèáîëåå

ñîîòâåòñòâóåò òðåáîâàíèÿì ê àâòîðñêîìó èíâàðèàíòó, òî åñòü ÷àñòî-

òà ïîÿâëåíèÿ ñëóæåáíûõ ñëîâ óñòîé÷èâà äëÿ êîíêðåòíîãî àâòîðà è

ðàçëè÷àåòñÿ äëÿ ðàçíûõ àâòîðîâ. ×àñòîòíûé è ìàðêîâñêèé ïîäõîäû

èñïîëüçóþòñÿ è ñðàâíèâàþòñÿ â [81].

Äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ îá àòðèáóöèè èñïîëüçóþòñÿ ñòàòèñòè÷å-

ñêèå ïðîöåäóðû [77], [97], [5], [81], [66], [67], [7]. Êðîìå òîãî, ïðè-

ìåíÿþòñÿ ïîäñ÷åò ýíòðîïèè öåïè Ìàðêîâà è êîýôôèöèåíò ñæàòèÿ

ïðîãðàììàìè àðõèâèðîâàíèÿ [90], [91], [54]; õàîòè÷åñêèå íåéðîííûå

ñåòè è êàðòû Êîõîíåíà [78], [97], [5].

Äèññåðòàöèÿ ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ãëàâå 1 ñðàâíè-

âàþòñÿ êðèòåðèè íàëè÷èÿ ðàçëàäêè â ìîäåëè âûáîðêè. Äîêàçàíî,

÷òî â øèðîêîì êëàññå êðèòåðèåâ íàèëó÷øèì ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé, èñ-

ïîëüçóþùèé â êà÷åñòâå ñòàòèñòèêè ñóïðåìóì ìîäóëÿ ýìïèðè÷åñêîãî

ìîñòà. Â ãëàâå 2 ðàçðàáàòûâàþòñÿ è ñðàâíèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå îöåí-

êè ïàðàìåòðîâ ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà. Â ãëàâå 3 ñòðîÿòñÿ

è àíàëèçèðóþòñÿ êðèòåðèè îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè â ìîäåëè ôðàê-

òàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà. Â ãëàâå 4 ðàçðàáîòàííûå â ïðåäûäó-

ùèõ ãëàâàõ êðèòåðèè ïðèìåíÿþòñÿ ê àíàëèçó òåêñòîâ íà åñòåñòâåí-

íîì ÿçûêå. Ñíà÷àëà óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàñõîæäåíèå ïîâåäåíèÿ îäíî-
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ìåðíûõ ñòàòèñòèê òåêñòà ñ òåîðåòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì â ìîäåëè âû-

áîðêè. Çàòåì îòûñêèâàåòñÿ ðàçëàäêà äëÿ ñêëåéêè òåêñòîâ ðàçíûõ

àâòîðîâ. Íàêîíåö, èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêîãî

øóìà. Â ãëàâå 5 ðàçðàáàòûâàþòñÿ è ñðàâíèâàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå

êðèòåðèè îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè ðåãðåññèè ñ öèêëè÷åñêèì òðåíäîì.

Â ãëàâå 6 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåíåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ,

îñíîâàííûõ íà ýìïèðè÷åñêîì ìîñòå, ê âûáîðó âåðîÿòíîñòíûõ ìîäå-

ëåé íà îñíîâàíèè ôàêòè÷åñêèõ äàííûõ.
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ÃËÀÂÀ 1

Îáíàðóæåíèå ðàçëàäêè â ìîäåëè âûáîðêè

1.1 Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ

Â ðÿäå ïðèëîæåíèé âîçíèêàåò çàäà÷à àïîñòåðèîðíîãî îáíàðóæåíèÿ

ðàçëàäêè, òî åñòü âûÿñíåíèÿ, èçìåíèëà ëè äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñâîè ñâîéñòâà çà âðåìÿ íà-

áëþäåíèÿ. Ýòà çàäà÷à ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò çàäà÷è íàèñêî-

ðåéøåãî îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè, ñîñòîÿùåé â ìèíèìèçàöèè ÷èñëà

íàáëþäåíèé ïîñëå ðàçëàäêè, íåîáõîäèìûõ äëÿ åå îáíàðóæåíèÿ ñ çà-

äàííûìè óðîâíåì α è ìîùíîñòüþ β. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñëåäíåé çàäà÷è

áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä êóìóëÿòèâíûõ ñóìì [14], îáçîð ëèòåðàòóðû

ïî ýòîé òåìå ìîæíî íàéòè â [73].

Â ñëó÷àå, êîãäà ìîìåíò âîçìîæíîé ðàçëàäêè èçâåñòåí, çàäà÷à î

íàëè÷èè ðàçëàäêè ïðåâðàùàåòñÿ â êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó îá îäíîðîä-

íîñòè äâóõ âûáîðîê ([9], ��59, 60). Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîñòà-

íîâêó çàäà÷è, â êîòîðîé íåèçâåñòåí ìîìåíò âîçìîæíîé ðàçëàäêè. Â

ëèòåðàòóðå ðàñïðåäåëåíèÿ äî è ïîñëå ðàçëàäêè ñ÷èòàþòñÿ çàäàííû-

ìè. Òàê, â [111] ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ äðóã

èç äðóãà ëèíåéíûì ñäâèãîì àðãóìåíòà, ïðè÷åì ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíîé, âñþäó ïîëîæèòåëüíîé è íåïðåðûâ-

íî äèôôåðåíöèðóåìîé. Â îòëè÷èå îò [111] ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü

ëèøü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ äî è ïîñëå ðàçëàäêè èìåþò ðàçíûå ìàòå-

ìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è êîíå÷íûå íåíóëåâûå äèñïåðñèè.

Åùå îäèí êðóã ðàáîò èìååò îòíîøåíèå ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è � ðà-

áîòû ïî îöåíèâàíèþ ìîìåíòà ðàçëàäêè ïî àïîñòåðèîðíûì äàííûì.

Â çàäà÷å îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà, êàê ïðàâèëî, ëèáî ïðåäïîëàãàþòñÿ

èçâåñòíûìè ðàñïðåäåëåíèÿ äî è ïîñëå ðàçëàäêè, ëèáî ïðåäïîëàãàþò-

ñÿ ðàçëè÷íûìè íåêîòîðûå èõ ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè, íàïðèìåð
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ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ (ñì. [156] äëÿ ïîäðîáíîé áèáëèîãðàôèè).

Îòìåòèì â ýòîé ñâÿçè ðàáîòó [161], ãäå çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ïàðà-

ìåòðà ðåøåíà â íàèáîëåå îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ðàçëè÷èè ðàñ-

ïðåäåëåíèé äî è ïîñëå ðàçëàäêè.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü {ξ(1)i }∞i=1 è {ξ(2)i }∞i=1 � äâå

âçàèìíî íåçàâèñèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè F1 è F2 ñî-

îòâåòñòâåííî.

Ñõåìà ñåðèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {X(n)
i }ni=1 çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

X
(n)
i = ξ

(1)
i ïðè 1 ≤ i ≤ [nT ];

X
(n)
i = ξ

(2)
i ïðè [nT ] + 1 ≤ i ≤ n.

Çäåñü T � íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð, 0 < T < 1.

Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàçëàäêè íå ïðîèçîøëî,

òî åñòü F1 = F2. Åå àëüòåðíàòèâà � â òîì, ÷òî íå òîëüêî ðàñïðåäåëå-

íèÿ, íî è èõ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ðàçëè÷íû. Êàê ïðè íóëåâîé

ãèïîòåçå, òàê è ïðè àëüòåðíàòèâå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äèñ-

ïåðñèè ðàñïðåäåëåíèé F1 è F2 êîíå÷íû è ïîëîæèòåëüíû.

Êàæäûé èç ðàññìàòðèâàåìûõ êðèòåðèåâ ïðîâåðêè ãèïîòåç îñíî-

âàí íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòàòèñòèê V1, V2, . . .. Ãèïîòåçà H ïðè-

íèìàåòñÿ, åñëè ñòàòèñòèêà íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîãî óðîâíÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè ñòðîÿòñÿ ñòàòèñòèêè,

ÿâëÿþùèåñÿ ôóíêöèîíàëàìè îò ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà Zn =

{Zn(t), 0 ≤ t ≤ 1} � ñëó÷àéíîé ëîìàíîé, ïîñòðîåííîé ïî òî÷êàìk
n
;
nSk − kSn

sn
√
n

 , k = 0, . . . , n, (1)

ãäå Sn =
∑n

i=1X
(n)
i = nX, s2 = X2 − (X)2.

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ïðîñòîé ãèïîòåçû θ0 èç H ýìïèðè-

÷åñêèé ìîñò C-ñõîäèòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó áðîóíîâñêîìó ìîñòóW 0, òî
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åñòü äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî íà C(0; 1) íåïðåðûâíîãî â ðàâíîìåðíîé

ìåòðèêå ôóíêöèîíàëà g èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ

g(Zn)
Pθ0⇒ g(W 0).

Òàêæå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ïðîñòîé ãèïîòåçû θ èç àëü-

òåðíàòèâû ýìïèðè÷åñêèé ìîñò ñõîäèòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå â ðàâíî-

ìåðíîé ìåòðèêå íà îòðåçêå [0; 1] ê äåòåðìèíèðîâàííîìó ïðîöåññó

zθ = {zθ(t), 0 ≤ t ≤ 1}, òî åñòü äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî íà C(0; 1)

íåïðåðûâíîãî â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå ôóíêöèîíàëà J èìååò ìåñòî

ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå

J(Zn)/
√
n → J(zθ) (Pθ)− ï.í.

Ïðîöåññ zθ � êóñî÷íî ëèíåéíûé, ñ åäèíñòâåííûì èçëîìîì â òî÷êå

T .

Â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå íîðìû ýì-

ïèðè÷åñêîãî ìîñòà, à òàêæå íîðìèðîâàííûå âçâåøåííûå ñóììû ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí. Äîêàçàíî, ÷òî íîðìèðîâàííûå âçâåøåííûå ñóììû

ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëîãî ñëàãàåìîãî (ñõîäÿùåãîñÿ ï. í. ê íóëþ ïðè âû-

ïîëíåíèè êàê îñíîâíîé ãèïîòåçû, òàê è àëüòåðíàòèâû) ïðåäñòàâèìû

â âèäå èíòåãðàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ îò ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà.

Â ñëó÷àå, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàòèñòèê Jn ñõîäèòñÿ ïî ðàñ-

ïðåäåëåíèþ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå J ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F ,

äëÿ íåå îïðåäåëåí ïðèáëèæåííûé áàõàäóðîâñêèé íàêëîí c(θ) ðàâåí-

ñòâîì

c(θ) = 2 lim
n→∞(−n−1 ln(1− F (Jn))) (Pθ − ï. í.) (2)

(ñì. [72], �1.4). Ýòî îïðåäåëåíèå è áóäåò íàìè èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ

ñðàâíåíèÿ êðèòåðèåâ: ÷åì áîëüøå c(θ), òåì ëó÷øå êðèòåðèé ðàçëè-

÷àåò ãèïîòåçû. Îòìåòèì, ÷òî c(θ) â ïðåäåëå (ïðè θ → θ0) îáðàòíî

ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó èñïûòàíèé n, íåîáõîäèìîìó äëÿ äîñòèæå-
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íèÿ çàäàííîãî ðàçìåðà êðèòåðèÿ α è çàäàííîé ìîùíîñòè β ïðè áëèç-

êèõ ãèïîòåçàõ F1 è F2. Ýòîò ïîäõîä, èçîáðåòåííûé Ý. Ïèòìåíîì, èç-

ëîæåí â [75] (ãëàâà 7) äëÿ ñòàòèñòèê, èìåþùèõ â ïðåäåëå íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå àáñî-

ëþòíî íåïðåðûâíî, íî îòëè÷íî îò íîðìàëüíîãî, ìîäèôèêàöèÿ ïîäõî-

äà Ïèòìåíà ââåäåíà Õ. Ñ. Âèýíäîì â [161]. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïîäõîäà

Ý. Ïèòìåíà íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî ñòàòèñòèêà ÿâëÿåòñÿ âèýíäîâñêîé,

òî åñòü ïðè âûïîëíåíèè àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû ñõîäèòñÿ ê ïðå-

äåëüíîìó çíà÷åíèþ äîñòàòî÷íî áûñòðî. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ýòèõ

ðåçóëüòàòîâ ìîæíî íàéòè â êíèãå ß. Þ. Íèêèòèíà [72] (ãëàâà 1).

Â �1.2 ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â �1.3 ðàññìàòðèâàþòñÿ

ñòàòèñòèêè, îñíîâàííûå íà Lp-íîðìàõ ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà, â �1.4

� ñòàòèñòèêè âçâåøåííûõ ñóìì. Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ êðèòåðèåâ

ïðîâåäåíî â �1.5. Êðàòêîå èçëîæåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñî-

äåðæèòñÿ â �1.6.

1.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Çàäàíû {ξ(1)i }∞i=1 è {ξ(2)i }∞i=1 � äâå âçàèìíî íåçàâèñèìûõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ
(1)
i èìåþò ðàñïðåäåëåíèå F1 ñ ìàòåìàòè÷å-

ñêèì îæèäàíèåì m1 è äèñïåðñèåé 0 < σ1
2 < ∞.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ
(2)
i èìåþò ðàñïðåäåëåíèå F2 ñ ìàòåìàòè÷å-

ñêèì îæèäàíèåì m2 è äèñïåðñèåé 0 < σ2
2 < ∞.

Ñõåìà ñåðèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {X(n)
i }ni=1 çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

X
(n)
i = ξ

(1)
i ïðè 1 ≤ i ≤ [nT ];

X
(n)
i = ξ

(2)
i ïðè [nT ] + 1 ≤ i ≤ n.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî T � íåèçâåñòíàÿ êîíñòàíòà, 0 < T < 1.
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Ïðîñòûìè ãèïîòåçàìè θ çäåñü ÿâëÿþòñÿ òðîéêè θ = (F1, F2, T ).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ìíîæåñòâî ãèïîòåç Θ = Θ0 ∪ Θ1, ãäå

Θ0 = {θ : F1 = F2, m1 ̸= 0}, Θ1 = {θ : m1 ̸= m2}. Ìû áóäåì

ñòðîèòü êðèòåðèè, ðàçëè÷àþùèå ñëîæíûå ãèïîòåçû Θ0 è Θ1.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ Xi âìåñòî X
(n)
i òàì, ãäå ýòî íå

ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èÿì.

Çàìå÷àíèå 1.1 Ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå óñëîâèÿ íà ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû X
(n)
1 , . . . , X(n)

n áëèçêè ê íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì ñîñòîÿ-

òåëüíîñòè êðèòåðèÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç. Åñëè ñîãëàñíî ïåðâîé ãè-

ïîòåçå äèñïåðñèÿ ðàâíà 0, ýòî ïðèâîäèò ê âûðîæäåííîé ñòàòè-

ñòè÷åñêîé çàäà÷å. Ñëó÷àåâ áåñêîíå÷íîé äèñïåðñèè èëè âûïîëíåíèÿ

ðàâåíñòâ m1 = m2, m1 = 0 ìîæíî èçáåæàòü ïóòåì ïîäõîäÿùèõ

ïðåîáðàçîâàíèé ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Êðèòåðèé ïðèíèìàåò âòîðóþ ãèïîòåçó â ñëó÷àå, êîãäà Jn ≥ C, ãäå

Jn � ñòàòèñòèêà, îïðåäåëÿþùàÿ êðèòåðèé.

Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå êëàññû ñòàòèñòèê:

âçâåøåííûå ñóììû è Lp-íîðìû.

Ââåäåì òîïîëîãèþ, ïîðîæäåííóþ ïîëóìåòðèêîé ìîäóëÿ ðàçíîñòè

ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé äî è ïîñëå ðàçëàäêè: ||θ|| = |m1−m2|. Â
ýòîì ñëó÷àå ∂Θ0 = {θ : m1 = m2} = Θ0.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ êðèòåðèåâ áóäåì âû÷èñëÿòü ïðèáëèæåííûå áà-

õàäóðîâñêèå íàêëîíû, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâîì (2). Îòìåòèì, ÷òî

â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè ïî÷òè íàâåðíîå (êàê â (2)) ãîâîðÿò î ñèëüíûõ

íàêëîíàõ, à â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè � î ñëàáûõ. Ìû

äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñòà-

òèñòèê åñòü ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå.

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îäèí êðèòåðèé ëó÷øå äðóãîãî â ñìûñëå

èñïîëüçóåìîãî ïîäõîäà, åñëè äëÿ âñåõ θ ∈ Θ1 èç íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè ∂Θ0 çíà÷åíèå c(θ) ïðèáëèæåííîãî áàõàäóðîâñêîãî íàêëîíà
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(îïðåäåëÿåìîãî ðàâåíñòâîì (2)) äëÿ ñòàòèñòèêè ïåðâîãî êðèòåðèÿ

áîëüøå, ÷åì äëÿ âòîðîãî.

Ëåììà 1.1 Åñëè äëÿ ëþáîé θ0 ∈ Θ0 èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ê

îäíîìó è òîìó æå ðàñïðåäåëåíèþ Pθ0{Jn < t} → F (t), à äëÿ ëþáîé

θ ∈ Θ1 � ñõîäèìîñòü Jn/
√
n → j(θ) (Pθ-ï. í.), ïðè÷åì

ln(1− F (t)) ∼ −1

2
at2 (3)

ïðè t → ∞, òî

c(θ) = aj2(θ) (Pθ − ï. í.) (4)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (2) ,

c(θ) = 2 lim
n→∞(−n−1 ln(1− F (Jn)) (Pθ − ï. í.)

Â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé,

c(θ) = 2 lim
n→∞(n

−11

2
aJ2

n) = aj2(θ) (Pθ − ï. í.)

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

1.3 Ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà èíâàðèàíòíîñòè

Ðàññìîòðèì ýìïèðè÷åñêèé ìîñò Zn = {Zn(t), 0 ≤ t ≤ 1} � ñëó÷àé-

íóþ ëîìàíóþ, ïîñòðîåííóþ ïî òî÷êàì, îïðåäåëåííûì ôîðìóëîé (1).

Ïîíÿòèå ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà âîçíèêëî â [174] ïðè àíàëèçå íåîäíî-

ðîäíîñòè ýíåðãîïîòðåáëåíèÿ â òå÷åíèå ñóòîê. Ïî îïðåäåëåíèþ,

Zn(t) =
nSk − kSn

sn
√
n

+
nXk+1 − Sn

s
√
n

(
t− k

n

)
,

k

n
≤ t <

k + 1

n
, k = 0, . . . , n− 1.

Ëåììà 1.2 Äëÿ ëþáîé θ0 ∈ Θ0 èìååò ìåñòî C-ñõîäèìîñòü ýìïè-

ðè÷åñêîãî ìîñòà Zn ê áðîóíîâñêîìó ìîñòó W 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðåäñòàâèì Zn(t) â âèäå

Zn(t) = Z∗
n(t)− tZ∗

n(1),

ãäå Z∗
n � ñëó÷àéíàÿ ëîìàíàÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî òî÷êàìk

n
;
Sk − km1

s
√
n

 , k = 0, . . . , n.

Ïóñòü Z∗∗
n � ñëó÷àéíàÿ ëîìàíàÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî òî÷êàìk

n
;
Sk − km1

σ1
√
n

 , k = 0, . . . , n.

Â ñèëó ïðèíöèïà èíâàðèàíòíîñòè (ñì. [6], [8]) ïðîöåññ Z∗∗
n áóäåò

C-ñõîäèòüñÿ ê ñòàíäàðòíîìó âèíåðîâñêîìó ïðîöåññó W .

Òàê êàê s → σ1 (Pθ0-ï.í.), òî Z∗
n áóäåò C-ñõîäèòüñÿ ê ñòàíäàðò-

íîìó âèíåðîâñêîìó ïðîöåññó W .

Â ñèëó ñâîéñòâ ñëàáîé ñõîäèìîñòè Zn áóäåò C-ñõîäèòüñÿ ê

W 0 = {W 0(t), 0 ≤ t ≤ 1},

ãäå W 0(t) = W (t)− tW (1).

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Ëåììà 1.3 Äëÿ ëþáîé θ ∈ Θ1 ïðîöåññ Zn/
√
n ñõîäèòñÿ (Pθ-ï. í.)

â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå íà îòðåçêå [0; 1] ê ôóíêöèè zθ:

zθ(t) =


tMθ

T , 0 ≤ t ≤ T ;
(1−t)Mθ

1−T , T ≤ t ≤ 1,

Mθ =
(m1 −m2)T (1− T )

σθ
,

σθ =
√
T (m1

2 + σ12) + (1− T )(m2
2 + σ22)− (Tm1 + (1− T )m2)2.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàæåì, ÷òî

sup
0≤t≤T

|Zn(t)/
√
n− z(t)| → 0

ï. í. Òàê êàê â óñëîâèÿõ òåîðåìû s → σT ï. í., òî äîñòàòî÷íî äîêà-

çàòü, ÷òî

max
1≤k≤[nT ]

∣∣∣∣∣nSk − kSn

n2
− k

n
(m1 −m2)(1− T )

∣∣∣∣∣ → 0

ï. í. Ýòà ñõîäèìîñòü ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ

max
1≤k≤[nT ]

∣∣∣∣∣nSk − kSn

n2
− k

n
(m1 −m2)(1− T )

∣∣∣∣∣
≤ max

1≤k≤[nT ]

∣∣∣∣∣Sk − km1

n

∣∣∣∣∣+ max
1≤k≤[nT ]

∣∣∣∣∣∣kn · Sn −m1T −m2(1− T )

n

∣∣∣∣∣∣
≤ max

1≤k≤[nT ]

∣∣∣∣∣Sk − km1

n

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣S[nT ] −m1T

n

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣Sn − S[nT ] −m2(1− T )

n

∣∣∣∣∣∣ .
Ïîñëåäíèå 2 ñëàãàåìûõ ñõîäÿòñÿ ï. í. ê íóëþ â ñèëó óñèëåííîãî

çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë. Äîêàæåì ñõîäèìîñòü ï. í. ê íóëþ ïåðâîãî

ñëàãàåìîãî: ïóñòü S0
n = Sn − nm1 � ñóììà öåíòðèðîâàííûõ ñëàãàå-

ìûõ. Ñõîäèìîñòü

max
1≤k≤[nT ]

∣∣∣∣∣∣S
0
k

n

∣∣∣∣∣∣ → 0

ï. í. ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî N0 ≥ 1 èìååò

ìåñòî

max
1≤k≤[nT ]

∣∣∣∣∣∣S
0
k

n

∣∣∣∣∣∣ ≤ N0

n
max

1≤k≤N0

∣∣∣∣∣∣S
0
k

N0

∣∣∣∣∣∣+ max
N0≤k≤[nT ]

∣∣∣∣∣∣S
0
k

n

∣∣∣∣∣∣ → 0

ï. í., òàê êàê
N0

n
max

1≤k≤N0

∣∣∣∣∣∣S
0
k

N0

∣∣∣∣∣∣ → 0

ï. í. ïðè n → ∞, è

max
N0≤k≤[nT ]

∣∣∣∣∣∣S
0
k

n

∣∣∣∣∣∣ ≤ sup
k≥N0

∣∣∣∣∣∣S
0
k

k

∣∣∣∣∣∣ → 0
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Ðèñ. 1.1. Ãðàôèê ïðîöåññà zθ. Çäåñü T � ìîìåíò ðàçëàäêè, M = Mθ
� ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå ïðîöåññà.

ï. í. ïðè N0 → ∞ ñîãëàñíî ÓÇÁ×.

Àíàëîãè÷íî

sup
T≤t≤1

|Zn(t)/
√
n− z(t)| → 0

ï. í. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðåäåëüíûé ïðîöåññ zθ èìååò ãðàôèê, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 1.1.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ëîãè÷íûì ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå íîðìû ñëó-

÷àéíîé ôóíêöèè Zn íà îòðåçêå [0; 1], à òàêæå ðàçìàõ ýòîé ôóíêöèè

íà îòðåçêå. Îáîçíà÷èì

J (r)
n = ||Zn||Lr

=

(∫ 1

0
|Zn(t)|rdt

)1/r
;

J∞
n = ||Zn||L∞ = sup

t∈[0; 1]
|Zn(t)|;

JR
n = sup

t∈[0; 1]
Zn(t)− inf

t∈[0; 1]
Zn(t).

Íàðÿäó ñ Lr-íîðìàìè ýìïèðè÷åñêîãî ïðîöåññà ðàññìîòðèì ôóíê-

öèîíàëû âèäà

J |r|
n =

∣∣∣∣∣
∫ 1

0
(Zn(t))

rdt

∣∣∣∣∣
1/r

. (5)
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Ïðè ÷åòíîì r ýòè ôóíêöèîíàëû ñîâïàäàþò ñ Lr-íîðìàìè.

Ïðè âûïîëíåíèè ïåðâîé ãèïîòåçû ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè J∞
n

ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ Êîëìîãîðîâà, JR
n � ê ðàñïðåäåëå-

íèþ ðàçìàõà áðîóíîâñêîãî ìîñòà, à J (2)
n � ê ðàñïðåäåëåíèþ êîð-

íÿ êâàäðàòíîãî èç ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èìåþùåé ðàñïðåäåëåíèå

îìåãà-êâàäðàò.

Îòìåòèì, ÷òî êðèòåðèè, îñíîâàííûå íà ôóíêöèîíàëàõ ðàçìàõà è

Lr-íîðìû, îêàçûâàþòñÿ ïðè âûáîðå èç àëüòåðíàòèâ Θ0 è Θ1 àñèìï-

òîòè÷åñêè íå ëó÷øå êðèòåðèåâ, îñíîâàííûõ íà ôóíêöèîíàëàõ J∞
n è

J |r|
n ñîîòâåòñòâåííî:

Òåîðåìà 1.1 Ñòàòèñòèêà JR
n íå ëó÷øå ñòàòèñòèêè J∞

n . Ñòàòè-

ñòèêà J (r)
n íå ëó÷øå ñòàòèñòèêè J |r|

n .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Â ñèëó ëåììû 1.3 äëÿ θ ∈ Θ1 èìåþò ìåñòî ñõîäèìîñòè

JR
n /

√
n → |Mθ|, J∞

n /
√
n → |Mθ|

(Pθ-ï.í.). Â òî æå âðåìÿ

JR
n ≥ J∞

n

ïî÷òè íàâåðíîå ïðîñòî ïî îïðåäåëåíèþ, è ïðè âûïîëíåíèè íóëåâîé

ãèïîòåçû äëÿ ïðåäåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

P{ sup
t∈[0; 1]

W 0(t)− inf
t∈[0; 1]

W 0(t) ≥ x} ≥ P{ sup
t∈[0; 1]

W 0(t) ≥ x}.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (2) ñòàòèñòèêà JR
n íå ëó÷øå ñòàòèñòèêè J∞

n .

Àíàëîãè÷íî äëÿ èíòåãðàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ: äëÿ θ ∈ Θ1

J (r)
n /

√
n →

(∫ 1

0
|zθ(t)|rdt

)1/r
=

∣∣∣∣∣
∫ 1

0
(zθ(t))

rdt

∣∣∣∣∣
1/r

,

J |r|
n /

√
n →

∣∣∣∣∣
∫ 1

0
(zθ(t))

rdt

∣∣∣∣∣
1/r
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(Pθ-ï.í.). Â òî æå âðåìÿ

P{
(∫ 1

0
|W 0(t)|rdt

)1/r
≥ x} ≥ P{

∣∣∣∣∣
∫ 1

0
(W 0(t))rdt

∣∣∣∣∣
1/r

≥ x}.

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

1.4 Âçâåøåííûå ñóììû

Ðàññìîòðèì ñòàòèñòèêó

Jn =

∣∣∣∣∣∣
∑n

k=1 hk,nXk

s
√
n

∣∣∣∣∣∣ .
Çäåñü h1,n, . . . , hk,n � âåñîâûå êîýôôèöèåíòû. Îíè ìîãóò âûáè-

ðàòüñÿ âåñüìà ïðîèçâîëüíî, â ÷àñòíîñòè, èõ çíàêè ìîãóò ÷åðåäî-

âàòüñÿ, ÷òî óõóäøàåò êà÷åñòâî ñòàòèñòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ. Ìû áó-

äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåñîâûå êîýôôèöèåíòû çàäàíû ñëåäóþùèì

ðåãóëÿðíûì îáðàçîì:

hk,n = g(k/n),

ãäå g(t) � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà [0, 1]. Äëÿ ââåäåííûõ

ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè g âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü

îáîçíà÷åíèå ñòàòèñòèêè Jn = Jn(g).

Òåîðåìà 1.2 Äëÿ ëþáîé θ0 ∈ Θ0 ñòàòèñòèêà Jn(g) ñõîäèòñÿ ïî

ðàñïðåäåëåíèþ ê ìîäóëþ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà â òîì

è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ∫ 1

0
g(t)dt = 0,

∫ 1

0
g2(t)dt = 1. (6)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {hk,nXk} óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì òåîðåìû Ëèíäåáåðãà (ñì., íàïðèìåð, [8], ãëàâà 16, ïàðà-

ãðàô 7), ïîýòîìó ∑n
k=1 hk,nXk − E (

∑n
k=1 hk,nXk)√

D (
∑n

k=1 hk,nXk)
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ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó.

Çàìåòèì, ÷òî

1

n
D

 n∑
k=1

hk,nXk

 =
n∑

k=1

hk,n
2

n
σ1

2 → σ1
2
∫ 1

0
g2(t)dt.

Òàê êàê

E

 n∑
k=1

hk,nXk

 = m1

n∑
k=1

g(k/n),

è s → σ1 (Pθ0-ï.í.), òî Jn(g) ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ìîäóëþ

ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà∑n
k=1 g(k/n)Xk −m1

∑n
k=1 g(k/n)

σ1
√
n

ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó, òî

åñòü
1

nσ12
D

 n∑
k=1

hk,nXk

 → 1

÷òî ðàâíîñèëüíî âòîðîìó èç óñëîâèé òåîðåìû, è

m1

σ1
√
n

n∑
k=1

g(k/n) → 0,

÷òî ðàâíîñèëüíî ïåðâîìó èç óñëîâèé òåîðåìû, òàê êàê ïî òåîðåìå î

ñðåäíåì ñóùåñòâóþò òàêèå rk = rk(n), ÷òî rk ∈ [k − 1; k] è
∫ 1

0
g(t)dt =

1

n

n∑
k=1

g(rk/n),

è ïîýòîìó

sup
n

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1

g(k/n)− n
∫ 1

0
g(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ sup

n

n∑
k=1

|g(k/n)− g(rk/n)| ≤
∫ 1

0
|dg(t)| < ∞.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.3 Ïóñòü g � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, óäîâëå-

òâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (6) òåîðåìû 1.2. Òîãäà ñòàòèñòèêó Jn(g)
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ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå èíòåãðàëà Ñòèëòüåñà

Jn(g) =

∣∣∣∣∣
∫ 1

0
Zn(t)dg(t) + νn

∣∣∣∣∣ ,
ãäå νn → 0 (Pθ-ï.í.) äëÿ ëþáîé θ ∈ Θ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïî îïðåäåëåíèþ

Jn(g) =

∣∣∣∣∣∣
∑n

k=1 g(k/n)Xk

s
√
n

∣∣∣∣∣∣ ,
∫ 1

0
Zn(t)dg(t) =

=
n−1∑
k=0

∫ k+1
n

k
n

nSk − kSn

sn
√
n

dg(t)+

+
n−1∑
k=0

∫ k+1
n

k
n

nXk+1 − Sn

s
√
n

(
t− k

n

)
dg(t) =

=
n−1∑
k=0

∫ k+1
n

k
n

 Sk

s
√
n
− k

n

Sn

s
√
n

 dg(t)+

+
n−1∑
k=0

∫ k+1
n

k
n

nXk+1 − Sn

s
√
n

(
t− k

n

)
dg(t) =

=
1

s
√
n

n−1∑
k=0

(
Sk −

k

n
Sn

) (
g

(
k + 1

n

)
− g

(
k

n

))
+

+
n−1∑
k=0

∫ k+1
n

k
n

nXk+1 − Sn

s
√
n

(
t− k

n

)
dg(t) =

=
1

s
√
n

 n∑
k=1

(
Sk−1 −

k − 1

n
Sn

)
g

(
k

n

)
−

n∑
k=1

(
Sk −

k

n
Sn

)
g

(
k

n

)+

+
n−1∑
k=0

∫ k+1
n

k
n

nXk+1 − Sn

s
√
n

(
t− k

n

)
dg(t) =

=
1

s
√
n

n∑
k=1

g

(
k

n

) (
−Xk +

Sn

n

)
+

+
n−1∑
k=0

∫ k+1
n

k
n

nXk+1 − Sn

s
√
n

(
t− k

n

)
dg(t) =
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=
1

s
√
n

Sn

n

n∑
k=1

g

(
k

n

)
−

n∑
k=1

g

(
k

n

)
Xk

+

+
n−1∑
k=0

∫ k+1
n

k
n

nXk+1 − Sn

s
√
n

(
t− k

n

)
dg(t).

Èòàê,

νn = −Sn

sn

∑n
k=1 g(

k
n)√

n
−

n−1∑
k=0

∫ k+1
n

k
n

nXk+1 − Sn

s
√
n

(
t− k

n

)
dg(t).

Â ñèëó ÓÇÁ× è óñëîâèÿ òåîðåìû ïîëó÷àåì, ÷òî

Sn

sn

∑n
k=1 g(

k
n)√

n
→ 0

ï. í. ñ ðîñòîì n.

Ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

∫ k+1
n

k
n

nXk+1 − Sn

s
√
n

(
t− k

n

)
dg(t)

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ maxn−1
k=0 |Xk+1|+ |Sn|

∫ 1
0 d|g(t)|

sn
√
n

≤

≤
∑n

k=1 |Xk|
(
1 +

∫ 1
0 d|g(t)|

)
sn

√
n

.

Ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ñõîäèòñÿ ï. í. ê íóëþ â ñèëó óñèëåííîãî

çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.1 Äëÿ ëþáîé θ ∈ Θ1 èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

Jn(g)√
n

→
∣∣∣∣∣∣m1

∫ T
0 g(t)dt+m2

∫ 1
T g(t)dt

σθ

∣∣∣∣∣∣
(Pθ-ï. í.)

Äîêàçàòåëüñòâî.



35

Òàê êàê
∫ 1
0 Zn(t)dg(t) � íåïðåðûâíûé â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå

ôóíêöèîíàë îò Zn, ëåììà 1.3 îáîñíîâûâàåò ñõîäèìîñòü (Pθ-ï. í.)∫ 1
0 Zn(t)dg(t)/

√
n → ∫ 1

0 zθ(t)dg(t). Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì äàåò

∫ 1

0
zθ(t)dg(t) =

m1
∫ T
0 g(t)dt+m2

∫ 1
T g(t)dt

σθ
.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1.3, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

1.5 Ñðàâíåíèå êðèòåðèåâ

Íàïîìíèì, ÷òî, ñîãëàñíî ââåäåííîé òåðìèíîëîãèè, êðèòåðèé òåì

ëó÷øå, ÷åì áîëüøå åãî ïðèáëèæåííûé áàõàäóðîâñêèé íàêëîí, âû-

÷èñëåíèå êîòîðîãî îñíîâàíî íà ëåììå 1.1.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ñòàòèñòèê, ââåäåííûõ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå,

ðàññìîòðèì áàéåñîâñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è � áóäåì ïðåäïîëàãàòü,

÷òî T � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ èçâåñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

FT (t).

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñëåäóþùåé òåîðåìû îáîçíà÷èì

sk(u) = sin(2πku), ck(u) = cos(2πku).

Òåîðåìà 1.4 Åñëè èçâåñòíà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ FT ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû T , òî ôóíêöèÿ

g(t) = −
√
2

∞∑
k=1

k−1

(
ck(u)

1∫
0
sk(u)dFT (u) + sk(t)

1∫
0
(1− ck(u))dFT (u)

)
√√√√√√√ ∞∑

j=1

j−2


 1∫
0

sk(u)dFT (u)


2

+

 1∫
0

(1− ck(u))dFT (u)


2


îïðåäåëÿåò íàèëó÷øèé êðèòåðèé â êëàññå êðèòåðèåâ, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ óñëîâèÿì òåîðåìû 1.2.

Äîêàçàòåëüñòâî.
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Â ñèëó òåîðåìû 1.2, ïðè θ0 ∈ Θ0 èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî ðàñ-

ïðåäåëåíèþ ê ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó. Ïîýòîìó â ñèëó

ëåììû 1.1 òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ g, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìàê-

ñèìóì ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Jn(g)/
√
n.

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.1, íóæíî ðåøèòü ñëåäóþùóþ îïòèìèçàöè-

îííóþ çàäà÷ó: íàéòè ôóíêöèþ g, ìàêñèìèçèðóþùóþ âûðàæåíèå∣∣∣∣∣(m1 −m2)
∫ 1

0

(∫ u

0
g(t)dt

)
dFT (u)

∣∣∣∣∣ ,
ãäå

g(t) =
∞∑
k=1

(ak cos(2πkt) + bk sin(2πkt))

(ñëàãàåìîå a0 = 0 â ñèëó óñëîâèÿ
∫ 1
0 g(t)dt = 0) ïðè îãðàíè÷åíèè

∞∑
k=1

(ak
2 + bk

2) = 2

(ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâèþ
∫ 1
0 g

2(t)dt = 1).

Áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ g(t) òàêóþ, ÷òî∫ 1

0

(∫ u

0
g(t)dt

)
dFT (u) → max

(ôóíêöèÿ −g(t) äàåò ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå).

Äëÿ îòûñêàíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ñîñòàâëÿåì ôóíêöèþ

Ëàãðàíæà, äèôôåðåíöèðóåì ïî ak è bk, ïðèðàâíèâàåì ÷àñòíûå ïðî-

èçâîäíûå ê 0 è èñïîëüçóåì óñëîâèå íîðìèðîâêè (ðàâåíñòâî Ïàðñåâà-

ëÿ). Ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ, ïðèâåäåííîìó â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.2 Ïðè èçâåñòíîì T ôóíêöèÿ

gT (t) =

 −K1, 0 ≤ t < T ;

K2, T ≤ t ≤ 1

îïðåäåëÿåò íàèëó÷øèé êðèòåðèé â êëàññå êðèòåðèåâ, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ óñëîâèÿì òåîðåìû 1.2. Çäåñü K1 è K2 îïðåäåëÿþòñÿ êàê
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ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

K1T = K2(1− T );

K1
2T +K2

2(1− T ) = 1,

òî åñòü

K1 =
√
T/(1− T ), K2 =

√
(1− T )/T .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû 1.4 ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

FT (t) = I{T < t}, ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå ñòóïåí÷àòîé

ôóíêöèè, ïðèâåäåííîé â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Çàìå÷àíèå 1.2 Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ g(t) íå çàâèñèò

îò çíà÷åíèé m1, m2. Îäíàêî îíà çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ T , êîòîðîå

â ðÿäå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ íåèçâåñòíî. Ñëåäñòâèå 1.2 ïîêàçûâà-

åò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíîãî ïî T íàèëó÷øåãî êðèòåðèÿ.

Â ñëó÷àå m1 = 0 ê àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîìó êðèòåðèþ ïðè-

âîäèò äðóãàÿ ôóíêöèÿ g(t), çàâèñÿùàÿ îò m2.

Ñëåäñòâèå 1.3 Åñëè T èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà [0; 1],

òî ôóíêöèÿ g(u)(t) =
√
12(t−1/2), t ∈ [0; 1], îáåñïå÷èâàåò íàèëó÷-

øèé êðèòåðèé.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîäñòàâëÿÿ
∫ 1
0 sin(2πku)du = 0 è

∫ 1
0 (1− cos(2πku))du = 1 â óòâåð-

æäåíèå òåîðåìû 1.4, ïîëó÷àåì

g(t) = −
∞∑
k=1

√
2 sin(2πkt)

k
√∑∞

j=1 j
−2

=

= −
∞∑
k=1

√
12

kπ
sin(2πkt),
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÷òî ñîâïàäàåò ñ ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè g(u)(t) â ðÿä Ôóðüå íà [0; 1].

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ïðè îòñóòñòâèè èíôîðìàöèè î ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íû íàèáîëåå ëîãè÷íûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ëèáî ñòàòè-

ñòèêè Jn(g1/2) (â êà÷åñòâå ïðåäïîëàãàåìîãî çíà÷åíèÿ T âûáèðàåòñÿ

ñåðåäèíà èíòåðâàëà), ëèáî ñòàòèñòèêè Jn(g
(u)) (ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâ-

íîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû T ). Â ñèëó òåîðåìû

1.3, èçó÷åíèå ýòèõ ñòàòèñòèê ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ

ôóíêöèîíàëîâ îò Zn. Òàêîé ÿçûê ÿâëÿåòñÿ âïîëíå åñòåñòâåííûì.

Òàê, ñòàòèñòèêè Jn(g
(u)) è Jn(g1/2), ââåäåííûå â ñëåäñòâèÿõ 1.2 (ïðè

T = 1/2) è 1.3, ïðèâîäÿò (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû) ê ôóíêöèîíà-

ëàì |Zn(1/2)| è
∣∣∣∫ 10 Zn(t)dt

∣∣∣ ñîîòâåòñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèé
ôóíêöèîíàë � ýòî ôóíêöèîíàë J |1|

n , ââåäåííûé ðàâåíñòâîì (5) ïðè

r = 1.

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ (òåîðåìà 1.1, ñëåäñòâèÿ

1.2, 1.3) íàìè îòîáðàíû ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëû:

J∞
n = supt∈[0; 1] |Zn(t)| � ñóïðåìóì ìîäóëÿ ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà;

J |r|
n =

∣∣∣∫ 10 (Zn(t))
rdt

∣∣∣1/r, r = 1, 2, . . ., � èíòåãðàëüíûå ôóíêöèîíà-

ëû, ñîâïàäàþùèå ïðè ÷åòíûõ r c Lr-íîðìàìè, à ïðè íå÷åòíûõ îêàçû-

âàþùèåñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûìè â ñèëó òåîðåìû 1.1 (ïðè r = 1

ôóíêöèîíàë ñîâïàäàåò ñ íàèëó÷øèì â ïðåäïîëîæåíèè î ðàâíîìåð-

íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû T � ðåçóëüòàò ñëåäñòâèÿ

1.3 è òåîðåìû 1.3);

Jn(g1/2) = |Zn(1/2)| � îïòèìàëüíàÿ ñòàòèñòèêà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

ðàçëàäêà ïðîèñõîäèò â ñåðåäèíå èíòåðâàëà.

Äëÿ ýòèõ ôóíêöèîíàëîâ íàéäåì ïðèáëèæåííûå áàõàäóðîâñêèå íà-

êëîíû, îïðåäåëåííûå ôîðìóëîé (2). Â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû èñ-

ïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â ëåììå 1.3.
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Òåîðåìà 1.5 Ïðèáëèæåííûå áàõàäóðîâñêèå íàêëîíû äëÿ ôóíêöèî-

íàëîâ J∞
n , J |r|

n , Jn(g1/2) ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

c∞(θ) = 4Mθ
2, cr(θ) =

22−2/rB2
(
1

r
,
1

2

)
r(r + 2)1−2/r(r + 1)2/r

Mθ
2,

cg1/2(θ) =

(
min

{
1

T
;

1

1− T

})2
Mθ

2.

Çäåñü B(·, ·) � áåòà-ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñîãëàñíî ëåììå 1.1, c(θ) = a(j(θ))2 ï.í.

Äëÿ ñòàòèñòèêè J∞
n ïîëó÷àåì

a∞ = − lim
x→∞

2

x2
lnP{ sup

t∈[0; 1]
|W 0(t)| ≥ x} = − lim

x→∞
2

x2
ln(2e−2x2

) = 4,

òàê êàê supt∈[0; 1] |W 0(t)| èìååò ðàñïðåäåëåíèå Êîëìîãîðîâà.
Ñîãëàñíî ëåììå 1.3,

j∞(θ) = sup
t∈[0; 1]

zθ(t) = Mθ.

Îòñþäà c∞(θ) = 4Mθ
2.

Äëÿ ñòàòèñòèêè J |r|
n êîýôôèöèåíòû ar íàéäåíû â [131] (ñì. òàêæå

[72], �2.6):

ar =
22−2/rB2

(
1

r
,
1

2

)
r(r + 2)1−2/r

.

Âû÷èñëèì jr(θ):

jr(θ) =

(∫ 1

0
(zθ(t))

r
)1/r

dt

=

(∫ T

0

(
Mθ

T

)r
trdt+

∫ 1−T

0

(
Mθ

1− T

)r
trdt

)1/r
=

Mθ

(r + 1)1/r
.

Ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå äëÿ cr(θ), ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùåå

óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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Ðèñ. 1.2. Ãðàôèê cr(θ) êàê ôóíêöèè ïåðåìåííîé r (ïðè Mθ = 1).
Îòìåòèì, ÷òî c1(θ) = 3Mθ

2.

Âû÷èñëèì ag1/2. Òàê êàê DW 0(1/2) = 1/4, òî

ag1/2 = − lim
x→∞

2

x2
lnP{|W 0(1/2)| ≥ x} = 4.

Ñîãëàñíî ëåììå 3.2,

jg1/2(θ) = |zθ(1/2)| = min

Mθ

2T
;

Mθ

2(1− T )

 .

Ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå äëÿ cg1/2(θ), ïîëó÷àåì ïîñëåäíåå óòâåð-

æäåíèå òåîðåìû.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî íàèëó÷øèì ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé, èñïîëüçóþùèé

L∞-íîðìó. Äåéñòâèòåëüíî,

min

{
1

T
;

1

1− T

}
≤ 2,

à ãðàôèê cr(θ) êàê ôóíêöèè ïåðåìåííîé r (ïðè Mθ = 1) èçîáðàæåí

íà ðèñ. 1.2 � ôóíêöèÿ ñòðîãî âîçðàñòàåò.
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Ïîäõîäû ê ïðàêòè÷åñêîìó ïðèìåíåíèþ íàéäåííîãî íàèëó÷øåãî

êðèòåðèÿ (îñíîâàííîãî íà L∞-íîðìå ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà) ê àíà-

ëèçó îäíîðîäíîñòè âðåìåííûõ ðÿäîâ èçëîæåíû â ñîîòâåòñòâóþùèõ

ãëàâàõ. Òàì æå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû àíàëèçà êîíêðåòíûõ âðåìåí-

íûõ ðÿäîâ íà îäíîðîäíîñòü.

1.6 Ðåçóëüòàòû ãëàâû 1

1. Ââåäåí êëàññ ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ àïîñòåðèîðíîãî îáíàðó-

æåíèÿ ðàçëàäêè â ìîäåëè âûáîðêè. Ýòè êðèòåðèè èñïîëüçóþò

ðàçìàõ è ðàçëè÷íûå íîðìû ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà, à òàêæå èíòå-

ãðàëû îò ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ñòåïåíåé ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà.

2. Äîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ðàçìàõà è Lr-íîðìû ýìïèðè÷å-

ñêîãî ìîñòà íå èìååò ïðåèìóùåñòâ ïåðåä èñïîëüçîâàíèåì L∞-

íîðìû (ñóïðåìóì-íîðìû) è èíòåãðàëà îò ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà,

âîçâåäåííîãî â ñòåïåíü r, ñîîòâòåòñòâåííî.

3. Ââåäåí äðóãîé êëàññ ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ, îñíîâàííûõ íà

ñòàòèñòèêå âçâåøåííûõ ñóìì ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàäàâàåìû-

ìè ðåãóëÿðíûì îáðàçîì. Íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ ñëàáîé ñõîäèìñîòè ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé ñòàòèñòèêè ê

ðàñïðåäåëåíèþ ìîäóëÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà.

4. Äîêàçàíî, ÷òî ñòàòèñòèêà âçâåøåííûõ ñóìì ïðåäñòàâèìà â âèäå

èíòåãðàëà Ñòèëòüåñà îò ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà ñ îñòàòêîì, ñõî-

äÿùèìñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ê íóëþ ïðè âûïîëíåíèè êàê

îñíîâíîé, òàê è àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû.

5. Â óñëîâèÿõ áàéåñîâñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è (èçâåñòíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ ìîìåíòà ðàçëàäêè) íàéäåí íàèëó÷øèé êðèòåðèé, îñíî-

âàííûé íà âçâåøåííûõ ñóììàõ. Äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ðàâíî-
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ìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîìåíòà ðàçëàäêè ýòîò êðèòåðèé ïðèâî-

äèò ê èíòåãðàëó îò ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà.

6. Âû÷èñëåíû ïðèáëèæåííûå áàõàäóðîâñêèå íàêëîíû äëÿ êðèòå-

ðèåâ, îñíîâàííûõ íà ñóïðåìóì-íîðìå, èíòåãðàëîâ îò ïîëîæè-

òåëüíûõ öåëûõ ñòåïåíåé ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà, à òàêæå íàè-

ëó÷øèé êðèòåðèé äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðàçëàäêà ïðîèñõîäèò â ñå-

ðåäèíå èíòåðâàëà. Äîêàçàíî, ÷òî íàèëó÷øèì â ýòîì øèðîêîì

êëàññå êðèòåðèåâ ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé, îñíîâàííûé íà L∞-íîðìå

ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà.
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ÃËÀÂÀ 2

Îöåíèâàíèå ïàðàìåòðà Õåðñòà â ìîäåëè ôðàêòàëüíîãî

ãàóññîâñêîãî øóìà

2.1 Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ

Íåðåäêî âñòðå÷àþòñÿ ñèòóàöèè, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâè-

ñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íå ãîäèòñÿ â

êà÷åñòâå ìîäåëè ïðèðàùåíèé íàáëþäàåìîãî ïðîöåññà â äèñêðåòíîì

âðåìåíè. Íåñîîòâåòñòâèå ýòîé ìîäåëè èññëåäóåìûì äàííûì ìîæåò

áûòü âûÿâëåíî ìåòîäàìè ïðåäûäóùåé ãëàâû.

Äëÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ, â ÷àñòíîñòè, â ýêîíîìè÷å-

ñêèõ èññëåäîâàíèÿõ, õàðàêòåðíà äîëãîâðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü ýëå-

ìåíòîâ. Ñòàíäàðòíûì ñðåäñòâîì ìîäåëèðîâàíèÿ ýòîé çàâèñèìîñòè

ñëóæèò ôðàêòàëüíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå � ìîäåëü, ââåäåííàÿ ïî-

÷òè îäíîâðåìåííî À. Í. Êîëìîãîðîâûì è Âèíåðîì. Íàçâàíèå ¾ôðàê-

òàëüíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå¿ âîñõîäèò ê ñòàòüå Ìàíäåëüáðîòà

è Âàí Íåññà [144]. Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèðàùåíèé

ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ â äèñêðåòíîì âðåìåíè ìîæåò

áûòü çàäàíà êàê ñêîëüçÿùåå ñðåäíåå îò íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñ-

ïðåäåëåííûõ ãàóññîâñêèõ âåëè÷èí, âçÿòûõ ñ êîýôôèöèåíòàìè, óáû-

âàþùèìè ïî ñòåïåííîìó çàêîíó, ðåãóëèðóþùåìó õàðàêòåð è ñèëó

çàâèñèìîñòè.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ôðàêòàëüíîå áðîóíîâêîå äâèæåíèå ñ ïàðàìåò-

ðîì Õåðñòà H, 0 < H ≤ 1 � ýòî ãàóññîâñêèé ïðîöåññ XH(t), t ≥ 0, ñ

íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé

EXH(t)XH(s) =
σ2

2

(
t2H + s2H − |t− s|2H

)
. (7)

Â ÷àñòíîñòè, XH(0) èìååò âûðîæäåííîå ðàñïðåäåëåíèå.
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Èç ôîðìóëû (7) ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî

DXH(t) = EXH
2(t) = σ2t2H , (8)

òî åñòü äèñïåðñèÿ òàêîãî ïðîöåññà âîçðàñòàåò â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòå-

ïåííûì çàêîíîì. Ñëó÷àé H = 1/2 ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîìó âèíåðîâ-

ñêîìó ïðîöåññó (áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ).

Ñòàíäàðòíîå ôðàêòàëüíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå BH(t) õàðàêòå-

ðèçóåòñÿ óñëîâèÿìè BH(0) = 0, σ = 1. Ïðîèçâîëüíîå ôðàêòàëüíîå

áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ìîæåò áûòü çàäàíî ÷åðåç ñòàíäàðòíîå â ñî-

îòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé

XH(t) = XH(0) + σBH(t). (9)

Ñóùåñòâóþò èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî ôðàê-

òàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ. Êëàññè÷åñêèì ÿâëÿåòñÿ âûâåäåí-

íîå â ñòàòüå Ìàíäåëüáðîòà è Âàí Íåññà [144] ïðåäñòàâëåíèå

BH(t) = LH

( ∫ 0

−∞

(
(t− y)H−1/2 − |y|H−1/2

)
dW (y)+

+
∫ t

0
(t− y)H−1/2dW (y)

)
,

ãäå

LH =

(
1

2H
+
∫ ∞

0

(
(1 + s)H−1/2 − sH−1/2

))−1/2

.

Çäåñü W (t) � äâóñòîðîííèé ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ,

êîòîðûé ìîæåò áûòü çàäàí ÷åðåç äâà íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòíûõ âè-

íåðîâñêèõ ïðîöåññà (îäèí äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ, à äðóãîé äëÿ îòðè-

öàòåëüíûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà).

Êîíñòàíòà LH ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ãàììà-ôóíêöèþ Ýé-

ëåðà (ñì. ðàáîòó Íîððîñà è äð. [151]):

LH =

√√√√√ 2HΓ(3/2−H)

Γ(H + 1/2)Γ(2− 2H)
.
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Â ñòàòüå [151] òàêæå ìîæíî íàéòè äðóãîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ, íå èñïîëüçóþùåå èí-

òåãðèðîâàíèå ïî áåñêîíå÷íîìó èíòåðâàëó.

Ôðàêòàëüíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ àâòîìîäåëüíûì

ïðîöåññîì â ñìûñëå ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ. Àâòîìîäåëüíûìè íà-

çûâàþò ïðîöåññû Y (t), îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì ìàñøòàáíîé èíâàðè-

àíòíîñòè: ñóùåñòâóåò α > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ > 0 âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî

Y (λt) d= λ1/αY (t).

Çäåñü d= îçíà÷àåò ñîâïàäåíèå ðàñïðåäåëåíèé.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèðàùåíèé X1, . . . , Xn ôðàêòàëüíîãî áðî-

óíîâñêîãî äâèæåíèÿ íà åäèíè÷íûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè íàçûâàåòñÿ

ôðàêòàëüíûì ãàóññîâñêèì øóìîì:

Xi = BH(i)−BH(i− 1).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñòàöèîíàðíîé (â øèðîêîì ñìûñëå) ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ([53], c.272) ïðè j > 0

EXiXi+j =
1

2
(DSj+1 +DSj−1 − 2DSj).

Çäåñü Sn = X1 + . . .+Xn, S0 = 0.

Åñëè ñòàöèîíàðíàÿ ãàóññîâñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X1, . . . , Xn

� ôðàêòàëüíûé ãàóññîâñêèé øóì, òî åñòü Sn = BH(n),

DSn = σ2n2H ,

ãäå H � ïîêàçàòåëü Õåðñòà (0 < H ≤ 1), òî

cov(Xi; Xi+j) = EXiXi+j =
σ2

2

(
|j + 1|2H + |j − 1|2H − 2|j|2H

)
,

(10)
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è êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà èìå-

åò âèä

r(j) =
cov(Xi; Xi+j)

DXi
=

1

2

(
|j + 1|2H + |j − 1|2H − 2|j|2H

)
. (11)

Çàäà÷å ïðîâåðêè ãèïîòåç îòíîñèòåëüíî ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêî-

ãî äâèæåíèÿ ïðåäøåñòâóþò çàäà÷è îöåíèâàíèÿ åãî ïàðàìåòðîâ. Â

ïàðàãðàôå 2.2 ðàññìîòðåíû ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû îöåíèâàíèÿ ïà-

ðàìåòðà Õåðñòà. Â ïàðàãðàôå 2.3 ðàçðàáîòàíû çíàêîâûå ìåòîäû îöå-

íèâàíèÿ ïàðàìåòðà Õåðñòà, òî åñòü ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ñâÿçè

çíàêîâ ïðèðàùåíèé è èõ êîððåëÿöèé. Â ïàðàãðàôå 2.4 ðàññìàòðè-

âàþòñÿ è ñðàâíèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè çíàêîâîãî ìåòîäà.

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî àíàëèçà âûäåëåí áèíàðíûé çíàêîâûé ìå-

òîä, èìåþùèé íàèìåíüøóþ äèñïåðñèþ îöåíêè ñðåäè òåõ èç ðàññìîò-

ðåííûõ ìåòîäîâ, ÷èñëî îïåðàöèé êîòîðûõ ëèíåéíî çàâèñèò îò îáúå-

ìà âûáîðêè. Â ïàðàãðàôå 2.5 ñóììèðîâàíû ðåçóëüòàòû ãëàâû.

2.2 Ìåòîäû îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà

Îöåíèâàíèþ ïàðàìåòðîâ ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ïî-

ñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà, îáçîð êîòîðîé ïðèâåäåí âî ââåäåíèè.

Îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì.

Íåîáõîäèìî ìàêñèìèçèðîâàòü ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ f(X) ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà X1, . . . , Xn, èìåþùóþ

âèä

f(X) =
1

(2π)n/2σn
√
detR

exp(− 1

2σ2
XTR−1X), (12)

ãäå X = (X1, . . . , Xn).

Çäåñü

R = (r(i− j))ni,j=1
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� êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé � ýòî çíà÷åíèÿ êîð-

ðåëÿöèîííîé ôóíêöèè ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà

r(k) = corr(Xi; Xi+k) =
1

2

(
|k + 1|2H + |k − 1|2H − 2|k|2H

)
.

Ìàêñèìèçàöèþ íóæíî ïðîâîäèòü ïî ñîâîêóïíîñòè ïàðàìåòðîâ

H, σ.

Â ðàáîòå [130] ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ìåòîäîâ îöåíèâàíèÿ ïà-

ðàìåòðà H ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ è ïîêàçàíî, ÷òî

äðóãèå îöåíêè (ìåòîäîì íîðìèðîâàííîãî ðàçìàõà, ìåòîäîì äèñïåð-

ñèè) èìåþò â 2�3 ðàçà áîëüøóþ äèñïåðñèþ ïî ñðàâíåíèþ ñ îöåíêîé

ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Â êà÷åñòâå ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ çäåñü âû-

ñòóïàåò ëîãàðèôì ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ (12), âçÿòîé

â òî÷êå X:

L(X; H, σ) = − ln(2π)n/2 − n lnσ − 1

2
ln detR− 1

2σ2
XTR−1X.

Èç óñëîâèÿ ∂L/∂σ = 0 íàõîäèì îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïî-

äîáèÿ

σ̂2 =
1

n
XTR−1X

è, ïîäñòàâëÿÿ åå â ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì

L(X; H) = − ln(2π)n/2 − n

2
lnXTR−1X− 1

2
ln detR− n

2
.

Èòàê, íàì äîñòàòî÷íî íàéòè ìèíèìóì ôóíêöèè

l(X; H) = n lnXTR−1X+ ln detR,

òî åñòü îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà H ðàâíà

Ĥ = arg max
0<H<1

l(X; H).

Ýòó îöåíêó îòûñêèâàåì ìåòîäîì çîëîòîãî ñå÷åíèÿ (ñì., íàïðèìåð,

[87], ïàðàãðàô 5.5). Â êà÷åñòâå çíà÷åíèé íà ïåðâîì øàãå âûáèðàåì
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òî÷êè u
(1)
− = (3 −

√
5)/2, u

(1)
+ = (

√
5 − 1)/2, îáðàçóþùèå çîëî-

òûå ñå÷åíèÿ èíòåðâàëà (0; 1). Çíà÷åíèÿ íà âòîðîì øàãå � çîëîòûå

ñå÷åíèÿ èíòåðâàëà, âûáèðàåìîãî â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ðàçíîñòè

l(X; u
(1)
− )− l(X; u

(1)
+ ).

Ïðè ïîèñêå îöåíêè ïàðàìåòðà H îáðàùåíèå òåïëèöåâîé ñèììåò-

ðè÷íîé ìàòðèöû R ðåàëèçîâûâàëîñü ïî ýêîíîìè÷íîìó àëãîðèòìó,

ïðåäëîæåííîìó â [20], ñ. 142�160, â õîäå ðåàëèçàöèè êîòîðîãî îäíî-

âðåìåííî âû÷èñëÿåòñÿ è äåòåðìèíàíò.

Ýòó ïðîöåäóðó óäàåòñÿ ðåàëèçîâàòü íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå

äëÿ âûáîðîê îáúåìîì äî 1024 çíà÷åíèé.

Äëÿ âûáîðîê áîëüøîãî îáúåìà ïðåäëàãàþòñÿ äðóãèå, ìåíåå òî÷-

íûå îöåíêè.

Ïåðâûì ñòðåìëåíèåì ïðè àíàëèçå äîëãîâðåìåííîé çàâèñèìîñòè

ìíîæåñòâà äàííûõ ìîæåò áûòü æåëàíèå âû÷èñëèòü, íàñêîëüêî áûñò-

ðî àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ rH(k) óáûâàåò ïðè áîëüøèõ ëàãàõ

k. Îäíàêî ýòî îêàçûâàåòñÿ íåóäà÷íûì ïîäõîäîì, òàê êàê àíòèïåðñè-

ñòåíòíûå äàííûå òðóäíî îòëè÷èòü îò íåêîððåëèðîâàííûõ äàííûõ.

Êîððåëÿöèè ìîãóò áûòü îøèáî÷íûìè èç-çà ôëóêòóàöèé øóìà âî-

êðóã íóëÿ. Ìåòîä íàäåæíîãî îöåíèâàíèÿ êîýôôèöèåíòà Õåðñòà äëÿ

âðåìåííûõ ðÿäîâ äîëæåí áûòü óñòîé÷èâûì ìåòîäîì èçìåðåíèÿ äîë-

ãîâðåìåííûõ êîððåëÿöèé.

Ìåòîä íîðìèðîâàííîãî ðàçìàõà

Ñòàðåéøèé è äî ñèõ ïîð íàèáîëåå èñïîëüçóåìûé ìåòîä îöåíèâà-

íèÿ ïàðàìåòðà H ïðèíàäëåæèò Õåðñòó, êîòîðûé çàìåòèë, ÷òî ðàç-

ìàõ RL = maxk≤L Sk − mink≤L Sk óðîâíÿ (èëè íàêîïëåííîãî ñòîêà)

âîäû â âîäîõðàíèëèùå çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè L îòíîñèòñÿ ê âû-

áîðî÷íîìó ñòàíäàðòíîìó îòêëîíåíèþ σ∗
L =

√
XL

2 −
(
XL

)2
ñòîêà çà

òîò æå ïåðèîä êàê âåëè÷èíà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ LH , ãäå H äîëæ-

íî ðàâíÿòüñÿ 1/2 äëÿ íåêîððåëèðîâàííûõ äàííûõ. Ìåòîä Õåðñòà
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ìàñøòàáèðîâàííîãî ðàçìàõà ñîñòîèò â âûáîðå íåïåðåêðûâàþùèõñÿ

ïîäìíîæåñòâ äëèíû L èç âðåìåííîãî ðÿäà è âû÷èñëåíèè ñðåäíå-

ãî çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèêè RL/σ
∗
L. Ïðè èçîáðàæåíèè äàííûõ íà ãðà-

ôèêå ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ìàñøòàáîì ïî êàæäîé èç êîîðäèíàò ïî-

êàçàòåëü Õåðñòà � ýòî êîýôôèöèåíò óãëà íàêëîíà ïðÿìîé ëèíèè

ln(RL/σ
∗
L) = H lnL+C. Ê ñîæàëåíèþ, íåñìîòðÿ íà åãî øèðîêîå èñ-

ïîëüçîâàíèå, àíàëèç ìàñøòàáèðîâàííîãî ðàçìàõà ïî Õåðñòó ÿâëÿåò-

ñÿ ïëîõîé îöåíêîé äëÿ H ñ ñèñòåìàòè÷åñêèì óêëîíåíèåì â ñòîðîíó

H = 0, 7 è ëîãàðèôìè÷åñêîé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè [53].

Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì îöåíèâàíèÿ ìå-

òîäîì íîðìèðîâàííîãî ðàçìàõà [113].

Àëãîðèòì 2.1 Äëÿ íàáîðà äàííûõ X1, . . . , Xn:

1. Öåíòðèðîâàòü äàííûå: X∗
i = Xi −X.

2. Äëÿ äëèíû áëîêà L = 1, 2, 4, . . . , 2m−2 (L ≤ n/4) îñóùåñòâèòü

ìàñøòàáèðîâàíèå äàííûõ:

X
(L)
j =

Lj∑
i=L(j−1)+1

X∗
i , j = 1, 2, 3, . . . , 2m/L.

3. Âû÷èñëèòü ðàçìàõ ñóìì è ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ìàñøòà-

áèðîâàííûõ äàííûõ

RL = max
k≤2m/L

k∑
j=1

X
(L)
j − min

k≤2m/L

k∑
j=1

X
(L)
j ;

σ∗
L =

√√√√√√ L

2m

L∑
j=1

(X
(L)
j )2 −

 L

2m

L∑
j=1

X
(L)
j

2

;

4. Âû÷èñëèòü îöåíêó H̃1 ïàðàìåòðà H êàê êîýôôèöèåíò íàêëîíà

ëèíèè ëèíåéíîé ðåãðåññèè lnRL − lnσ∗
L íà L ïî âñåì
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L = 1, 2, 4, . . . , 2m−2 (L ≤ n/4):

H̃1 =
(lnR− lnσ∗)L− lnR− lnσ∗ · L

L2 − (L)2
.

Ìåòîä äèñïåðñèè

Â ëèòåðàòóðå ïðåäëàãàåòñÿ íåñêîëüêî àëüòåðíàòèâ ìåòîäó ìàñ-

øòàáèðîâàííîãî ðàçìàõà, âêëþ÷àÿ àâòîêîððåëÿöèîííûé àíàëèç,

ôóðüå-àíàëèç è îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðåèìóùå-

ñòâî ïîñëåäíèõ â òîì, ÷òî ýòî íå ãðàôè÷åñêèå ìåòîäû, à ÷èñëåííûå

� îíè ïðîñòî îòâå÷àþò íàèëó÷øåé îöåíêå ïîêàçàòåëÿ Õåðñòà íàïðÿ-

ìóþ. Ê ñîæàëåíèþ, îíè òðåáóþò (ïî êðàéíåé ìåðå) ïðåäïîëîæåíèÿ î

ôîðìå äîëãîâðåìåííîé çàâèñèìîñòè (òàêîãî, íàïðèìåð, êàê ó ôðàê-

òàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ) è äàþò íåàäåêâàòíûå îöåíêè, åñëè

ýòî ïðåäïîëîæåíèå íåêîððåêòíî. Êàæäûé èç âûøåïåðå÷èñëåííûõ

ìåòîäîâ äàåò ñìåùåííûå è ìåäëåííî ñõîäÿùèåñÿ îöåíêè (áîëüøîé

îáúåì äàííûõ òðåáóåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñíèçèòü ñìåùåíèå).

Îäíàêî ñóùåñòâóåò ìåòîä, êîòîðûé îêàçàëñÿ ñóùåñòâåííî ëó÷øå,

òðåáóÿ ìåíüøèõ îáúåìîâ äàííûõ è äàâàÿ ìåíüøèå ñìåùåíèÿ îöåíêè.

Ýòî ìåòîä äèñïåðñèè. Îí äîïóñêàåò ãðàôè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ �

âîñïðîèçâîäèò ñîîòíîøåíèå ñòåïåííîãî çàêîíà, èç êîòîðîãî ïîêàçà-

òåëü H ìîæåò áûòü íàéäåí êàê íàêëîí ïðÿìîé ïðè èñïîëüçîâàíèè

ëîãàðèôìè÷åñêîãî ìàñøòàáà ïî êàæäîé èç êîîðäèíàò.

Ìåòîä äèñïåðñèè îñíîâàí íà óñðåäíåíèè äàííûõ ïî ÿ÷åéêàì äëè-

íû L è âû÷èñëåíèè âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè óñðåäíåííîãî íàáîðà äàí-

íûõ. Àëãîðèòì îñíîâàí íà òîì, ÷òî äèñïåðñèÿ äîëæíà ðàñòè ïðîïîð-

öèîíàëüíî L2H , ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíò H è â ýòîì àëãîðèòìå

ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ÷åðåç êîýôôèöèåíò óãëà íàêëîíà ïðÿìîé ëè-

íåéíîé ðåãðåññèè lnσ∗
L = H lnL+ C.

Àëãîðèòì 2.2 Äëÿ íàáîðà äàííûõ X1, . . . , Xn:
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1. Äëÿ äëèíû áëîêà L = 1, 2, 4, . . . , 2m−2 (L ≤ n/4) îñóùåñòâèòü

ìàñøòàáèðîâàíèå äàííûõ:

X
(L)
j =

Lj∑
i=L(j−1)+1

Xi, j = 1, 2, 3, . . . , 2m/L.

2. Âû÷èñëèòü ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ìàñøòàáèðîâàííûõ äàí-

íûõ

σ∗
L =

√√√√√√ L

2m

L∑
j=1

(X
(L)
j )2 −

 L

2m

L∑
j=1

X
(L)
j

2

.

3. Âû÷èñëèòü îöåíêó H̃2 ïàðàìåòðà H êàê êîýôôèöèåíò íàêëîíà

ëèíèè ëèíåéíîé ðåãðåññèè lnσ∗
L íà lnL ïî âñåì

L = 1, 2, 4, . . . , 2m−2 (L ≤ n/4):

H̃2 =
lnσ∗ · lnL− lnσ∗ · lnL

(lnL)2 − (lnL)2
.

Ðàçðàáîòàåì òåïåðü ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ïî çíàêàì ýëåìåíòîâ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè, îáðàçóþùåé ôðàêòàëüíûé ãàóññîâñêèé øóì, ïî-

ëó÷àòü îöåíêó ïàðàìåòðà Õåðñòà.

2.3 Ýëåìåíòàðíûé çíàêîâûé ìåòîä è öåíòðèðîâàííûé çíà-

êîâûé ìåòîä

Åñëè èçâåñòíî, ÷òî äâóìåðíûé íîðìàëüíûé âåêòîð èìååò íóëåâîé

âåêòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (ÿâëÿåòñÿ öåíòðèðîâàííûì), òî

ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîýôôèöèåí-

òîì êîððåëÿöèè åãî êîìïîíåíò è âåðîÿòíîñòüþ òîãî, ÷òî ýòè êîì-

ïîíåíòû èìåþò ðàçíûé çíàê. Ýòî ñîîòâåòñòâèå äàåòñÿ ñëåäóþùåé

ëåììîé, êîòîðóþ ìîæíî íàéòè â [103], ñ. 236.
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Ëåììà 2.1 Åñëè (ξ, η) � äâóìåðíàÿ íîðìàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè-

÷èíà ñ íóëåâûì âåêòîðîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, òî

P{ξη < 0} =
1

π
arccos corr (ξ, η).

Ëåììà 2.1 ñëóæèò îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ çíàêîâûõ ïðîöåäóð

îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà Õåðñòà, ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè êîòîðûõ ñî-

ñòàâëÿþò ñîäåðæàíèå ñëåäóþùèõ äâóõ ïàðàãðàôîâ.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.1 ê ôðàêòàëüíîìó ãàóññîâñêîìó øóìó

X1, . . . , Xn, ïîëó÷àåì ôîðìóëó

r(1) = cos(πP{X1X2 < 0}). (13)

Çäåñü r(1) � çíà÷åíèå êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ôðàêòàëüíîãî

ãàóññîâñêîãî øóìà â òî÷êå 1. Ïîäñòàíîâêîé â ôîðìóëó (11) ïîëó÷àåì

r(1) = 22H−1 − 1. (14)

Èç ôîðìóë (14) è (13) ïîëó÷àåì

22H−1 − 1 = cos(πP{X1X2 < 0}). (15)

Ïîäñòàâèì â ôîðìóëå (15) ÷àñòîòó âìåñòî âåðîÿòíîñòè ïåðåìåíû

çíàêà. Â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷èòñÿ îöåíêà H̃ ïàðàìåòðà H ïî ÷àñòîòå

ïåðåìåíû çíàêà:

22H̃−1 − 1 = cos(πν). (16)

Çäåñü ν � ÷àñòîòà ïåðåìåíû çíàêà, ïîäñ÷èòàííàÿ ïî âûáîðêå:

ν =
1

n− 1

n−1∑
i=1

I{XiXi+1 < 0}.

Ýòà îöåíêà ìîæåò áûòü âûðàæåíà â ÿâíîì âèäå ÷åðåç ÷àñòîòó

ïåðåìåíû çíàêà.

Íà ýòîé ôîðìóëå îñíîâàí ìåòîä ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ïàðàìåòðà H

ìåòîäîì çíàêîâ:

H̃ =
1

2
+

1

2
log2 (1 + cos(πν)) , (17)
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ãäå ν � ÷àñòîòà ïåðåìåíû çíàêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèðàùåíèé

ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ.

Ââåäåì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû {Ji}n−1
i=1 , ãäå Ji = I{XiXi+1 < 0} �

èíäèêàòîð òîãî, ÷òî ñîñåäíèå Xi ðàçíîãî çíàêà.

Ñîãëàñíî ââåäåííûì íàìè îáîçíà÷åíèÿì, ν = 1
n−1

∑n−1
i=1 Ji.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ H ∈ (0; 1) îöåíêà (17) áóäåò ñîñòîÿòåëü-

íîé.

Äîêàçàòåëüñòâó ïðåäïîøëåì ëåììó, ïîçâîëÿþùóþ ïðèìåíÿòü ðå-

çóëüòàòû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ñèëüíûì ïåðåìåøèâàíèåì ê

îöåíêàì òàêîãî ðîäà.

Ëåììà 2.2 Åñëè {Xi}, i = 1, 2, . . . � ñòàöèîíàðíàÿ ãàóññîâñêàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé r(n), îáëàäàþùåé

ñâîéñòâîì r(n) → 0 ïðè n → ∞, à g : Rk → R � ïðîèçâîëü-

íàÿ áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ k ïåðåìåííûõ, òî {g(Xi, . . . , Xi+k−1)},
i = 1, 2, . . . � ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ñèëüíûì ïå-

ðåìåøèâàíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñòàöèîíàðíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {g(Xi, . . . , Xi+k−1)} ñðàçó

æå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíîñòè.

Ñîãëàñíî [42], ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xi} îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñèëü-

íîãî ïåðåìåøèâàíèÿ, òî åñòü äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà m è

äëÿ ëþáûõ A ∈ σ(X1, . . . , Xm), B ∈ σ(Xn+1, Xn+2, . . .) âûïîëíåíî

ñâîéñòâî

P(AB)−P(A)P(B) → 0

ïðè n → ∞. Íî ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{g(Xi, . . . , Xi+k−1)}, i = 1, 2, . . . â ñèëó âëîæåíèÿ ñèãìà-àëãåáð

σ(g(X1, . . . , Xk−1), . . . , g(Xm, . . . , Xm+k−1)} ⊆ σ(X1, . . . , Xm+k−1),
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σ(g(Xn+1, . . . , Xn+k), σ(g(Xn+2, . . . , Xn+k+1), . . .} ⊆

⊆ σ(Xn+1, Xn+2, . . .).

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.1 Îöåíêà (17) ïàðàìåòðà H ∈ (0; 1) ñèëüíî ñîñòîÿ-

òåëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X1, X2, . . . óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì ñèëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ [42] â ñèëó ãàóññîâîñòè è ñòðåì-

ëåíèÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ê íóëþ.

Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé ëåììå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ji} óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì ñèëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ, ïîýòîìó äëÿ íåå èìååò ìå-

ñòî óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë: ν → p ï. í. [42], ãäå p � âåðî-

ÿòíîñòü ïåðåìåíû çíàêà ôðàêòàëüíûì ãàóññîâñêèì øóìîì. Â ñèëó

íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè, âûðàæàþùåé H ÷åðåç p, îöåíêà (17) ïàðà-

ìåòðà H ∈ (0; 1) ñõîäèòñÿ ï. í. ê èñòèííîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà,

òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñîñòîÿòåëüíîé.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ýëåìåí-

òàðíûì çíàêîâûì ìåòîäîì.

Àëãîðèòì 2.3 Äëÿ íàáîðà äàííûõ X1, . . . , Xn:

1. öåíòðèðîâàòü äàííûå X∗
i = Xi −X;

2. ïî öåíòðèðîâàííûì äàííûì âû÷èñëèòü ÷àñòîòó ïåðåìåíû

çíàêà ν∗n = 1
n−1

∑n−1
i=1 Ji, ãäå Ji = I{X∗

i X
∗
i+1 < 0};

3. âû÷èñëèòü îöåíêó ïî ìåòîäó çíàêîâ:

H̃3 =
1

2
+

1

2
log2 (1 + cos(πν∗n)) .
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Â êà÷åñòâå áîëåå òî÷íîãî ìåòîäà îöåíèâàíèÿ, ó÷èòûâàþùåãî êîð-

ðåëÿöèè, âîçíèêàþùèå ïðè öåíòðèðîâàíèè èñõîäíûõ äàííûõ, íàìè

ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé öåíòðèðîâàííûé çíàêîâûé ìåòîä, èñïîëü-

çóþùèé êîíñòðóêöèþ ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî ìîñòà.

Íàðÿäó ñ ôðàêòàëüíûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì ââåäåì ïîíÿòèå

ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî ìîñòà B0
H :

B0
H(t) = BH(t)− tBH(1).

Îí îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî B0
H(1) = B0

H(0) = 0.

Çäåñü ïîëíàÿ àíàëîãèÿ ñ îáû÷íûì áðîóíîâñêèì ìîñòîì. Â ÷àñò-

íîñòè, ïðè H = 1/2 ôðàêòàëüíûé áðîóíîâñêèé ìîñò ÿâëÿåòñÿ îáû÷-

íûì áðîóíîâñêèì ìîñòîì. Îäíàêî ïðè H ̸= 1/2 ôðàêòàëüíûé ìîñò

íå îáëàäàåò ñèììåòðèåé ïî ïðîñòðàíñòâó: ðàñïðåäåëåíèÿ B0
H(t) è

B0
H(1− t) íå ñîâïàäàþò ïðè t ∈ (0; 1/2).

Áóäåì îáîçíà÷àòü X∗
i = Xi −X, S∗

k = X∗
1 + . . .+X∗

k . Òîãäà

B0
H(k/n) = S∗

k/n
H .

Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó X∗
k è X∗

k+1 îáîçíà÷èì ÷åðåç

ρ∗1(k). Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ïîëó÷àåì

ρ∗1(k) =
c∗1(k)

σ∗
1(k)σ

∗
1(k + 1)

,

ãäå

c∗1(k) =
22H − 2

2n2H
− 1

2n

(k + 1

n

)2H
+

(
k − 1

n

)2H
− 2

(
k

n

)2H+

+
1

2n

(n− k − 1

n

)2H
+

(
n− k + 1

n

)2H
− 2

(
n− k

n

)2H+
1

n2
,

σ∗
1(k) =

√√√√ 1

n2H
− k2H − (k − 1)2H − (n− k)2H + (n− k + 1)2H

n2H+1
+

1

n2
.
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Ñîîòâåòñòâåííî,

σ∗
1(k+1) =

√√√√ 1

n2H
− (k + 1)2H − k2H − (n− k − 1)2H + (n− k)2H

n2H+1
+

1

n2
.

Òàê êàê ïîëó÷åíèå íàïðÿìóþ îöåíêè äëÿ H èç ýòîãî ðàâåíñòâà

� òðóäîåìêàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîöåäóðà, ïîëó÷èì àïïðîêñèìàöèþ

ïðèâåäåííîãî âûøå âûðàæåíèÿ. Ïóñòü n → ∞. Òîãäà ðàâíîìåðíî

ïî k ≤ n

(
k + 1

n

)2H
−
(
k

n

)2H
=

(
k

n

)2H−1

· 2H
n

+ o

(
1

n

)
,

(
n− k + 1

n

)2H
−
(
n− k

n

)2H
=

(
n− k

n

)2H−1

· 2H
n

+ o

(
1

n

)
.

Îòñþäà

ρ∗1(k) =

22H − 2

2n2H
+

1

n2
+ o

(
1

n2

)
1

n2H
− 2H

n2

(k
n

)2H−1

+

(
n− k

n

)2H−1
+

1

n2
+ o

(
1

n2

) .

Óìíîæèâ íà n2H , ïîëó÷àåì:

ρ∗1(k) =

22H − 2

2
+ n2H−2 + o

(
n2H−2

)

1− n2H−2

2H (
k

n

)2H−1

+ 2H

(
n− k

n

)2H−1

− 1

+ o
(
n2H−2

) =

=

22H − 2

2
+ n2H−2

×

×
1 + n2H−2

2H (
k

n

)2H−1

+ 2H

(
n− k

n

)2H−1

− 1

+ o(1)

 .
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Îáîçíà÷èì p̃∗1 � ÷àñòîòó ïåðåìåíû çíàêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

X∗
1 , . . . , X∗

n. Ïðåäñòàâëÿÿ àðêêîñèíóñ ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëà,

ïîëó÷àåì

Ep̃∗1 =
1

π(n− 1)

n−1∑
k=1

arccos ρ∗1(k) =

=
1

π

arccos 22H − 2

2
−

∑n−1
k=1 dk

(n− 1)
√
1−

(
22H−2

2

)2 + o

 1

n− 1

n−1∑
k=1

dk


 ,

ãäå

dk = ρ∗1(k)−
22H − 2

2
=

= n2H−2

1 + 22H − 2

2

2H
(k

n

)2H−1

+

(
n− k

n

)2H−1
− 1

+ o(1)

 .

Ïåðåõîäÿ îò ñóììû ê èíòåãðàëó, ïîëó÷àåì

Ep̃∗1 =
1

π
arccos

22H − 2

2
− n2H−2

π
√
1−

(
22H−2

2

)2×

×
1 + 22H − 2

2

(
2H

∫ 1

0

(
x2H−1 + (1− x)2H−1

)
dx− 1

)+o
(
n2H−2

)
=

=
1

π

arccos (22H−1 − 1
)
− 2H−1

√
1− 22H−2

n2H−2

+ o
(
n2H−2

)
.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò îòûñêèâàòü îöåíêó H̃ ïàðàìåò-

ðà H êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

p̃∗1 =
1

π

arccos (22H̃−1 − 1
)
− 2H̃−1√

1− 22H̃−2
n2H̃−2

 .

Â ñèëó ìîíîòîííîñòè àðêêîñèíóñà ýòî óðàâíåíèå ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ n èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü íà îòðåçêå [0; 1] è ìîæåò

áûòü ðåøåíî ìåòîäîì äèõîòîìèè.
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Èçëîæåííûé öåíòðèðîâàííûé ìåòîä çíàêîâ ïîëåçåí â ñèëó òîãî

îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî îí ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü ñ äàííûìè, èìåþùèìè

ïðîèçâîëüíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Îí ïîçâîëÿåò â çíà÷èòåëü-

íîé ìåðå êîìïåíñèðîâàòü ñèñòåìàòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü, âîçíèêàþ-

ùóþ ïðè öåíòðèðîâàíèè äàííûõ.

Àëãîðèòì 2.4 Äëÿ íàáîðà äàííûõ X1, . . . , Xn:

1. öåíòðèðîâàòü äàííûå X∗
i = Xi −X;

2. ïî öåíòðèðîâàííûì äàííûì âû÷èñëèòü ÷àñòîòó ïåðåìåíû

çíàêà ν∗n = 1
n−1

∑n−1
i=1 Ji, ãäå Ji = I{X∗

i X
∗
i+1 < 0};

3. âû÷èñëèòü îöåíêó H̃4 ïàðàìåòðà H ïî öåíòðèðîâàííîìó ìå-

òîäó çíàêîâ êàê ðåøåíèå ìåòîäîì äèõîòîìèè óðàâíåíèÿ

p̃∗1 =
1

π

arccos (22H̃4−1 − 1
)
− 2H̃4−1√

1− 22H̃4−2
n2H̃4−2

 .

Äâå íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûå ìîäåëè äëÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ, âîç-

íèêàþùèõ â ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå � îáû÷íîå áðîóíîâñêîå äâèæå-

íèå (âèíåðîâñêèé ïðîöåññ) è åãî îáîáùåíèå � ôðàêòàëüíîå áðîóíîâ-

ñêîå äâèæåíèå. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêóþ èç

ýòèõ ìîäåëåé ñëåäóåò ïðåäïî÷åñòü äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî âðå-

ìåííîãî ðÿäà. Íà ýòîò âîïðîñ ìîæíî îòâåòèòü, ïîñòðîèâ êðèòåðèé

ïðîâåðêè îñíîâíîé ãèïîòåçû î òîì, ÷òî ïàðàìåòð Õåðñòà ðàâåí 1/2

ïðîòèâ àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû î òîì, ÷òî ïàðàìåòð îòëè÷àåòñÿ îò

1/2. Ðàññìîòðèì êðèòåðèé, îñíîâàííûé íà àíàëèçå ÷àñòîòû ïåðåìå-

íû çíàêà ïðèðàùåíèÿìè ïðîöåññà.

Â êà÷åñòâå îñíîâíîé ãèïîòåçû ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü âûáîðêè, äëÿ

êîòîðîé H = 1/2. Àëüòåðíàòèâíàÿ ìîäåëü � ìîäåëü ôðàêòàëüíîãî

ãàóññîâñêîãî øóìà, äëÿ êîòîðîé H ̸= 1/2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ji èíäèêàòîðû òîãî, ÷òîXi èXi+1 ðàçíîãî çíàêà:

Ji = I{XiXi+1 < 0}.
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Ëåììà 2.3 Â ìîäåëè âûáîðêè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Ji èìåþò ðàñ-

ïðåäåëåíèå Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì 1/2.

Äîêàçàòåëüñòâî.

P{Ji = 1} = P{Xi > 0, Xi+1 < 0} + P{Xi < 0, Xi+1 > 0} =
1
2 ·

1
2 +

1
2 ·

1
2 =

1
2 .

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.4 Â ìîäåëè âûáîðêè Ji íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàæåì ïîïàðíóþ íåçàâèñèìîñòü Ji. Î÷åâèäíî, ÷òî Jk è Jk+s,

ãäå s > 1, íåçàâèñèìû.

Ðàññìîòðèì Jk è Jk+1:

P{Jk = 0, Jk+1 = 0} = 2P{Xk > 0, Xk+1 > 0, Xk+2 > 0} =

=
1

4
= P{Jk = 0}P{Jk+1 = 0}.

Äàëåå,

P{Jk = 0, Jk+1 = 1} = P{Jk = 0} − P{Jk = 0, Jk+1 = 0} =
1

4
=

= P{Jk = 0}P{Jk+1 = 1}.

Àíàëîãè÷íî P{Jk = 1, Jk+1 = 1} = P{Jk = 1, Jk+1 = 0} = 1
4 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ i1 < i2 < . . . < ik ñëó÷àéíûå âåëè-

÷èíû Ji1, Ji2, . . . , Jik íåçàâèñèìû, ò.å.

P{Ji1 = a1, Ji2 = a2, . . . , Jik = ak} =
k∏

m=1

P{Jim = am}, ãäå am ∈ {0, 1}.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ êîìáèíàöèþ èç k + 1 èíäèêàòîðà

Ji1, Ji2, . . . , Jik+1 äëÿ ëþáûõ i1 < i2 < . . . < ik+1. Âîçìîæíû äâà

ñëó÷àÿ:

à) äëÿ íåêîòîðîãî l ñóùåñòâóåò s òàêîå, ÷òî âûïîëíåíî il < s è

il+1 > s, òîãäà
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P{Ji1 = a1, . . . , Jil = al, Jil+1
= al+1, . . . , Jik+1 = ak+1} =

= P{Ji1 = a1, . . . , Jil = al}P{Jil+1
= al+1, . . . , Jik+1 = ak+1} =

=
l∏

m=1

P{Jim = am}
k+1∏

m=l+1

P{Jim = am} =

=
k+1∏
m=1

P{Jim = am},

ãäå am ∈ {0; 1};
á) äëÿ âñåõ l ∈ {1, . . . , k} âûïîëíåíî il+1 = il + 1, òîãäà

P{Ji1 = a1, . . . , Jik+1 = ak+1} =

= P{Ji1 = a1}P{Ji2 = a2|Ji1 = a1} · . . . · P{Jik+1
= ak+1|Jik = ak} =

= P{Ji1 = a1}P{Ji2 = a2} · . . . · P{Jik+1
= ak+1} =

k+1∏
m=1

P{Jim = am}.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïî ÖÏÒ ïîëó÷àåì, ÷òî P{Sn−n/2√
n/2

< t} → Φ0,1(t), ãäå Sn =
n∑

i=1
Ji.

Òàê êàê

H̃3 =
1

2
(1 + log2(1 + cos(πν))) ,

òî H̃3 � îöåíêà ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ. Îíà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè

íîðìàëüíîé â ñèëó òåîðåìû îá àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè [9],

òàê êàê

h(p) =
1

2
(1 + log2(1 + cos(πp)))

� íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ïðè p ∈ [0; 1]. Êîýô-

ôèöèåíò àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè ðàâåí

σ1/2 = |h′(Eν)|
√
Dν =

π sin(πp)

log2(1 + cos(πp))

∣∣∣∣
p=1/2

·
√
1/4 =

2π

ln 2
.

Èòàê, òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ

σ =
σ1/2√
N

=
2π√
N ln 2

.
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Àëãîðèòì 2.5 (Ýëåìåíòàðíûé çíàêîâûé êðèòåðèé). Ïî èìåþ-

ùèìñÿ äàííûì X1, . . . , Xn:

1. Âû÷èñëÿåì ñðåäíåå çíà÷åíèå è âû÷èòàåì åãî èç äàííûõ:

X∗
i = Xi −X.

2. Óêðóïíÿåì äàííûå äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íîðìàëüíîñòè: ïðèíèìàÿ

τ ≥ 8, âû÷èñëÿåì Xτ
1 , . . . , Xτ

N , ãäå N = [n/τ ], ïî ôîðìóëå

Xτ
i =

τ∑
j=1

X∗
(i−1)τ+j.

3. Íàõîäèì ÷àñòîòó ïåðåìåíû çíàêà:

ν1N =
1

N − 1

N−1∑
i=1

I{Xτ
i X

τ
i+1 < 0}.

4. Íàõîäèì äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè ãèïîòåçû î íåçà-

âèñèìîñòè:

ε∗ = 2Φ(2
√
n|ν1N − 1/2|).

Çäåñü Φ(x) = 1√
2π

∫+∞
x e−t2/2dt.

5. Ãèïîòåçà î íåêîððåëèðîâàííîñòè ïðèíèìàåòñÿ íà óðîâíå ε, åñ-

ëè ε∗ ≥ ε; îòâåðãàåòñÿ íà óðîâíå ε, åñëè ε∗ < ε.

2.4 Ìîäèôèöèðîâàííûé çíàêîâûé ìåòîä è áèíàðíûé çíà-

êîâûé ìåòîä

Îöåíêè çíàêîâûì ìåòîäîì íå ïîëó÷èëè øèðîêîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ

ââèäó èõ áîëüøîé äèñïåðñèè. Èç-çà áîëüøîé äèñïåðñèè îöåíêè è

êðèòåðèé, ïðåäëîæåíííûé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, èìååò ìàëóþ

ìîùíîñòü. Ðàññìîòðèì äâå ìîäèôèêàöèè îöåíêè çíàêîâûì ìåòî-

äîì, ñóùåñòâåííî ïîíèæàþùèå äèñïåðñèþ îöåíêè ïàðàìåòðàH. Ýòè
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îöåíêè áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ, ðàçëè÷àþ-

ùåãî îñíîâíóþ ãèïîòåçó îá îòñóòñòâèè çàâèñèìîñòè è àëüòåðíàòèâ-

íóþ ãèïîòåçó î òîì, ÷òî çàâèñèìîñòü ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè ôðàê-

òàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà.

Ìîäèôèêàöèè îöåíîê îñíîâàíû íà èñïîëüçîâàíèè ñâîéñòâà ñàìî-

ïîäîáèÿ ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñòàöèîíàðíîé (â øèðîêîì ñìûñëå) ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ([53], c.272) ïðè j > 0

EXiXi+j =
1

2
(DSj+1 +DSj−1 − 2DSj).

Çäåñü Sn = X1 + . . .+Xn, S0 = 0.

Åñëè ñòàöèîíàðíàÿ ãàóññîâñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X1, . . . , Xn

� ôðàêòàëüíûé ãàóññîâñêèé øóì, òî åñòü

DSn = σ2n2H ,

ãäå H � ïîêàçàòåëü Õåðñòà (0 < H ≤ 1), òî

cov(Xi; Xi+j) = EXiXi+j =
σ2

2

(
|j + 1|2H + |j − 1|2H − 2|j|2H

)
,

è êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååò âèä

r(j) =
cov(Xi; Xi+j)

DXi
=

1

2

(
|j + 1|2H + |j − 1|2H − 2|j|2H

)
. (18)

Â ÷àñòíîñòè, êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó ñîñåäíèìè ñëó÷àé-

íûìè âåëè÷èíàìè ðàâåí r(1) = 22H−1−1. Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èìåþò ïðîòèâîïîëîæ-

íûå çíàêè, ðàâíà

P{XiXi+1 < 0} =
1

π
arccos(22H−1 − 1). (19)

Íî è ïîñëåäîâàòåëüíûå ñóììû k ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îáëàäàþò

òåì æå ñâîéñòâîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sk,i ñóììó k ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
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íà÷èíàÿ ñ íîìåðà i+ 1:

Sk,i =
i+k∑

j=i+1

Xj = Sk+i − Si.

Òîãäà D
∑n

j=1 Sk,k(j−1) = DSkn = σ2k2Hn2H , è

ESk,0Sk,kj =
σ2k2H

2

(
|j + 1|2H + |j − 1|2H − 2|j|2H

)
.

Ïîýòîìó êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè è âåðîÿòíîñòü èìåòü ïðîòè-

âîïîëîæíûå çíàêè äëÿ Sk,0 è Sk,k òàêèå æå, êàê äëÿ Xi è Xi+1. Â

ñèëó ñòàöèîíàðíîñòè òî æå âåðíî äëÿ Sk,i è Sk,k+i ïðè ïðîèçâîëüíîì

i > 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü óëó÷øèòü îöåíêó ïà-

ðàìåòðà H, èñïîëüçóÿ àãðåðèðîâàíèå ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè, òî åñòü ñóììèðóÿ èíäèêàòîðû ïåðåìåíû çíàêà áëîêàìè ðàâíîé

äëèíû, ïîëó÷åííûìè ñóììèðîâàíèåì ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè.

Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ, îñíîâàííî-

ãî íà ñòàòèñòèêå ÷èñëà ïåðåìåí çíàêà ñîñåäíèìè ñóììàìè ýëåìåíòîâ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Vn = Vn(K) =
K∑
k=1

n−2k∑
j=0

I{Sk,j · Sk,j+k < 0}.

Çäåñü K ≤ n/2 � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ðàññìàòèâàå-

ìûõ ñóììàõ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ââåäåì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ, âû÷èñëèì êîâàðèàöèè èíäèêà-

òîðîâ ïåðåìåíû çíàêà è äîêàæåì öåíòðàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó

ïðè îñíîâíîé ãèïîòåçå. Êîýôôèöèåíò àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíî-

ñòè áóäåò âû÷èñëåí â ÿâíîì âèäå. Çàòåì äîêàæåì îáùåå óòâåðæäå-

íèå îòíîñèòåëüíî àñèìïòîòèêè êîâàðèàöèè èíäèêàòîðîâ ïåðåìåíû

çíàêà ýëåìåíòàìè ñòàöèîíàðíîé ãàóññîâñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ
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íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è ìåäëåííî ñõîäÿùåéñÿ ê íó-

ëþ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé. Çàòåì ïðèìåíèì ýòè ðåçóëüòàòû ê

äîêàçàòåëüñòâó öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû äëÿ ñòàòèñòèêè

Vn(K) ïðè H ̸= 1/2. Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü êîýôôèöèåíòà àñèìï-

òîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè σK(H) â òî÷êå H = 1/2. Çàòåì ïðîâåäåì

àíàëèòè÷åñêîå ñðàâíåíèå ïîñòðîåííûõ îöåíîê ïðè ðàçíûõ K ñ îöåí-

êàìè ïî ìåòîäó ïåðèîäîãðàììû.

Èòàê, ïóñòüX1, . . . , Xn � ôðàêòàëüíûé ãàóññîâñêèé øóì, òî åñòü

ñòàöèîíàðíàÿ ãàóññîâñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ íóëåâûì ìàòåìàòè-

÷åñêèì îæèäàíèåì è êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé, çàäàâàåìîé ôîðìó-

ëîé (11). Ñîãëàñíî îñíîâíîé ãèïîòåçå, H = 1/2, òî åñòü ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû X1, . . . , Xn íåçàâèñèìû � îáðàçóþò âûáîðêó èç íîðìàëü-

íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñîãëàñíî àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçå, H ̸= 1/2.

Íàïîìíèì, ÷òî Sk,j � ñóììà k ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, íà÷èíàÿ ñ íî-

ìåðà j + 1. Îáîçíà÷èì

Jk,j = I{Sk,j · Sk,j+k < 0}

� èíäèêàòîð òîãî, ÷òî ñîñåäíèå ñóììû k ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èìåþò

ðàçíûå çíàêè,

Lk =
n−2k∑
j=0

Jk,j

� ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà ñîñåäíèìè ñóììàìè k ñëàãàåìûõ,

p(ρ) =
1

π
arccos(ρ)

� âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íóëå-

âûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè è êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè

ρ èìåþò ðàçíûå çíàêè (ñîãëàñíî ëåììå 2.1),

q(ρ) = 1− p(ρ) =
1

π
arccos(−ρ)
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� âåðîÿòíîñòü ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñòàòèñòèêè

Vn = Vn(K) =
K∑
k=1

Lk.

Ýòî îáùåå ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà ñîñåäíèìè ñóììàìè k ñëàãàåìûõ,

1 ≤ k ≤ K. Çäåñü K � íàèáîëüøåå äîïóñòèìîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ â

ñóììå, K ≤ n/2.

Â êà÷åñòâå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåìåíû çíàêà ïðåäëàãàåòñÿ ÷à-

ñòîòà ïåðåìåíû çíàêà, ïîäñ÷èòàííàÿ íà îñíîâàíèè ñòàòèñòèêè Vn:

p∗n(K) =
Vn(K)∑K

k=1(n− 2k + 1)
=

Vn(K)

K(n−K)
.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèH = 1/2, òî åñòü ïðè âûïîëíåíèè íóëåâîé ãèïî-

òåçû, Vn ïîä÷èíÿåòñÿ öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå, åñëèDVn →
∞: ðàçîáüåì Vn íà áëîêè Tj èíäèêàòîðîâ ïåðåìåíû çíàêà ñóììàìè,

ïåðâàÿ èç êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ ñ íîìåðà Kj + i, i = 1, . . . , K. Òî-

ãäà Tj � 1-çàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå îãðàíè÷åííûå ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû, è èõ ñóììà ïîä÷èíÿåòñÿ öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé

òåîðåìå, åñëè äèñïåðñèÿ ñóììû ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè [42].

Äëÿ ïðîâåðêè ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ, à òàêæå äëÿ âû÷èñëåíèÿ êî-

ýôèèöèåíòà àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè îöåíêè p∗n(K) èçó÷èì

àñèìïòîòèêó DVn ïðè íóëåâîé ãèïîòåçå.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ïðè íóëåâîé ãèïîòåçå âû÷èñëÿþòñÿ êî-

âàðèàöèè cov (Jk,j, Jk′,j′), çíàíèå êîòîðûõ íåîáõîäèìî äëÿ ïîäñ÷åòà

DVn.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíà íóëåâàÿ ãèïîòåçàH = 1/2, òî

åñòü èñõîäíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íåçàâèñèìû � îáðàçóþò âûáîð-

êó èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæè-

äàíèåì.

Äëÿ ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèé áóäåò ïîëåçíî ñëåäóþùåå îáîçíà-
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÷åíèå: Gk,k′,l � êîâàðèàöèÿ èíäèêàòîðîâ ïåðåìåíû çíàêà ïàðàìè

áëîêîâ èç k è k′ ñëàãàåìûõ, ñåðåäèíû êîòîðûõ ñìåùåíû íà l äðóã

îòíîñèòåëüíî äðóãà.

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå j′ = k+ j+ l−k′, îïðåäåëèì Gk,k′,l ôîðìàëüíî

êàê

Gk,k′,l = cov (Jk,j, Jk′,j′) =

= P{Sk,j · Sk,j+k < 0, Sk′,j′ · Sk′,j′+k′ < 0}−

−P{Sk,j · Sk,j+k < 0} ·P{Sk′,j′ · Sk′,j′+k′ < 0} =

= P{Sk,j · Sk,j+k < 0, Sk′,j′ · Sk′,j′+k′ < 0} − 1/4.

Ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè

Gk,k′,l = 2P{Sk,j < 0, Sk,j+k > 0, Sk′,j′ < 0, Sk′,j′+k′ > 0}+ (20)

+2P{Sk,j > 0, Sk,j+k < 0, Sk′,j′ < 0, Sk′,j′+k′ > 0} − 1/4.

Ðèñ. 2.1 ïîÿñíÿåò ââåäåííîå îáîçíà÷åíèå.

� -Sk′,j′ � -Sk′,j′+k′

� -Sk,j � -Sk,j+k

� -
k′ − |l|

� -
|l|

� -
k′

� -
k − |l|

Ðèñ. 2.1.

Îòìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ Gk,k′,l = Gk′,k,l.

Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû Gk,k′,l â ñëó÷àå, êîãäà k′ ≤ k.
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Òåîðåìà 2.2 Ïóñòü 0 < k′ ≤ k.

Åñëè |l| ≥ k′, òî Gk,k′,l = 0.

Åñëè |l| < k′, òî

Gk,k′,l = p

k′ − |l|√
kk′

 q

 |l|√
kk′

 p

 k′′√
kk′

+

+q

k′ − |l|√
kk′

 p

 |l|√
kk′

 q

 k′′√
kk′

− 1/4,

ãäå k′′ = min{k′, k − |l|}.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå j′ = j + k + l − k′.

Îòìåòèì, ÷òî â ôîðìóëå (20) ïðè |l| ≥ k′ ëèáî Sk,j (ïðè l ≥ k′),

ëèáî Sk,j+k (ïðè l ≤ −k′) íå çàâèñèò îò Sk′,j′, Sk′,j′+k′.

Íàïðèìåð, ïðè l ≥ k′ (òî åñòü ïðè j′ ≥ j + k)

Gk,k′,l = 2P{Sk,j < 0, Sk,j+k > 0, Sk′,j′ < 0, Sk′,j′+k′ > 0}+

+2P{Sk,j > 0, Sk,j+k < 0, Sk′,j′ < 0, Sk′,j′+k′ > 0} − 1/4 =

=
1

4
P{Sk,j+k > 0 | Sk′,j′ < 0, Sk′,j′+k′ > 0}+

+
1

4
P{Sk,j+k < 0 | Sk′,j′ < 0, Sk′,j′+k′ > 0} − 1/4 =

=
1

4
P{Sk,j+k ̸= 0} − 1/4 = 0.

Â ñëó÷àå |l| < k′ âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ñóììû Sk,j è Sk′,j′,

èìåþùèå m îáùèõ ñëàãàåìûõ, èìåþò êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè

r = m/
√
kk′. Èñïîëüçóÿ ëåììó 2.1 è ðàñïèñûâàÿ ôîðìóëó (20) ÷åðåç

óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè, ïîëó÷àåì (ñì. ðèñ. äëÿ ñëó÷àÿ l > 0):

Gk,k′,l = 2P{Sk,j < 0, Sk,j+k > 0, Sk′,j′ < 0, Sk′,j′+k′ > 0}+

+2P{Sk,j > 0, Sk,j+k < 0, Sk′,j′ < 0, Sk′,j′+k′ > 0} − 1/4 =
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= p

k′ − |l|√
kk′

 q

 |l|√
kk′

 p

 k′′√
kk′

+

+q

k′ − |l|√
kk′

 p

 |l|√
kk′

 q

 k′′√
kk′

− 1/4,

ãäå k′′ = min{k′, k−|l|} � ïðè 0 ≤ l < k′ ýòî ÷èñëî îáùèõ ñëàãàåìûõ

â ñóììàõ Sk,j+k è Sk′,j′+k′.

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Îáîçíà÷èì

σK =
1

K

√√√√√ K∑
k=1

K∑
k′=1

∑
|l|<min{k, k′}

G(k, k′, l), (21)

ãäå G(k, k′, l) îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé òåîðåìå.

Ñëåäñòâèå 2.1 Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî K ≥ 1 âûïîëíåíî σK > 0, òî

ïðè H = 1/2 îöåíêà p∗n(K) âåðîÿòíîñòè ïåðåìåíû çíàêà p = 1/2

ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé ñ ïàðàìåòðîì σK, òî åñòü

√
n
p∗n(K)− 1

2

σK

ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó

ïðè n → ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî

DVn(K) =
K∑
k=1

K∑
k′=1

cov(Lk, Lk′).

Ïðè n → ∞ èìåþò ìåñòî ýêâèâàëåíòíîñòè

cov(Lk, Lk′) =
n−2k∑
j=0

n−2k′∑
j′=0

cov(Jk,j, Jk′,j′)

∼
n−2k∑
j=0

∑
|l|<min{k, k′}

G(k, k′, l) ∼ n
∑

|l|<min{k, k′}
G(k, k′, l).
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Ïîëó÷àåì DVn(K) ∼ nK2σK
2, è, ïîëüçóÿñü çàìå÷àíèåì â êîíöå

ïàðàãðàôà 2 è îïðåäåëåíèåì p∗n(K), äîêàçûâàåì àñèìïòîòè÷åñêóþ

íîðìàëüíîñòü. Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ êðèòåðèÿ âàæíî çíàòü ïîâåäåíèå ñòàòèñòèêè ïðè

âûïîëíåíèè àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû.

Äîêàæåì îáùóþ òåîðåìó î êîððåëÿöèè èíäèêàòîðîâ ïåðåìåíû

çíàêà ýëåìåíòàìè ñòàöèîíàðíîé ãàóññîâñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ

íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è ìåäëåííî óáûâàþùåé êîð-

ðåëÿöèîííîé ôóíêöèåé. Çàòåì ïðèìåíèì ýòó òåîðåìó ê äîêàçàòåëü-

ñòâó àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè ïðè àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçå

è àíàëèçó íåïðåðûâíîñòè êîýôôèöèåíòà àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëü-

íîñòè ïðè H → 1/2.

Òåîðåìà 2.3 Ïóñòü (X1, X2, X3(k), X4(k)) � ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ÷åòûðåõìåðíûõ íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ, k =

3, 4, . . ., ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è êîððåëÿöè-

îííîé ìàòðèöåé

R =



1 r(1) r(k) r(k + 1)

r(1) 1 r(k − 1) r(k)

r(k) r(k − 1) 1 r(1)

r(k + 1) r(k) r(1) 1


. (22)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî r(k) ̸= 0 äëÿ âñåõ k ≥ 1, r(k) → 0 ïðè

k → ∞, è ÷òî r(k + 1) ∼ r(k) ïðè k → ∞.

Îáîçíà÷èì I1 = I{X1X2 < 0}, I2 = I{X3(k)X4(k) < 0}. Òîãäà
ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ k ≥ 3 âûïîëíåíî

|cov(I1, I2)| ≤ Cr2(k). (23)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Â òðèâèàëüíîì ñëó÷àå r(1) = 1 íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî. Â äàëü-

íåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî r(1) < 1.
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Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷è-

íû X1, X2, X3(k), X4(k) èìåþò ñòàíäàðòíûå íîðìàëüíûå ðàñïðåäå-

ëåíèÿ � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èõ ìîæíî ñòàíäàðòèçèðîâàòü, ðàçäåëèâ

íà ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå.

Îòìåòèì, ÷òî (ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè)

cov(I1, I2) = P{X1 ·X2 < 0, X3(k) ·X4(k) < 0}

−P{X1 ·X2 < 0}P{X3(k) ·X4(k) < 0}

= 2P{X1 > 0, X2 < 0, X3(k) < 0, X4(k) > 0}

+2P{X1 > 0, X2 < 0, X3(k) > 0, X4(k) < 0}

−2P{X1 > 0, X2 < 0}P{X3(k) < 0, X4(k) > 0}

−2P{X1 > 0, X2 < 0}P{X3(k) > 0, X4(k) < 0}.

Íàéäåì ìàòðèöóA ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî ñëó÷àéíûé âåê-

òîð ξ⃗ = (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) ñ ÷åòûðåõìåðíûì ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì

ðàñïðåäåëåíèåì â âåêòîð (X1, X2, X3(k), X4(k)). Ñîãëàñíî (5.5) â

[88], R = AAT . Çäåñü R îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (22). Ìàòðèöà A

îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ïðîèçâîëüíóþ îðòîãî-

íàëüíóþ ìàòðèöó. Íàéäåì A â âèäå íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû.

Ïóñòü

A =



1 0 0 0

c1 d2 0 0

b1 c2 d3 0

a1 b2 c3 d4


.

Òîãäà

R =



1 c1 b1 a1

c1 c1
2 + d2

2 b1c1 + c2d2 a1c1 + b2d2

b1 b1c1 + c2d2 b1
2 + c2

2 + d3
2 a1b1 + b2c2 + c3d3

a1 a1c1 + b2d2 a1b1 + b2c2 + c3d3 a1
2 + b2

2 + c3
2 + d4

2


.
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Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì:

c1 = r(1)

b1 = r(k)

a1 = r(k + 1)

d2 =
√
1− r2(1)

c2 =
r(k−1)−r(1)r(k)√

1−r2(1)

b2 =
r(k)−r(1)r(k+1)√

1−r2(1)

d3 =
√
1− r2(k)− c22

c3 =
r(1)−r(k+1)r(k)−b2c2

d3

d4 =
√
1− r2(k + 1)− b2

2 − c32

Çäåñü èç-çà ãðîìîçäêîñòè âûðàæåíèé ýëåìåíòû d3, c3 è d4 âûðà-

æåíû ÷åðåç ïðåäûäóùèå ýëåìåíòû.

Èññëåäóåì àñèìïòîòèêó ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A ïðè k → ∞.

Îáîçíà÷èì

β =
1− r(1)

d2
=

√√√√√1− r(1)

1 + r(1)
.

Òîãäà

c2 ∼ b2 ∼ βr(k), d3 = 1 +O(r2(k)),

c3 = r(1) +O(r2(k)), d4 = d2 +O(r2(k)).

Îòìåòèì, ÷òî

X1 > 0 ⇔ ξ1 > 0;

X2 < 0 ⇔ c1ξ1 + d2ξ2 < 0 ⇔ ξ2 < − c1
d2
ξ1;

X3(k) > 0 ⇔ b1ξ1 + c2ξ2 + d3ξ3 > 0 ⇔ ξ3 > − b1
d3
ξ1 −

c2
d3
ξ2;

X4(k) < 0 ⇔ ξ4 < −a1
d4
ξ1 −

b2
d4
ξ2 −

c3
d4
ξ3.

Îáîçíà÷èì c01 =
c1
d2
, b01 =

b1
d3
, c02 =

c2
d3
, a01 =

a1
d4
, b02 =

b2
d4
, c03 =

c3
d4
.
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Çàìåòèì, ÷òî

c01 =
r(1)√

1− r2(1)
,

b01 = r(k) +O(r3(k)),

c02 ∼ βr(k),

a01 ∼
r(k)√

1− r2(1)
,

b02 ∼
βr(k)√
1− r2(1)

,

c03 =
r(1)√

1− r2(1)
+O(r2(k)).

Îöåíèì cov(I1, I2), ïðåäñòàâèâ åå â âèäå ÷åòûðåõêðàòíîãî èíòå-

ãðàëà îò ïëîòíîñòè ÷åòûðåõìåðíîãî ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ:

cov(I1, I2) = 2P{X1 > 0, X2 < 0, X3(k) < 0, X4(k) > 0}

+2P{X1 > 0, X2 < 0, X3(k) > 0, X4(k) < 0}

−2P{X1 > 0, X2 < 0}P{X3(k) < 0, X4(k) > 0}

−2P{X1 > 0, X2 < 0}P{X3(k) > 0, X4(k) < 0}

= 2
∞∫
0

dt1

−c01t1∫
−∞

dt2


∞∫

−b01t1−c02t2

dt3

−a01t1−b02t2−c03t3∫
−∞

φdt4 −
∞∫
0

dt3

−c01t3∫
−∞

φdt4



+2
∞∫
0

dt1

−c01t1∫
−∞

dt2


−b01t1−c02t2∫

−∞
dt3

∞∫
−a01t1−b02t2−c03t3

φdt4 −
0∫

−∞
dt3

∞∫
−c01t3

φdt4

 ,

ãäå

φ = φ(t1, t2, t3, t4) =
1

(2π)2
e−

t1
2+t2

2+t3
2+t4

2

2

� ïëîòíîñòü ÷åòûðåõìåðíîãî ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà.
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Ïðåäñòàâèì cov(I1, I2) â âèäå cov(I1, I2) = α1 + α2, ãäå α1 ïî-

ëó÷åíî çàìåíîé âî âíóòðåííèõ èíòåãðàëàõ c01 íà c03, à α2 � îñòàòîê

ïîñëå òàêîé çàìåíû:

α1 = 2
∞∫
0

dt1

−c01t1∫
−∞

dt2


∞∫

−b01t1−c02t2

dt3

−a01t1−b02t2−c03t3∫
−∞

φdt4 −
∞∫
0

dt3

−c03t3∫
−∞

φdt4



+2
∞∫
0

dt1

−c01t1∫
−∞

dt2


−b01t1−c02t2∫

−∞
dt3

∞∫
−a01t1−b02t2−c03t3

φdt4 −
0∫

−∞
dt3

∞∫
−c03t3

φdt4

 ;

α2 = 2
∞∫
0

dt1

−c01t1∫
−∞

dt2
( ∞∫

0

dt3


−c03t3∫
−∞

φdt4 −
−c01t3∫
−∞

φdt4



+
0∫

−∞
dt3


∞∫

−c03t3

φdt4 −
∞∫

−c01t3

φdt4

).
Èññëåäóåì ïîâåäåíèå α2 ïðè k → ∞. Ïåðåõîäÿ â ïîëÿðíûå ñèñòå-

ìû êîîðäèíàò ïî ïàðàì ïåðåìåííûõ (t1, t2) è (t3, t4), ïîëó÷àåì:

α2 =
4

(2π)2

− arcsin r(1)∫
−π/2

dϕ1

∞∫
0

e−ρ1
2/2ρ1dρ1×

×
− arcsin r(1)+O(r2(k))∫

− arcsin r(1)

dϕ2

∞∫
0

e−ρ2
2/2ρ2dρ2

=
1

π2
arccos r(1) ·O(r2(k)) = O(r2(k)).
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t3

t4

A3

A2

A1

t4 = −c03t3

t4 = −a01t1 − b02t2 − c03t3

t3 = −b01t1 − c02t2

0

�

+

�

+

Ðèñ. 2.2.

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå α1 ïðè k → ∞. Íà ðèñ. 2.2 ïîêàçàíû îáëàñòè

ïîëîæèòåëüíîñòè è îòðèöàòåëüíîñòè ðàçíîñòè èíòåãðàëîâ

∞∫
−b01t1−c02t2

dt3

−a01t1−b02t2−c03t3∫
−∞

φdt4 −
∞∫
0

dt3

−c03t3∫
−∞

φdt4

äëÿ íåêîòîðûõ t1, t2. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ t1, t2 ìîæíî âûáðàòü

äîñòàòî÷íî áîëüøîå L = L(t1, t2) òàêîå, ÷òî ïðèâåäåííóþ âûøå ðàç-

íîñòü èíòåãðàëîâ ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó ÷åðåç äâîéíîé èíòåãðàë îò

φ ïî êðóãó t3
2+ t4

2 ≤ L2, òàê êàê âíå ýòîãî êðóãà ðàçíîñòü èíòåãðà-

ëîâ ðàâíà 0 â ñèëó ñèììåòðèè ôóíêöèè φ.
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Äîñòàòî÷íî âçÿòü L òàêîå, ÷òî

|OA1| ≤ L; |OA2| ≤ L; |OA3| ≤ L.

Òî÷êè A1, A2, A3 èìåþò êîîðäèíàòû (çàâèñÿùèå îò t1, t2)

A1(0; −a01t1 − b02t2);

A2(−b01t1 − c02t2; −a01t1 − b02t2 + c03(b
0
1t1 + c02t2));

A2(−b01t1 − c02t2; c03(b
0
1t1 + c02t2)).

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà

L = L(t1, t2) ≥ (a01 + b01 + c03b
0
1)|t1|+ (b02 + c02 + c03c

0
2)|t2|.

Ïîëîæèì

L = L(t1, t2) = c
√
t12 + t22,

ãäå c = a01 + b01 + b02 + c02 + c03(b
0
1 + c02).

Â ñèëó íàéäåííûõ àñèìïòîòèê, c = O(r(k)). Èòàê,

α1 ≤ 4
∞∫
0

dt1

−c01t1∫
−∞

dt2
∫ ∫

t3
2+t4

2≤L2(t1, t2)
φdt3dt4

=
4

(2π)2

− arcsin r(1)∫
−π/2

dϕ1

∞∫
0

e−ρ1
2/2ρ1dρ1

2π∫
0

dϕ2

cρ1∫
0

e−ρ2
2/2ρ2dρ2

=
1

π2
arccos r(1) · 2π

∞∫
0

e−ρ1
2/2ρ1(1− e−cρ1

2/2)dρ1

=
2

π
arccos r(1) · c2

1 + c2
= O(r2(k)).

Ðàçäåëèâ cov(I1, I2) íà r2(k), ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò âåðõíèé

ïðåäåë

lim
n→∞ sup

|cov(I1, I2)|
r2(k)

< ∞.

Ñóùåñòâîâàíèå êîíñòàíòû C èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ñëåäóåò èç

îãðàíè÷åííîñòè ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â êà÷åñòâå î÷åâèäíîãî ñëåäñòâèÿ òåîðåìû ïîëó÷èì

Ñëåäñòâèå 2.2 Ïóñòü {Xi} � ñòàöèîíàðíàÿ ãàóññîâñêàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è êîððåëÿ-

öèîííîé ôóíêöèåé r(k). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî r(k) ̸= 0 äëÿ âñåõ

k ≥ 1, r(k) → 0 ïðè k → ∞, è ÷òî r(k+1) ∼ r(k) ïðè k → ∞. Òîãäà

ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ k ≥ 1 âûïîëíåíî

|cov(I{X1X2 < 0}; I{Xk+1Xk+2 < 0})| ≤ Cr2(k). (24)

Òåïåðü áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíà àëüòåðíàòèâíàÿ ãè-

ïîòåçà H ̸= 1/2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî

X1, X2, . . . èìåþò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Êîð-

ðåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè r(k) îïðåäåëÿåòñÿ

ôîðìóëîé (11).

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, ïîëó÷èì ïðè àëüòåð-

íàòèâíîé ãèïîòåçå àíàëîã ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî

êîíñòàíòà σK îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (21).

Ñëåäñòâèå 2.3 Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî K ≥ 1 âûïîëíåíî σK > 0, òî

ïðè H èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè 1/2 îöåíêà p∗n(K) âåðîÿòíîñòè

ïåðåìåíû çíàêà p = p(r(1)) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé

ñ ïàðàìåòðîì σK(H), ïðè÷åì limH→1/2 σK(H) = σK.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (11) êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ r(k) ìîíî-

òîííà ïðè k ≥ 0: óáûâàåò ïðè H > 1/2, è âîçðàñòàåò ïðè H < 1/2.

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî äèôôåðåíöèðîâà-

íèåì, ñ÷èòàÿ k íåîòðèöàòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé.

Êðîìå òîãî, r(k) ïðè H ̸= 1/2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû:

r(k) ̸= 0, r(k) → 0 ïðè k → ∞, r(k) ∼ r(k + 1).
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Âûíîñÿ ìíîæèòåëü k2H èç ôîðìóëû (11) è ðàñêëàäûâàÿ îñòàòîê

â ðÿä ïî ñòåïåíÿì k−1, ïîëó÷àåì:

r(k) = H(2H − 1)k2H−2 +O(k2H−4) (25)

ïðè k → ∞.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû äëÿ Vn(K)

èñïîëüçóåì òåîðåìó 18.5.4 èç [42]. Äëÿ ýòîãî äîîïðåäåëèì ñòàöèî-

íàðíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xi} äëÿ âñåõ öåëûõ i è äëÿ K ≥ 1

ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ji = J1,i + . . .+ JK,i

è îöåíèì êîýôôèöèåíò ñèëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ α(n):

α(n) = sup
A∈F0

−∞, B∈F∞
n

|P(AB)−P(A)P(B)|

ñîãëàñíî ôîðìóëå (17.2.1) â [42]. Çäåñü â êà÷åñòâå ñèãìà-àëãåáð F0
−∞

è F∞
n âîçüìåì ñèãìà-àëãåáðû, ïîðîæäåííûå ñëó÷àéíûìè âåêòîðàìè

Ji = (J1,i; . . . ; JK,i) ñ íîìåðàìè îò −∞ äî 0 è îò n äî ∞ ñîîòâåò-

ñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî

α(n) ≤ ϱ(n) = sup
j≥n

|cov(J0; Jj)| ≤ sup
j≥n

K∑
k=1

K∑
k′=1

|cov(Jk,0; Jk′,j)|.

Ïðèìåíèì òåîðåìó ê ÷åòûðåõìåðíîìó âåêòîðó

(Sk,0, Sk,k, Sk′,j, Sk′,j+k′). Óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíåíû, òàê êàê

|corr(Sk,0, Sk′,j)| =
∣∣∣∣∣∣
∑k

s=1
∑k′

s′=1 cov(Xs, Xj+s′)√
DSk,0DSk′,j

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∑k

s=1
∑k′

s′=1 r(j + s′ − s)

kH(k′)H

∣∣∣∣∣∣ ≤ |r(j − k)|k1−H(k′)1−H .

Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî ýêâèâàëåíòíîñòü

corr(Sk,0, Sk′,j) ∼ r(j)k1−H(k′)1−H .
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Ïîýòîìó êîððåëÿöèè ñóìì îáëàäàþò òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è

êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Èñïîëüçóÿ

òåîðåìó è ìîíîòîííîñòü êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè r(k), ïîëó÷àåì:

|cov(Jk,0; Jk′,j)| ≤ Cr2(j − k)k2−2H(k′)2−2H ,

α(n) ≤ sup
j≥n

K∑
k=1

K∑
k′=1

|cov(Jk,0; Jk′,j)| ≤

≤ Cr2(n− k)k3−2H(k′)3−2H ≤ C ′r2(n).

Èòàê, ïðè H < 3/4 ñïðàâåäëèâà îöåíêà∑
n≥n0

α(n) ≤ C ′ ∑
n≥n0

r2(n) ≤ C ′′ ∑
n≥n0

n4H−4 → 0

ïðè n0 → ∞ â ñèëó (25). Ïîýòîìó óñëîâèÿ òåîðåìû 18.5.4 èç [42]

âûïîëíåíû, åñëè σ2
K(H) = DJ0 + 2

∑∞
j=1 cov(J0, Jj) ̸= 0.

Äîêàæåì ñõîäèìîñòü σK(H) → σK ïðè H → 1/2: íà ëþáîì êî-

íå÷íîì ïðîìåæóòêå [0; n0] ñõîäèìîñòü êîâàðèàöèé cov(J0, Jj) èìååò

ìåñòî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè r(j) ïî H, à îñòàòîê
∑

j≥n0
cov(J0, Jj)

ñõîäèòñÿ ê íóëþ â ñèëó ñäåëàííûõ îöåíîê. Åñëè σK > 0, òî â íåêî-

òîðîé îêðåñòíîñòè H = 1/2 âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 18.5.4

èç [42].

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ñîãëàñíî âûøåèçëîæåííîìó, ïðåäëàãàåìûå êðèòåðèè ïðîâåðêè

ãèïîòåçû H = 1/2 áóäóò èìåòü àñèìïòîòè÷åñêèé óðîâåíü ε, åñëè

èõ êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì∣∣∣∣∣p∗n(K)− 1

2

∣∣∣∣∣ ≥ AσK√
n
,

ãäå A � êâàíòèëü óðîâíÿ 1−ε/2 ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ.

Òàê êàê âåðîÿòíîñòü ïåðåìåíû çíàêà p = p(r(1)) è ïàðàìåòð H

ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

H =
1

2
(1 + log2(1 + cos(πp))) ,
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òî îöåíêà H̃n(K), âû÷èñëÿåìàÿ íà îñíîâàíèè ñòàòèñòèêè p∗n(K), èìå-

åò âèä

H̃n(K) =
1

2
(1 + log2(1 + cos(πp∗n(K)))) .

Ñîãëàñíî òåîðåìå îá àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè [9], ýòà îöåí-

êà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé ñ êîýôôèöèåíòîì bK(H) =

|H ′(p)|σK(H). Ïðè p = H = 1/2 ïîëó÷àåì

bK = bK(1/2) =
π

2 ln 2
σK . (26)

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [119] ïðåäëîæåíà àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåê-

òèâíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà H, îñíîâàííàÿ íà ìåòîäå ïåðèîäîãðàììû.

Êîýôôèöèåíò àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè äëÿ ýòîé îöåíêè ñî-

ãëàñíî òåîðåìå 2.1 â [119] ðàâåí b = Γ−1/2, ãäå

Γ =
1

4π

∫ π

−π
(
d

dH
ln fH(x))

2dx,

ãäå fH(x) = 1
2π (r(0) + 2

∑∞
k=1 r(k) cos kx) � ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü.

d

dH
ln fH(x) =

1

πfH(x)

∞∑
k=1

d

dH
r(k) cos kx =

=
2

πfH(x)

∞∑
k=1

(
|k + 1|2H ln |k + 1|+

+|k − 1|2H ln |k − 1| − 2|k|2H ln |k|
)
cos kx.

Ïðè H = 1/2 ïîëó÷àåì fH(x) ≡ 1/2π,

d

dH
ln fH(x) = 4

∞∑
k=1

(|k + 1| ln |k + 1|+

+ |k − 1| ln |k − 1| − 2|k| ln |k|) cos kx,

Γ =
4

π

∞∑
k=1

(|k + 1| ln |k + 1|+ |k − 1| ln |k − 1|−

−2|k| ln |k|)2
∫ π

−π
cos2 kx dx =

= 4

(2 ln 2)2 + ∞∑
k=2

((k + 1) ln(k + 1) + (k − 1) ln(k − 1)− 2k ln k)2
 .
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Ðàñ÷åòû äàþò Γ ≈ 10, 39, b ≈ 0, 3102.

Âû÷èñëèì σK è bK ïî ôîðìóëàì (21) è (26). Ðåçóëüòàòû âû÷èñ-

ëåíèé ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå.

K 1 2 4 8 16 32

σK 0,5 0,377 0,294 0,239 0,204 0,178

bK 1,133 0,855 0,665 0,542 0,462 0,404

Èòàê, ïðè áîëüøèõ K êîýôôèöèåíò àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíî-

ñòè ñòàíîâèòñÿ áëèçîê ê îïòèìàëüíîìó.

Îòìåòèì, ÷òî ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü ñòàòèñòèêó Vn(K), ñóì-

ìèðóÿ èíäèêàòîðû ïåðåìåíû çíàêà ñ ðàçëè÷íûìè âåñàìè. Ðàñ÷åòû

ïîêàçûâàþò, ÷òî òàêîé ïîäõîä íå ïðèíîñèò ñóùåñòâåííûõ ïðåèìó-

ùåñòâ, òàê êàê ïðè áîëüøèõ K îïòèìàëüíûå âåñà ñòàíîâÿòñÿ ïî÷òè

ðàâíûìè.

Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû ìîäèôèöèðîâàííîìó çíàêîâîìó ìåòî-

äó ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé áèíàðíûé çíàêîâûé ìåòîä îöåíèâàíèÿ

ïàðàìåòðà Õåðñòà. Îí îêàçûâàåòñÿ áîëåå óäà÷íûì, ÷åì ìîäèôèöè-

ðîâàííûé çíàêîâûé ìåòîä (îöåíêè ýòèì ìåòîäîì èìåþò ìåíüøóþ

äèñïåðñèþ) â ñèëó òîãî, ÷òî çäåñü óñòðàíåíû áîëüøèå ïîëîæèòåëü-

íûå êîððåëÿöèè ñëàãàåìûõ.

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà èìååò ïîðÿäîê n

â îòëè÷èå îò àëãîðèòìà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, èìåþùåãî

ñëîæíîñòü ïîðÿäêà n2.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå áèíàðíûé çíàêîâûé àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ

ïàðàìåòðà H, ïðè êîòîðîì èñõîäíûå çíà÷åíèÿ ñóììèðóþòñÿ áëîêà-

ìè äëèíû 2k.
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z z z z z z z z Xi

S1,i−1

S2,0 S2,2 S2,4 S2,6

S4,0 S4,4

Ðèñ. 2.3.

Äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îáúåì äàí-

íûõ n ÿâëÿåòñÿ öåëîé ñòåïåíüþ ÷èñëà 2, ò. å. log2 n � öåëîå ÷èñëî.

Ðàññìîòðèì ñòàòèñòèêó

Un =
log2 n−1∑
k=0

n2−k−2∑
j=0

I{S2k,2kj · S2k,2k(j+1) < 0}.

Â êà÷åñòâå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåìåíû çíàêà èñïîëüçóåòñÿ ÷à-

ñòîòà ïåðåìåíû çíàêà, ïîäñ÷èòàííàÿ íà îñíîâàíèè ñòàòèñòèêè Un:

p∗n =
Un∑log2 n−1

k=0 (n2−k − 1)
=

Un

2n− 2− log2 n
.

Îöåíêà H∗
n, âû÷èñëÿåìàÿ íà îñíîâàíèè ñòàòèñòèêè p∗n, èìååò âèä

H∗
n =

1

2
(1 + log2(1 + cos(πp∗n))) .

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíà íóëåâàÿ ãèïîòåçàH = 1/2, òî

åñòü èñõîäíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íåçàâèñèìû � îáðàçóþò âûáîð-

êó èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæè-

äàíèåì.

Äëÿ ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèé áóäåò ïîëåçíî ñëåäóþùåå îáîçíà-

÷åíèå: Gk,k′ � êîâàðèàöèÿ èíäèêàòîðîâ ïåðåìåíû çíàêà ïàðàìè áëî-

êîâ èç k è k′ ñëàãàåìûõ, ñåðåäèíû êîòîðûõ ñîâïàäàþò.

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå j′ = k+ j−k′, îïðåäåëèì Gk,k′ ôîðìàëüíî êàê

Gk,k′ = cov (Jk,j, Jk′,j′) =
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= P{Sk,j · Sk,j+k < 0, Sk′,j′ · Sk′,j′+k′ < 0}−

−P{Sk,j · Sk,j+k < 0} ·P{Sk′,j′ · Sk′,j′+k′ < 0} =

= P{Sk,j · Sk,j+k < 0, Sk′,j′ · Sk′,j′+k′ < 0} − 1/4.

Çäåñü Jk,j = I{Sk,j · Sk,j+k < 0} � èíäèêàòîð ïåðåìåíû çíàêà

ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñóììàìè k ñëàãàåìûõ, ïåðâîå èç êîòîðûõ èìååò

íîìåð j + 1.

Ðèñ. 2.4 ïîÿñíÿåò ââåäåííîå îáîçíà÷åíèå.

� -Sk′,j′ � -Sk′,j′+k′

� -Sk,j � -Sk,j+k

� -
k′

� -
k′

� -
k

� -
k

Ðèñ. 2.4.

Îòìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ Gk,k′ = Gk′,k.

Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû Gk,k′ â ñëó÷àå, êîãäà k′ ≤ k.

Òåîðåìà 2.4 Ïóñòü 0 < k′ ≤ k. Òîãäà

Gk,k′ =

(
1

π
arccos

√
k′/k − 1

2

)2
.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå j′ = j + k − k′.

Ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè

Gk,k′ = 2P{Sk,j < 0, Sk,j+k > 0, Sk′,j′ < 0, Sk′,j′+k′ > 0}+
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+2P{Sk,j > 0, Sk,j+k < 0, Sk′,j′ < 0, Sk′,j′+k′ > 0} − 1/4.

Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé,

Gk,k′ = 2P{Sk,j < 0, Sk′,j′ < 0}P{Sk,j+k > 0, Sk′,j′+k′ > 0}+

+2P{Sk,j > 0, Sk′,j′ < 0}P{Sk,j+k < 0, Sk′,j′+k′ > 0} − 1/4.

Â ñèëó ñèììåòðèè

Gk,k′ = 2P{Sk,j < 0}P{Sk,j · Sk′,j′ > 0 | Sk,j < 0}·

·P{Sk,j+k > 0}P{Sk,j+k · Sk′,j′+k′ > 0 | Sk,j+k > 0}+

+2P{Sk,j > 0}P{Sk,j · Sk′,j′ < 0 | Sk,j > 0}·

·P{Sk,j+k < 0}P{Sk,j+k · Sk′,j′+k′ < 0 | Sk,j+k < 0} − 1/4 =

= 2 · 1
2
P{Sk,j · Sk′,j′ > 0} · 1

2
P{Sk,j+k · Sk′,j′+k′ > 0}+

+2 · 1
2
P{Sk,j · Sk′,j′ < 0} · 1

2
P{Sk,j+k · Sk′,j′+k′ < 0} − 1/4 =

=
1

2
(1−P{Sk,j · Sk′,j′ < 0})2 + 1

2
(P{Sk,j · Sk′,j′ < 0})2 − 1/4.

Îáîçíà÷èì p = P{Sk,j · Sk′,j′ < 0}. Òîãäà

Gk,k′ =
1

2
((1− p)2 + p2)− 1/4 = (p− 1/2)2.

Òàê êàê ñóììû Sk,j è Sk′,j′ èìåþò k′ îáùèõ ñëàãàåìûõ, òî èõ êî-

ýôôèöèåíò êîððåëÿöèè r =
√
k′/k. Èñïîëüçóÿ ëåììó 1, ïîëó÷àåì

óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Òåîðåìà 2.5 Åñëè H = 1/2, òî ïðè n → ∞ èìååò ìåñòî ñëàáàÿ

ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
√
n(p∗n − 1/2)

ê íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è

äèñïåðñèåé

σ2 =
1

8
+

∞∑
s=1

2−s
(
1

π
arccos 2−s/2 − 1

2

)2
≈ 0, 1654.
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Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû ïðåäïîøëåì ñëåäóþùóþ ëåììó. Îíà

ôîðìàëèçóåò óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî îöåíêà, ÿâëÿþùàÿñÿ â íåêî-

òîðîì ñìûñëå ïðåäåëüíîé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àñèìïòîòè÷åñêè

íîðìàëüíûõ îöåíîê, îáëàäàåò ñâîéñòâîì àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëü-

íîñòè.

Ëåììà 2.5 Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå 3 óñëîâèÿ:

1) äëÿ ëþáîãî K < ∞ îöåíêà θ∗n(K) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè

íîðìàëüíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ ñ êîýôôèöèåíòîì σK;

2) èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü σK → σ ïðè K → ∞, 0 < σ < ∞;

3) äëÿ ëþáîãî ε > 0 èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

lim
K→∞

lim
n→∞P{

√
n|θ∗n(K)− θ∗n| ≥ ε} = 0.

Òîãäà θ∗ � àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ ñ

êîýôôèöèåíòîì σ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûïîëíåíî

P{
√
n(θ∗n−θ) < t} ≥ P{

√
n(θ∗n(K)−θ) < t−ε,

√
n|θ∗n−θ∗n(K)| < ε}.

Òàê êàê äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé A è B âûïîëíåíî P(AB) ≥ P(A)−
P(B), òî, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷àåì:

lim
n→∞P{

√
n(θ∗n − θ) < t} ≥

≥ lim
n→∞P{

√
n(θ∗n(K)− θ) < t− ε)} − lim

n→∞P{
√
n|θ∗n − θ∗n(K)| ≥ ε}.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ (1) ëåììû, ïåðâûé èç ïðåäåëîâ ïðàâîé ÷àñòè

ðàâåí Φ(σK(t− ε)), ãäå Φ(x) = 1√
2π

∫ x
−∞ e−t2dt � ôóíêöèÿ Ëàïëàñà.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ (3) ëåììû, âòîðîé èç ïðåäåëîâ ïðàâîé ÷àñòè

ðàâåí δK > 0, ãäå δK ìîæíî âûáîðîìK ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì.
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Èòàê,

lim
n→∞P{

√
n(θ∗n − θ) < t} ≥ Φ(σK(t− ε))− δK .

Àíàëîãè÷íî

lim
n→∞P{

√
n(θ∗n − θ) < t} ≤ Φ(σK(t+ ε)) + δK .

Òàê êàê σK → σ, δK → 0 ïðè K → ∞, ôóíêöèÿ Φ íåïðåðûâíà, à

êîíñòàíòû ε > 0 è K < ∞ âûáèðàþòñÿ ïðîèçâîëüíî, òî

lim
n→∞P{

√
n(θ∗n − θ) < t} = Φ(σt).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.4 Åñëè â óñëîâèÿõ ëåììû 2 çàìåíèòü óñëîâèå (3) íà

óñëîâèå

lim
K→∞

lim
n→∞n · E(θ∗n(K)− θ∗n)

2 = 0,

òî óòâåðæäåíèå ëåììû ñîõðàíèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî èç íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

1) Âû÷èñëèì DUn. Èç îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àåì

DUn =
log2 n−1∑
m=0

DJ2m,0 · (n2−m − 1)+

+2
log2 n−1∑
m=1

m−1∑
m′=0

G2m′ ,2m · (n2−m − 1) =

=
1

4
(2n− 2− log2 n)+

+2
log2 n−1∑
m=1

m−1∑
m′=0

(
1

π
arccos 2(m

′−m)/2 − 1

2

)2
(n2−m − 1).

Ïðè n → ∞ èìååò ìåñòî àñèìïòîòèêà

DUn ∼ n

2
+ 2n

∞∑
m=1

2−m
m−1∑
m′=0

(
1

π
arccos 2(m

′−m)/2 − 1

2

)2
.
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Ñäåëàåì çàìåíó s = m−m′ è ïîìåíÿåì ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ:

DUn ∼ n

2
+ 2n

∞∑
s=1

∞∑
m=s

2−m
(
1

π
arccos 2−s/2 − 1

2

)2
=

=
n

2
+ 4n

∞∑
s=1

2−s
(
1

π
arccos 2−s/2 − 1

2

)2
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Dp∗n ∼ 1

4n2

n
2
+ 4n

∞∑
s=1

2−s
(
1

π
arccos 2−s/2 − 1

2

)2 =

=
1

n

1
8
+

∞∑
s=1

2−s
(
1

π
arccos 2−s/2 − 1

2

)2 .

Äîêàæåì ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ. Îáîçíà÷èì

Un(K) =
K−1∑
m=0

n2−m−2∑
j=0

I{S2m,2mj · S2m,2m(j+1)<0.

Òîãäà

DUn(K) =
K−1∑
m=0

DJ2m,0(n2
−m − 1)+

+2
K−1∑
m=1

m−1∑
m′=0

G2m′ ,2m(n2
−m − 1) =

=
1

4

n(1− 2−K)

1− 1/2
−K

+

+2
K−1∑
m=1

m−1∑
m′=0

(n2−m − 1)

(
1

π
arccos 2(m

′−m)/2 − 1

2

)2
.

Ïðè n → ∞
DUn(K) ∼ Cn,

C > 0.

Îáîçíà÷èì

p∗n(K) =
Un(K)∑K−1

m=0(n2
−m − 1)

=
Un(K)

2n(1− 2−K)−K
.

Ïðîâåðèì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé ëåììû.
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1) Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ Un(K) èìååò ìåñòî â ñè-

ëó òîãî, ÷òî Un(K) ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû ýëåìåíòîâ ñòàöèî-

íàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1-çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (÷èñëà

ïåðåìåí çíàêîâ â ïîñëåäîâàòåëüíûõ áëîêàõ äëèíû 2K+1), ïðè ýòîì

DUn(K) → ∞.

Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
n→∞P{

√
n(p∗n − 1/2) < t} = Φ(σKt).

2) Òàê êàê

σ2
K = lim

n→∞n ·Dp∗n(K) =

=
1

4(1− 2−K)2

1
2
(1− 2−K) + 2

K∑
m=1

m−1∑
m′=0

2−m
(
1

π
arccos 2(m

′−m)/2 − 1

2

)2 .

Ñäåëàåì çàìåíó s = m−m′ è ïîìåíÿåì ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ:

σ2
K =

1

4(1− 2−K)2

1
2
(1− 2−K) + 2

K∑
s=1

K∑
m=s

2−m
(
1

π
arccos 2s/2 − 1

2

)2 =

=
1

4(1− 2−K)2

1
2
(1− 2−K) + 2

K∑
s=1

(2−s+1 − 2−K)

(
1

π
arccos 2s/2 − 1

2

)2 .

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè K → ∞, óñòàíàâëèâàåì ñõîäèìîñòü

σK → σ.

3) Çàìåòèì, ÷òî ðàçíîñòü

p∗n − p∗n(K) =
Un

2n− 2− log2 n
− Un(K)

2n(1− 2−K)−K

èìååò íóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.

Îáîçíà÷èì ∆n(K) = Un − Un(K). Òîãäà

p∗n − p∗n(K) =

=
∆n(K)

2n− 2− log2 n
− Un(K)(2n · 2−K +K − log2 n)

(2n(1− 2−K)−K)(2n− 2− log2 n)

def
= An+Bn.

Çàìåòèì, ÷òî

E(p∗n − p∗n(K))2 = D(p∗n − p∗n(K)) ≤ DAn +DBn + 2
√
DAnDBn,



88

DAn ∼ DUn(K)2−2K

4n2
,

DBn ∼ D∆n(K)

4n2
.

Òàê êàê

∆n(K) =
log2 n−1∑
m=K

n2−m−2∑
j=0

I{S2m,2mj · S2m,2m(j+1) < 0},

òî

D∆n(K) =
log2 n−1∑
m=K

DJ2m,0(n2
−m−1)+2

log2 n−1∑
m=K

m−1∑
m′=0

G2m′ ,2m(n2
−m−1) =

=
log2 n−1∑
m=K

(n2−m − 1)

1
4
+ 2

m−1∑
m′=0

G2m′ ,2m

 ≤

≤ C0

log2 n−1∑
m=K

(n2−m − 1) ≤ 2C0n · 2−K

â ñèëó ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

s=0G1,2s.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n → ∞, à çàòåì ïðè K → ∞, îáîñíîâû-

âàåì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (3) ïðåäûäóùåé ëåììû.

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Òàê êàê âåðîÿòíîñòü ïåðåìåíû çíàêà p è ïàðàìåòð H ñâÿçàíû

ñîîòíîøåíèåì

H =
1

2
(1 + log2(1 + cos(πp))) ,

òî îöåíêà H̃n, âû÷èñëÿåìàÿ íà îñíîâàíèè ñòàòèñòèêè p∗n, èìååò âèä

H̃n =
1

2
(1 + log2(1 + cos(πp∗n)) .

Ñîãëàñíî òåîðåìå îá àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè [9], ýòà îöåí-

êà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé ñ êîýôôèöèåíòîì B(H) =

|H ′(p)|σ(H). Ïðè p = H = 1/2 ïîëó÷àåì

B = B(1/2) =
π

2 ln 2
σ.

Èòàê, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.
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Ñëåäñòâèå 2.5 Åñëè H = 1/2, òî ïðè n → ∞ èìååò ìåñòî ñëàáàÿ

ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
√
n(H̃n−1/2)

ê íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è

äèñïåðñèåé

B2 =
π2

4 ln2 2

1
8
+

∞∑
s=1

2−s
(
1

π
arccos 2−s/2 − 1

2

)2 ≈ 0, 8494.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè n = 1024 ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå

B/32 ≈ 0, 02880. Ýòîò ðåçóëüòàò îêàçûâàåòñÿ ëó÷øå, ÷åì äëÿ îöå-

íîê ìîäèôèöèðîâàííûì çíàêîâûì ìåòîäîì, è ñóùåñòâåííî ëó÷øå,

÷åì äëÿ îöåíîê ýëåìåíòàðíûì çíàêîâûì ìåòîäîì è öåíòðèðîâàííûì

çíàêîâûì ìåòîäîì. Ñðàâíåíèå äèñïåðñèé òàêæå ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòà

îöåíêà ëó÷øå äðóãèõ îöåíîê (îöåíêè ìåòîäîì äèñïåðñèè, îöåíêè

íîðìèðîâàííîãî ðàçìàõà), ñì. Æåííàí è äð. [130].

2.5 Ðåçóëüòàòû ãëàâû 2

Â ãëàâå 2 ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

• Äîêàçàíà ñèëüíàÿ ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíîê çíàêîâûì ìåòîäîì.

• Ïîëó÷åíû àëãîðèòìû îöåíèâàíèÿ ýëåìåíòàðíûì çíàêîâûì ìå-

òîäîì è öåíòðèðîâàííûì çíàêîâûì ìåòîäîì.

• Ïîëó÷åí àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ ìîäèôèöèðîâàííûì çíàêîâûì

ìåòîäîì, äîêàçàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü îöåíêè è âû-

÷èñëåí êîýôôèöèåíò àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè ïðè H =

1/2.

• Ïîëó÷åí àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ áèíàðíûì çíàêîâûì ìåòîäîì, äî-
êàçàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü îöåíêè è âû÷èñëåí êîýô-

ôèöèåíò àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè ïðè H = 1/2.

• Ïîêàçàíî ïðåèìóùåñòâî áèíàðíîãî çíàêîâîãî ìåòîäà.
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ÃËÀÂÀ 3

Ïðîâåðêà ãèïîòåç äëÿ ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà è

åãî îáîáùåíèé

3.1 Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ

Íàïîìíèì, ÷òî ôðàêòàëüíûé ãàóññîâñêèé øóì � ýòî ñòàöèîíàðíàÿ

ãàóññîâñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé òàêîãî

âèäà, ÷òî äèñïåðñèÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðàñòåò ïî ñòåïåííîìó çàêîíó.

Â ñâÿçè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëè ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øó-

ìà òðåáóþò ñòàòèñòè÷åñêîãî òåñòèðîâàíèÿ ñëåäóþùèå ãèïîòåçû:

• íîðìàëüíîñòü ïðèðàùåíèé (ýëåìåíòîâ âûáîðêè);

• íàëè÷èå çàâèñèìîñòè ïðèðàùåíèé (îòëè÷èå êîýôôèöèåíòà Õåð-
ñòà îò 1/2);

• îòñóòñòâèå ðàçëàäêè ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà.

Äëÿ ïðîâåðêè ýòèõ ãèïîòåç â ïàðàãðàôå 3.2 ñòðîèòñÿ íîâûé êðèòå-

ðèé ïðîâåðêè íîðìàëüíîñòè, îñíîâàííûé íà ìîäèôèêàöèè çíàêîâîãî

ìåòîäà. Â ïàðàãðàôå 3.3 íà îñíîâàíèè áèíàðíîãî çíàêîâîãî ìåòî-

äà ðàçðàáàòûâàåòñÿ è èññëåäóåòñÿ çíàêîâûé êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè

îñíîâíîé ãèïîòåçû îá îòñóòñòâèè çàâèñèìîñòè ïðîòèâ ãèïîòåçû î

ñîîòâåòñòâèè ìîäåëè ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ. Â ñâÿ-

çè ñ òåì, ÷òî íå âñå ãèïîòåçû äîïóñêàþò àíàëèòè÷åñêóþ ïðîâåðêó,

â ïàðàãðàôå 3.4 ðàçðàáîòàíû äâå ïðîöåäóðû ìîäåëèðîâàíèÿ ôðàê-

òàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ. Â ïàðàãðàôå 3.5 ïîñòðîåí êðè-

òåðèé âûÿâëåíèÿ ðàçëàäêè ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ,

èñïîëüçóþùèé ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ. Â ïàðàãðàôå 3.6 ïðåä-

ëîæåí êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ñòàöèîíàðíîñòè ãàóññîâñêîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Êðèòåðèé îñíîâàí íà âû÷èñëåíèè ïëîòíîñòè

ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ ñóìì ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè
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âûïîëíåíèè ãèïîòåçû. Â ïàðàãðàôå 3.7 ïðîöåäóðû ìîäåëèðîâàíèÿ,

îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ è ïðîâåðêè ãèïîòåç ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëó÷àåìûå ïîêîîðäèíàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì

ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà äëÿ ïðèâåäåíèÿ â ñîîòâåòñòâèå ñ

óñòîé÷èâûì íåãàóññîâñêèì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ãëà-

âû 3 ñîáðàíû â ïàðàãðàôå 3.8.

3.2 Íîâûé ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé òåñòèðîâàíèÿ íîð-

ìàëüíîñòè ìàëûõ âûáîðîê

Îòìåòèì, ÷òî êàê ïðàâèëî ïðîâåðêó íîðìàëüíîñòè ïðåäëàãàþò ïðî-

âîäèòü ïðè îáúåìå âûáîðêè n íå ìåíåå 8 (ñì. [105]). Ýòî ñâÿçàíî ñ

òåì, ÷òî äëÿ îòûñêàíèÿ êðèòè÷åñêèõ óðîâíåé èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëü-

íîå ïðèáëèæåíèå äëÿ èñïîëüçóåìîé ñòàòèñòèêè, à îíî îêàçûâàåò-

ñÿ âåñüìà íåòî÷íûì. Â ÷àñòíîñòè, íèæå áóäåò ïðîäåìîíñòðèðîâàíà

âåëè÷èíà ïîãðåøíîñòè, êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè èñïîëüçîâàíèè íîð-

ìàëüíîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ ñòàòèñòèêè êðèòåðèÿ Øàïèðî�Óèëêà

[157] ïðè îáúåìå âûáîðêè îò 3 äî 5. Â ÷àñòíîñòè, âèäèìî, ïî ýòîé

ïðè÷èíå ñîãëàñíî ÃÎÑÒó [21] ïðèçíàíî äîïóñòèìûì ïðîâåðÿòü íîð-

ìàëüíîñòü òîëüêî ïðè n ≥ 8. Ñõîäèìîñòü ñòàòèñòèê äðóãèõ êðè-

òåðèåâ ïðîâåðêè íîðìàëüíîñòè ê ïðåäåëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ åùå

ìåäëåííåå, ÷åì äëÿ êðèòåðèÿ Øàïèðî�Óèëêà.

Îäíàêî óæå ïðè n = 2 ìîæíî (ñ íóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ îøèá-

êè) îòâåðãíóòü ãèïîòåçó î íîðìàëüíîñòè, åñëè âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ

ñîâïàäàþò. Õîòåëîñü áû äëÿ n > 2 ïîñòðîèòü êðèòåðèé, íàñëåäóþ-

ùèé ýòî ïîëåçíîå ñâîéñòâî, íî ïîçâîëÿþùèé òàêæå (ñ äîñòàòî÷íî

ìàëîé âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè) îòâåðãàòü ãèïîòåçó î íîðìàëüíîñòè â

íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà âñå âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íû.
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Îáîçíà÷èì

Rn = max
1≤i,j≤n

|Xi −Xj|

� íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè (ðàçìàõ) âûáîðêè;

Ln = min
1≤i<j≤n

|Xi −Xj|

� íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè âûáîðêè;

dn = Rn/Ln

� èõ îòíîøåíèå. Áóäåì ïîëàãàòü dn = +∞ ïðè Ln = 0.

Ñîãëàñíî îñíîâíîé ãèïîòåçå, ýëåìåíòû âûáîðêè X1, . . . , Xn èìåþò

íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Êðèòåðèé îòâåðãàåò îñíîâíóþ ãèïîòåçó,

åñëè dn ≥ C, ãäå 0 < C < ∞.

Âåëè÷èíó Ln ìîæíî íàçâàòü ìèíèìàëüíûì ñïåéñèíãîì âûáîðêè.

Íàèáîëåå áëèçêèì àíàëîãîì ïðåäëîæåííîãî çäåñü êðèòåðèÿ ìîæåò

ñëóæèòü êðèòåðèéØàïèðî�×åíà [117], ñòàòèñòèêà êîòîðîãî îñíîâà-

íà íà ñóììå ñïåéñèíãîâ, íîðìèðîâàííûõ âûáîðî÷íûì ñðåäíåêâàäðà-

òè÷åñêèì îòêëîíåíèåì, ñ âåñîâûìè êîýôôèöèåíòàìè, âûáèðàåìûìè

ñïåöèàëüíûì îáðàçîì. Èäåè èñïîëüçîâàíèÿ ìèíèìàëüíîãî ñïåéñèí-

ãà äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ ïðîâåðêè íîðìàëüíîñòè â ëèòåðàòóðå

íàéòè íå óäàëîñü.

Â äàííîì ïàðàãðàôå äîêàçàíî, ÷òî â øèðîêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ

ïðè n = 3 ñòàòèñòèêà, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè àð-

ãóìåíòîâ, ïðåîáðàçîâàíèé ñäâèãà è ìàñøòàáà, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé

îò d3. Âû÷èñëåíà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè d3. Äëÿ ýòîãî

ðàçíîñòè ìåæäó êîìïîíåíòàìè âûáîðêè âûðàæåíû ÷åðåç êîìïîíåí-

òû ñòàíäàðòíîãî äâóìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, è èñêî-

ìàÿ ôîðìóëà ïîëó÷åíà ñâåäåíèåì ê ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ

íà îêðóæíîñòè. Ðàññìîòðåí ñëó÷àé n = 4. Ðàñïðåäåëåíèå ñòàòè-

ñòèêè d4 âû÷èñëåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû Ëþèëüå (l'Huillier)
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ïëîùàäè ñôåðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà. Ïîëó÷åíû âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ

îöåíêè äëÿ õâîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ dn ïðè n > 3. Äëÿ ýòîãî äîêàçà-

íà ëåììà î ðàïðåäåëåíèè ÷àñòíîãî ìîäóëåé êîìïîíåíò äâóìåðíîãî

öåíòðèðîâàííîãî íîðìàëüíîãî âåêòîðà. Ïîêàçàíî, ÷òî ãðàíèöû äëÿ

õâîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ óáûâàþò ïî çàêîíó îáðàòíîé ïðîïîðöèîíàëü-

íîñòè.

Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîäñ÷åò êâàíòèëè óðîâíÿ

0,95 äëÿ n = 5 è ýìïèðè÷åñêîé ìîùíîñòè êðèòåðèÿ íà àëüòåðíàòè-

âàõ. Êðîìå òîãî, ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ êðèòåðèåì Øàïèðî�Óèëêà.

Êâàíòèëè óðîâíÿ 0,05 äëÿ ýòîãî êðèòåðèÿ èñïðàâëåíû ïî ðåçóëü-

òàòàì ìîäåëèðîâàíèÿ. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðåäëî-

æåííûé êðèòåðèé ìîùíåå êðèòåðèÿ Øàïèðî�Óèëêà ïðè n = 4, 5 è

ðåçêî àñèììåòðè÷íûõ àëüòåðíàòèâàõ. Ïðè n = 3 ìîùíîñòè êðèòåðè-

åâ ñîâïàäàþò, íî äëÿ ïðåäëîæåííîãî êðèòåðèÿ ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ

ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ êâàíòèëåé.

Åñëè âûïîëíåíà îñíîâíàÿ ãèïîòåçà, òî d2 = 1 ï.í. Ðàññìîòðèì

ñòàòèñòèêó d3.

d3 =
max{|X1 −X2|, |X1 −X3|, |X2 −X3|}
min{|X1 −X2|, |X1 −X3|, |X2 −X3|}

.

Â ñëó÷àå âûáîðêè îáúåìà 3 ëþáàÿ ñòàòèñòèêà, íå îïðåäåëåííàÿ

ïðè R3 = 0, ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ âûáîðêè è èí-

âàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ñäâèãà è ìàñøòàáà, ÿâëÿ-

åòñÿ ôóíêöèåé îò d3. Äîêàæåì ýòî.

Òåîðåìà 3.1 Åñëè íà êàæäîì ýëåìåíòàðíîì èñõîäå Z(X1, X2, X3)

� ôóíêöèÿ, íå îïðåäåëåííàÿ ïðè R3 = 0, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñè-

òåëüíî ïåðåñòàíîâêè àðãóìåíòîâ, è äëÿ ëþáûõ b ∈ R, c > 0 âû-

ïîëíåíî Z(b+cX1, b+cX2, b+cX3) = Z(X1, X2, X3), òî Z ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèåé ïåðåìåííîé d3, ãäå d3 ∈ [2, ∞].

Äîêàçàòåëüñòâî
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Íà äàííîì ýëåìåíòàðíîì èñõîäå ïåðåñòàâèì àðãóìåíòû òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû X1 ≤ X2 ≤ X3, X2 − X1 ≤ X3 − X2. Òîãäà

L3 = X2 −X1, R3 = X3 −X1,

Z(X1, X2, X3) = Z(X1/R3, X2/R3, X3/R3)

= Z(0, (X2 −X1)/R3, (X3 −X1)/R3)

= Z(0, L3/R3, 1) = Z(0, 1/d3, 1).

Ñëó÷àé L3 = 0 ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ d3 = +∞ ñîãëàñíî ïðèíÿ-

òîìó ñîãëàøåíèþ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî ñòàòèñòèêà

R3
2∑3

i=1(Xi −X)2
,

âîçíèêàþùàÿ ïðè n = 3 â êðèòåðèè Øàïèðî�Óèëêà, óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì òåîðåìû, è â ñèëó ðàâåíñòâà

3∑
i=1

(Xi −X)2

=
1

9
(((X1 −X2) + (X1 −X3))

2

+((X2 −X1) + (X2 −X3))
2 + ((X3 −X1) + (X3 −X2))

2)

=
1

9

(
(L3 +R3)

2 + (2L3 −R3)
2 + (2R3 − L3)

2
)

=
2(3L3

2 + 3R3
2 +R3L3)

9
,

ïðåäñòàâèìà â âèäå

9R3
2

2(3L3
2 + 3R3

2 +R3L3)
=

9

2(3d−2
3 + 3 + d−1

3 )
.

Ðàñïðåäåëåíèå ýòîé ñòàòèñòèêè ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî â ÿâíîì

âèäå ñ ïîìîùüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè d3.
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Âû÷èñëèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè d3.

Fd3(x) = P

∀i ̸= j
max1≤k,l≤n |Xk −Xl|

|Xi −Xj|
< x


= 3!P

{
X1 < X2 < X3,

X3 −X1

X2 −X1
< x,

X3 −X1

X3 −X2
< x

}

= 6P{X2 −X1 > 0, X3 −X2 > 0,

x(X2 −X1) > X3 −X1, x(X3 −X2) > X3 −X1}.

Îáîçíà÷èì Yij = Xi −Xj. Òîãäà EYij = 0, DYij = 2σ2 ïðè i ̸= j,

ãäå σ2 � äèñïåðñèÿ ýëåìåíòîâ âûáîðêè.

Fd3(x) = 6P{Y21 > 0, Y32 > 0, xY21 > Y31, xY32 > Y31} =

= 1− 2 · 6P{Y21 > 0, xY21 < Y31}.

Òàê êàê êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè ðàâíû

corr(Y21; Y32) = −corr(Y21; Y31) = −corr(Y32; Y31) = −1

2
,

òî êîìïîíåíòû íîðìàëüíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (Y21, Y32, Y31) ìîæ-

íî çàäàòü ÷åðåç êîìïîíåíòû ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ñëó÷àéíîãî

âåêòîðà (η1, η2) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Y21 = σ
√
2η1; Y32 = σ

√
2

−1

2
η1 +

√
3

2
η2

 ; Y31 = σ
√
2

1
2
η1 +

√
3

2
η2

 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

P{d3 < x} = 1− 12P{η1 > 0; xη1 <
1

2
η1 +

√
3

2
η2}

= 1− 12P{η1 > 0; η2 >
2x− 1√

3
η1}

= 1− 12

2π
arcctg

2x− 1√
3

.

Èòàê, äîêàçàíà
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Òåîðåìà 3.2 Äëÿ âñåõ x ≥ 2 âûïîëíåíî

Fd3(x) = 1− 6

π
arcctg

2x− 1√
3

.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ îòìåòèì, ÷òî P{d3 ≥ x} ∼ 3
√
3

πx ïðè x → ∞.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 4. Âûïîëíåíî d4 > 3 ï.í. Äëÿ x > 3

P{d4 < x} = 4! ·P{X4 −X1 > 0, x(X2 −X1) > X4 −X1,

x(X3 −X2) > X4 −X1, x(X4 −X3) > X4 −X1}

= P{d4 < x} = 4! ·P{X4 −X1 > 0, x(X2 −X1) > X4 −X1,

x(X3 −X2) > X4 −X1, x(X4 −X3) > X4 −X1}

= 24P{Y21 + Y32 + Y43 > 0, xY21 > Y21 + Y32 + Y43,

xY32 > Y21 + Y32 + Y43, xY43 > Y21 + Y32 + Y43}.

Ïðîñóììèðîâàâ ïîñëåäíèå 3 íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî

(x− 3)(Y21 + Y32 + Y43) > 0,

îòêóäà ñëåäóåò ïåðâîå íåðàâåíñòâî, òàê êàê x > 3.

Îáîçíà÷èì Zij = Yij/(σ
√
2). Òîãäà

P{d4 < x} = 24P{xZ21 > Z21 + Z32 + Z43,

xZ32 > Z21 + Z32 + Z43, xZ43 > Z21 + Z32 + Z43}. (27)

Íàéäåì âåðîÿòíîñòü âûïîëíåíèÿ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ
xZ21 > Z21 + Z32 + Z43;

xZ32 > Z21 + Z32 + Z43;

xZ43 > Z21 + Z32 + Z43.

(28)

Êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà âåêòîðà (Z21; Z32; Z43) èìååò âèä:
1 −1/2 0

−1/2 1 −1/2

0 −1/2 1

 .
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Óäîáíî ïðåäñòàâèòü êîìïîíåíòû âåêòîðà ñëåäóþùèì ñèììåòðè÷-

íûì îáðàçîì:

Z32 = η2;

Z21 = −1

2
η2 +

√
2 + 1

2
√
2

η1 −
√
2− 1

2
√
2

η3;

Z43 = −1

2
η2 +

√
2 + 1

2
√
2

η3 −
√
2− 1

2
√
2

η1.

Çäåñü âåêòîð (η1, η2, η3) èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðå-

äåëåíèå.

Òàê êàê Z21+Z32+Z43 =
1√
2
η1+

1√
2
η3, òî ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (28)

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
x
(
−1

2η2 +
√
2+1
2
√
2
η1 −

√
2−1
2
√
2
η3
)
> 1√

2
η1 +

1√
2
η3;

xη2 >
1√
2
η1 +

1√
2
η3;

x
(
−1

2η2 +
√
2+1
2
√
2
η3 −

√
2−1
2
√
2
η1
)
> 1√

2
η1 +

1√
2
η3.

(29)

Â ñèëó ñèììåòðèè ìíîãîìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, âå-

ðîÿòíîñòü âûïîëíåíèÿ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (29) ðàâíà îòíîøåíèþ

ïëîùàäè ñîîòâåòñòâóþùåãî ñôåðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà ê ïëîùà-

äè åäèíè÷íîé ñôåðû. Ãðàíè ñôåðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà îáðàçîâàíû

ïëîñêîñòÿìè
x
(
−1

2t2 +
√
2+1
2
√
2
t1 −

√
2−1
2
√
2
t3
)
= 1√

2
t1 +

1√
2
t3;

xt2 =
1√
2
t1 +

1√
2
t3;

x
(
−1

2t2 +
√
2+1
2
√
2
t3 −

√
2−1
2
√
2
t1
)
= 1√

2
t1 +

1√
2
t3.

Íîðìàëüíûå âåêòîðû ýòèõ ïëîñêîñòåé:

u1 =

(√2 + 1)x− 2

2
√
2

, −x

2
, −(

√
2− 1)x+ 2

2
√
2

 ;

u2 =

(
− 1√

2
, x, − 1√

2

)
;

u3 =

−(
√
2− 1)x+ 2

2
√
2

, −x

2
,
(
√
2 + 1)x− 2

2
√
2

 .
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Íàéäåì íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû ïðÿìûõ, ïî êîòîðûì ïåðåñåêàþò-

ñÿ ïëîñêîñòè, ñ ïîìîùüþ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

v12 = u1 × u2 =
(
−(

√
2− 1)x2 − 3x, −2x, 3x− (

√
2 + 1)x2

)
;

v13 = u1 × u3 =
(
(
√
2 + 1)x2 − 3x, 2x, (

√
2− 1)x2 + 3x

)
;

v23 = u2 × u3 =
(
−4x2, −4

√
2x(x− 2), −4x2

)
.

Èñïîëüçóåì ôîðìóëó Ëþèëüå ([159], �36) äëÿ ïëîùàäè ε ñôåðè-

÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè a, b, c:

ε = 4arctg

√√√√tgs
2
tg
s− a

2
tg
s− b

2
tg
s− c

2
,

ãäå s = (a+ b+ c)/2.

Ñòîðîíàìè ñôåðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà íàçûâàþòñÿ óãëû ìåæäó

ïðÿìûìè, îáðàçóþùèìè òðåõãðàííûé óãîë. Ïîýòîìó

a = c = arccos
|v12v13|
|v12||v13|

= arccos
x2 + 6x− 7

3x2 − 6x+ 11
;

b = arccos
|v12v23|
|v12||v23|

= arccos
x2 + x− 2√

3x2 − 6x+ 11
√
x2 − 2x+ 2

.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (27), óìíîæèì ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ ïî ôîð-

ìóëå Ëþèëüå íà 24 è ðàçäåëèì íà ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñôåðû 4π.

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.3 Ïðè x ≥ 3

Fd4(x) =
24

π
arctg

tga
4

√√√√tg (b
2
+

a

4

)
tg

(
b

2
− a

4

)  ,

ãäå

a = arccos
x2 + 6x− 7

3x2 − 6x+ 11
,

b = arccos
x2 + x− 2√

3x2 − 6x+ 11
√
x2 − 2x+ 2

.
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Îòìåòèì, ÷òî îñóùåñòâèòü âû÷èñëåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ d5 íå óäàåò-

ñÿ ââèäó îòñóòñòâèÿ îáùåé ôîðìóëû, âûðàæàþùåé îáúåì òåòðàýäðà

â ïðîñòðàíñòâå ïîñòîÿííîé êðèâèçíû ÷åðåç äëèíû åãî ðåáåð [138].

Âûïîëíèì ñðàâíåíèå ñ êðèòåðèåì Øàïèðî�Óèëêà. Áóäåì ìîäå-

ëèðîâàòü âûáîðêè çàäàííîãî îáúåìà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,

îñíîâûâàÿñü íà èçâåñòíîì àëãîðèòìå

Xi =
12∑
j=1

U12(i−1)+j − 6,

ãäå U1, U2, . . . � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ðàâíîìåð-

íûì ðàñïðåäåëåíèåì íà [0, 1]. Äëÿ èõ ìîäåëèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàë-

ñÿ âñòðîåííûé äàò÷èê ñëó÷àéíûõ ÷èñåë Excel. Êâàíòèëè óðîâíÿ 0,95

äëÿ d3 è d4 îòûñêèâàþòñÿ èç òåîðåì 2 è 3. Êâàíòèëü óðîâíÿ 0,95 äëÿ

d5 îòûñêèâàåòñÿ êàê âûáîðî÷íàÿ êâàíòèëü ïî ðåçóëüòàòàì ìîäåëè-

ðîâàíèÿ 2 · 106 âûáîðîê è ïðèáëèæåííî ðàâíÿåòñÿ 214.
Ðàññìîòðèì ìîùíîñòü êðèòåðèÿ íà àëüòåðíàòèâàõ. Îáîçíà÷èì

LN σ ëîãíîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè 0, σ2; C � ðàñ-

ïðåäåëåíèå Êîøè.

Äëÿ ëîãíîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîäåëèðîâàíèå îñóùåñòâëÿ-

åòñÿ ïî ôîðìóëå

Xi = exp

σ
 12∑
j=1

U12(i−1)+j − 6

 ,

à äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè

Xi = tan(π(Ui − 1/2)).

Â òàáëèöå 3.1 ïðèâåäåíû ýìïèðè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ìîùíîñòè R/L-

êðèòåðèÿ íà àëüòåðíàòèâàõ, ïîëó÷åííûå ïî ðåçóëüòàòàì ìîäåëèðî-

âàíèÿ 106 âûáîðîê. Çäåñü n � îáúåì âûáîðêè, t0,95 � êâàíòèëü óðîâ-

íÿ 0,95 (äëÿ n = 5 ïîäñ÷èòàíà ýìïèðè÷åñêè).

Òàáëèöà 3.1 Ýìïèðè÷åñêàÿ ìîùíîñòü R/L�êðèòåðèÿ.
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n t0,95 LN 1 LN 2 LN 5 LN 10 LN 20 C
3 33,57 0,08 0,20 0,53 0,73 0,86 0,10

4 103,60 0,09 0,25 0,72 0,91 0,98 0,12

5 214 0,09 0,29 0,83 0,97 0,995 0,13

Ìîùíîñòü êðèòåðèÿ ïðè ëîãíîðìàëüíîé àëüòåðíàòèâå ñóùåñòâåí-

íî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà σ. Íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ ïðè

σ ≥ 10.

Ïðîâåäåì ñðàâíåíèå ñ êðèòåðèåì Øàïèðî�Óèëêà [157]. Îòìåòèì,

÷òî ñòàòüÿ [157] ñîäåðæèò äîñàäíóþ íåòî÷íîñòü îòíîñèòåëüíî çíà-

÷åíèé êâàíòèëåé óðîâíÿ 0,05 (òàáë. 6, ñ. 605). Ïîýòîìó ïðèøëîñü

ïåðåñ÷èòàòü êâàíòèëè, îñíîâûâàÿñü íà ìîäåëèðîâàíèè 106 âûáîðîê

çàäàííîãî îáúåìà. Êâàíòèëü èñïðàâëÿëàñü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

ýìïèðè÷åñêèé êðèòè÷åñêèé óðîâåíü áûë íàèáîëåå áëèçîê ê 0,05. Ðå-

çóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíû â òàáëèöå 3.2. ×åðåç X(i) îáîçíà-

÷åíû ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè, ÷åðåç q̃0,05 � êâàíòèëü óðîâíÿ 0,05 â

òàáë. 6 èç [157], ÷åðåç ε̃ � ýìïèðè÷åñêèé óðîâåíü, äîñòèãíóòûé äëÿ

ýòîé êâàíòèëè ïî ðåçóëüòàòàì ìîäåëèðîâàíèÿ, ÷åðåç q0,05 � êâàí-

òèëü óðîâíÿ 0,05, èñïðàâëåííàÿ ïî ðåçóëüòàòàì ìîäåëèðîâàíèÿ.

Òàáëèöà 3.2 Ýìïèðè÷åñêèå êâàíòèëè äëÿ êðèòåðèÿ Øàïèðî�

Óèëêà.
n Ñòàòèñòèêà b q̃0,05 ε̃ q0,05

3 0, 7071(X(3) −X(1)) 0,767 0,038 0,772

4 0, 6872(X(4) −X(1)) + 0, 1677(X(3) −X(2)) 0,748 0,038 0,761

5 0, 6646(X(5) −X(1)) + 0, 2413(X(4) −X(2)) 0,762 0,037 0,777

Èñïîëüçóåì èñïðàâëåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ïîäñ÷åòà ýìïèðè÷åñêîé

ìîùíîñòè êðèòåðèÿ Øàïèðî�Óèëêà íà àëüòåðíàòèâàõ. Íàïîìíèì,

÷òî êðèòåðèé îòâåðãàåò ãèïîòåçó î íîðìàëüíîñòè íà óðîâíå 0,05,

åñëè çíà÷åíèå W = b2/
∑n

i=1(Xi − X)2 îêàæåòñÿ ìåíüøå, ÷åì q0,05.
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Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â òàáëèöå 3.3.

Òàáëèöà 3.3 Ýìïèðè÷åñêàÿ ìîùíîñòü êðèòåðèÿ Øàïèðî�

Óèëêà.
n q0,05 LN 1 LN 4 LN 25 LN 100 LN 400 C
3 0,772 0,08 0,20 0,53 0,73 0,86 0,10

4 0,761 0,17 0,38 0,70 0,84 0,92 0,21

5 0,777 0,24 0,52 0,85 0,95 0,988 0,29

Ñðàâíåíèå òàáë. 3.1 è 3.3 ïðèâîäèò ê âûâîäó î òîì, ÷òî R/L�

êðèòåðèé îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì ïðè n = 4, 5 â ñëó÷àå ñóùåñòâåííîé

àñèììåòðèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçå (â ÷àñòíî-

ñòè, äëÿ ëîãíîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè σ2 ≥ 100). Ïðè n = 3

ìîùíîñòè êðèòåðèåâ ñîâïàäàþò. Ýòî ñîâïàäåíèå ïîäòâåðæäàåò ðå-

çóëüòàòû òåîðåìû 3.1 è ñëåäóþùåãî çà íèì çàìå÷àíèÿ.

3.3 Àëãîðèòì òåñòèðîâàíèÿ áèíàðíûì çíàêîâûì ìåòîäîì

Íà îñíîâàíèè îöåíêè áèíàðíûì çíàêîâûì ìåòîäîì ïîëó÷àåì ñëåäó-

þùèé àëãîðèòì ïðîâåðêè îñíîâíîé ãèïîòåçû î ñîîòâåòñòâèè äàííûõ

ìîäåëè âûáîðêè ïðîòèâ àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû î ñîîòâåòñòâèè

ìîäåëè ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà ñ ïàðàìåòðîì H ̸= 1/2.

Àëãîðèòì îêàçûâàåòñÿ òåõíè÷åñêè ñëîæíûì ââèäó òîãî, ÷òî n

ìîæåò íå ÿâëÿòüñÿ öåëîé ñòåïåíüþ ÷èñëà 2.

Àëãîðèòì 3.1 Àëãîðèòì ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ôðàêòàëüíîì ãàóñ-

ñîâñêîì øóìå ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé X1, . . . , Xn.

1. Öåíòðèðîâàòü äàííûå X∗
i = Xi −X.

2. Ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñóìì S∗
i := X∗

i , i = 1, . . . , n.

3. Âû÷èñëèòü ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà m∗(k), ÷èñëî ñëàãàåìûõ n∗(k)

k, ïðîñóììèðîâàòü ñîñåäíèå ñóììû (ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî
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òåõ ïîð, ïîêà íå îñòàíåòñÿ äâå ñóììû; â ýòîì ïðåäåëüíîì

ñëó÷àå ÷èñëî ñëàãàåìûõ � èíäèêàòîðîâ ïåðåìåíû çíàêà � ðàâ-

íî åäèíèöå):

FOR k = 0, . . . , [log2 n]− 2

BEGIN

m∗(k) =
∑[n2−k]−1

i=1 I{S∗
i S

∗
i+1 < 0};

n∗(k) = [n2−k]− 1;

S∗
1 := S∗

1 + S∗
2 ;

. . .;

S∗
[n2−k] := S∗

[n2−k+1]−1 + S∗
[n2−k+1]

END.

4. Âû÷èñëèòü îáùåå ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà m∗ è îáùåå ÷èñëî ñëà-

ãàåìûõ n∗:

m∗ =
∑[log2 n]−2

k=0 m∗(k);

n∗ =
∑[log2 n]−2

k=0 n∗(k).

5. Âû÷èñëèòü ÷àñòîòó ïåðåìåíû çíàêà è îöåíêó ïàðàìåòðà H:

ν∗∗ = m∗/n∗;

H∗∗ = 1
2 +

1
2 log2 (1 + cos(πν∗∗n )).

6. Âû÷èñëèòü äîñòèãíóòûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè:

ε∗∗ = 2Φ(
√
n|H∗∗ − 1/2|/B),

B =

√
π2

4 ln2 2

(
1
8 +

∑∞
s=1 2

−s
(
1
π arccos 2

−s/2 − 1
2

)2)
,

Φ(x) = 1√
2π

∫+∞
x e−t2/2dt.

7. Ãèïîòåçà î íåêîððåëèðîâàííîñòè ïðèíèìàåòñÿ íà óðîâíå ε, åñ-

ëè ε∗∗ ≥ ε; îòâåðãàåòñÿ íà óðîâíå ε, åñëè ε∗∗ < ε.
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3.4 Ìîäåëèðîâàíèå ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà

Äëÿ ñðàâíåíèÿ âûøåïðèâåäåííîé îöåíêè áèíàðíûì çíàêîâûì ìåòî-

äîì è îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà H íåîáõî-

äèìî íàó÷èòüñÿ ìîäåëèðîâàòü ôðàêòàëüíûé ãàóññîâñêèé øóì. Ìî-

äåëèðîâàíèå áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ è â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ äëÿ âû-

÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê (ñìåùåíèÿ è äèñïåðñèè) ðàçíîñòè îöåíîê.

Ðàññìîòðèì äâà àëãîðèòìà ìîäåëèðîâàíèÿ: òî÷íûé, íî òðóäîåì-

êèé àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû íà íèæíþþ è

âåðõíþþ òðåóãîëüíûå ïðèìåíÿåòñÿ ïðè n = 1024.

Àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèé C�ñõîäèìîñòü ñëó÷àéíûõ ëîìàíûõ, ïî-

ñòðîåííûõ ïî ñêîëüçÿùèì ñðåäíèì, èñïîëüçóåòñÿ ïðè ãåíåðèðîâà-

íèè äàííûõ áîëüøåãî îáúåìà.

Àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ðàçëîæåíèè êîâàðèàöèîííîé ìàòðè-

öû

Àëãîðèòì 3.2

Ãåíåðèðîâàíèå âåêòîðà W = (W1, . . . ,Wn)
T íåçàâèñèìûõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí ñî ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì.

Ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà W âî ôðàêòàëüíûé ãàóññîâñêèé øóì ñ ïà-

ðàìåòðîì H, 0 < H < 1 íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ êîððåëÿöèîííîé

ìàòðèöû [130]: ìàòðèöó

R = (r(i− j))ni,j=1,

ãäå

r(k) = corr(Xi; Xi+k) =
1

2

(
|k + 1|2H + |k − 1|2H − 2|k|2H

)
,

ïîäâåðãàåì äåêîìïîçèöèè ïî Õîëåöêîìó ê âèäó R = AAT , ãäå A

� íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Äàëåå ôîðìèðóåì âåêòîð ôðàê-

òàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà ïî ñõåìå X = AW.
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Äåéñòâèòåëüíî, êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà ýòîãî âåêòîðà ñîâïàäàåò

ñ R:

E(XXT) = E(AWWTAT ) = R.

Äëÿ êîððåêòíîé ðàáîòû àëãîðèòìà íåîáõîäèìà ïîëîæèòåëüíîñòü

ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû. Îíà áûëà äîêàçàíà â ðàáîòå Dietrich,

Newsam [120] äëÿ H > 1/2 è â ðàáîòå Craigmile [118] äëÿ H < 1/2.

Â ðÿäå ðàáîò (ïî ñóùåñòâó íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû Ìàíäåëüáðîòà è Âàí

Íåññà [144]; ïîäðîáíîå îïèñàíèå àëãîðèòìà è ðåçóëüòàòû ìîäåëèðî-

âàíèÿ ïðèâîäÿòñÿ â ñòàòüå À. Ï. Êîâàëåâñêîãî è Í. Ñ. Çàêðåâñêîé

[178]) èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ. Ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ àñèìï-

òîòè÷åñêèì, òî åñòü ôðàêòàëüíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ïîÿâëÿåòñÿ

ëèøü â ïðåäåëå. Â ðàáîòå Þ. À. Äàâûäîâà [23] äîêàçàíà ñõîäèìîñòü

ìåòîäà. Îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè íàéäåíû â ðàáîòàõ Ò. Êîíñòàí-

òîïîóëîñà è À. È. Ñàõàíåíêî[134], Í. Ñ. Àðêàøîâà è È. Ñ. Áîðèñîâà

[4].

Ñêîëüçÿùèå ñðåäíèå ñòðîÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Xj =
∞∑

k=−∞
aj−kξk, (30)

ãäå ξk � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âå-

ëè÷èíû, îòíîñòèåëüíî êîòîðûõ áóäåì äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàòü

Eξk = 0, Eξ2k = 1.

Çàäàäèì êîýôôèöèåíòû òàê, ÷òîáû äèñïåðñèÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì

âîçðàñòàëà ïî àñèìïòîòè÷åñêè ñòåïåííîìó çàêîíó. Íàèáîëåå ïðîñòîé

è òî÷íûé ñïîñîá äîñòèæåíèÿ ýòîãî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

ak = L
−1/2
H ((k + 1)H−1/2 − kH−1/2), k ≥ 0; (31)

ak = 0, k < 0.
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Çäåñü LH � êîíñòàíòà, ðàâíàÿ

LH =
1

2H
+
∫ ∞

0
((s+ 1)H−1/2 − sH−1/2)2ds. (32)

Êîíñòàíòà LH ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ãàììà-ôóíêöèþ Ýé-

ëåðà (ñì. ðàáîòó Íîððîñà è äð. [151]):

LH =

√√√√√ 2HΓ(3/2−H)

Γ(H + 1/2)Γ(2− 2H)
.

Òàê êàê ak = 0 ïðè k < 0, ïîëó÷àåì ôîðìóëó

Xj =
j∑

k=−∞
aj−kξk.

Íà ïðàêòèêå óäîáíî, âî-ïåðâûõ, ïåðåíóìåðîâàòü èíäåêñû, çàäàâ

Xj â âèäå

Xj =
∞∑

k=−j

aj+kζk, (33)

ζk = ξ−k.

Âî-âòîðûõ, íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü áåñêîíå÷íîå ñóììèðîâàíèå �

îãðàíè÷èòü ÷èñëî ñëàãàåìûõ, òî åñòü âìåñòî (33) çàäàòü íîâûå ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû X∗
j â âèäå

X∗
j =

M∑
k=−j

aj+kζk, (34)

ãäå M � êîíå÷íîå ÷èñëî, âûáèðàåìîå â çàâèñèìîñòè îò n è H.

Îáîçíà÷èì S∗
n = X∗

1+X∗
n. Äîêàæåì ëåììó, ïîçâîëÿþùóþ âûáðàòü

êîíñòàíòó M òàê, ÷òîáû îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå äèñïåðñèè ïðè

çàìåíå (33) íà (34) áûëî íåâåëèêî.

Ëåììà 3.1 Ïóñòü H ̸= 1/2, ε > 0,

M =

n
 (H − 1/2)2

L2
Hε(2− 2H)

 1
2−2H

 .
Òîãäà

lim
n→∞

D(Sn − S∗
n)

DSn
≤ ε.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî

Sn − S∗
n =

n∑
j=1

∞∑
k=M+1

aj+kζk =

=
∞∑

k=M+1

n∑
j=1

aj+kζk.

Ïåðåñòàíîâêà ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ çäåñü âîçìîæíà â ñèëó ñõî-

äèìîñòè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âíóòðåííèõ ðÿäîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ òåî-

ðåìîé î òðåõ ðÿäàõ.

Òàê êàê

∑
j = 1naj+k =

1

LH

(
(n+ k + 1)H−1/2 − (k + 1)H−1/2

)
,

Dζk = 1,

òî

D(Sn − S∗
n) =

1

L2
H

∞∑
k=M+1

(
(n+ k + 1)H−1/2 − (k + 1)H−1/2

)2
.

Ïóñòü M + 1 = cn. Òîãäà

lim
n→∞

D(Sn − S∗
n)

DSn
=

= lim
n→∞

∑∞
k=cn

(
(n+ k + 1)H−1/2 − (k + 1)H−1/2

)2
L2
Hn

2H
=

=
1

L2
H

lim
n→∞

∞∑
k=cn

1

n

(
(1 +

k

n
+

1

n
)H−1/2 − (

k

n
+

1

n
)H−1/2

)2
=

=
1

L2
H

∫ ∞

c

(
(1 + x)H−1/2 − xH−1/2

)2
dx.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà
(
(1 + x)H−1/2 − xH−1/2

)2 ≤ (
(H − 1/2)xH−3/2

)2
,
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ïîëó÷àåì

lim
n→∞

D(Sn − S∗
n)

DSn
≤ (H − 1/2)2

L2
H

∫ ∞

c
x2H−3dx =

=
(H − 1/2)2c2H−2

L2
H(2H − 2)

.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

lim
n→∞

D(Sn − S∗
n)

DSn
≤ ε

äîñòàòî÷íî

c ≥
 (H − 1/2)2

L2
Hε(2− 2H)

 1
2−2H

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âçÿòü

M =

n
 (H − 1/2)2

L2
Hε(2− 2H)

 1
2−2H

 .
Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Äëÿ öåëåé ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèìåì ε = 0, 01.

Àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ

ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ

Àëãîðèòì 3.3 1. Äëÿ çàäàííûõ H ̸= 1/2, n > 1 âû÷èñëèì êîí-

ñòàíòû

LH =

√√√√√ 2HΓ(3/2−H)

Γ(H + 1/2)Γ(2− 2H)
,

M =

n
 (H − 1/2)2

L2
Hε(2− 2H)

 1
2−2H

 .
2. Ãåíåðèðóåì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ζk, k = −n, . . . ,M . Ýòè ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1 è -1 ñ âåðîÿòíîñòÿìè

ïî 1/2 è íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè.



108

3. Íàéäåì çíà÷åíèÿ X∗
j =

∑M
k=−j aj+kζk, j = 1, . . . , n.

4. Ïðîñóììèðóåì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ: S∗
n = X∗

1 + . . .+X∗
n.

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ïðîöåäóðû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîâåðèì ñî-

îòâåòñòâèå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ îöåíêè, ïîëó÷àåìîé

ýëåìåíòàðíûì çíàêîâûì ìåòîäîì, ðåçóëüòàòàì ìîäåëèðîâàíèÿ.

Òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ

σ =
σ1/2√
n

=
2π√
n ln 2

.

Ðåçóëüòàòû äëÿ ìîäåëüíûõ äàííûõ ïîäñ÷èòàíû ïî 10 000 íåçàâè-

ñèìûì ýêñïåðèìåíòàì. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òàáëèöó, èç êîòîðîé

âèäíî ñîãëàñèå îöåíêè ñ òåîðåòè÷åñêèì çíà÷åíèåì.

Òàáë. 3.1. Òåîðåòè÷åñêèå è âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ñòàíäàðòíûõ

îòêëîíåíèé îöåíêè ïàðàìåòðà H ïî ìåòîäó çíàêîâ ïðè H = 0, 5.
n σ σ̃

16384 0,00885 0,00889

8192 0,01251 0,01254

4096 0,01770 0,01783

2048 0,02503 0,02528

1024 0,03540 0,03599

512 0,05007 0,05080

3.5 Êðèòåðèè ðàçëàäêè ôðàêòàëüíîãî øóìà

Ïîñòðîèì êëàññ êðèòåðèåâ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î òîì, ÷òî èñ-

ñëåäóåìûå äàííûå � ôðàêòàëüíûé ãàóññîâñêèé øóì, ïðîòèâ àëü-

òåðíàòèâíîé ãèïîòåçû î òîì, ÷òî ïðîèñõîäèò ðàçëàäêà (èçìåíåíèå

ïàðàìåòðîâ) ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà. Îòìåòèì, ÷òî çäåñü
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ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà óæå íå ãîäÿòñÿ, òàê êàê ïðè

ñîíîâíîé ãèïîòåçå H ̸= 1/2.

Ïîýòîìó êðèòåðèè áóäóò îñíîâûâàòüñÿ íà ðàçíîñòÿõ îöåíîê ïà-

ðàìåòðà H, ïîëó÷åííûõ ðàçíûìè ìåòîäàìè. Íàïîìíèì, ÷òî îöåí-

êè ìåòîäîì íîðìèðîâàííîãî ðàçìàõà H̃1 è ìåòîäîì äèñïåðñèè H̃2

îòâåòñòâåííû çà ãëîáàëüíîå ïîâåäåíèå ïðîöåññà, à îöåíêà H̃3 � çà

ëîêàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó � ÷àñòîòó ïåðåìåíû çíàêà ïðèðàùåíè-

ÿìè ïðîöåññà. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ è ðàçðàáîòàí-

íûå ïðîöåäóðû îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷àåì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ

è ñòàíäàðòíûå îòêëîíåíèÿ ðàçíîñòåé îöåíîê ïàðàìåòðà H ðàçíûìè

ìåòîäàìè. Íà îñíîâàíèè ýòèõ âåëè÷èí ïîñòðîèì êðèòåðèè ïðîâåðêè

ãèïîòåçû î ñîîòâåòñòâèè âûáîðêè ìîäåëè ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêî-

ãî øóìà.

Êàæäàÿ èç ïðèâåäåííûõ íèæå îöåíîê âû÷èñëåíà ïî 10 000 íåçà-

âèñèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ, â õîäå êàæäîãî èç êîòîðûõ ìîäåëèðîâàëàñü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû 214 = 16384. Ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè ñóììèðîâàëèñü ïî τ øòóê. Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ Í.

Ñ. Çàêðåâñêîé è îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [178].

Ïðèâåäåííûå íèæå òàáëèöû áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì ðàç-

ëàäêè ôðàêòàëüíîãî øóìà ïî ðàçíîñòè îöåíîê.
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Òàáë. 3.2. Âûáîðî÷íûå ðàçíîñòè îöåíîê ïàðàìåòðà H ïðè H = 0, 1.

H = 0, 1 H̃2 − H̃3 H̃1 − H̃2 H̃1 − H̃3

τ = 1

ñðåäíåå -0,17703422 0,17923102 0,0021968

ñòàíä. îòêë. 0,036489233 0,032609995 0,014616065

τ = 2

ñðåäíåå -0,14864335 0,19210632 0,04346297

ñòàíä. îòêë. 0,042055216 0,037852771 0,021427846

τ = 4

ñðåäíåå -0,14864335 0,19210632 0,04346297

còàíä. îòêë. 0,042055216 0,037852771 0,021427846

τ = 8

ñðåäíåå -0,09906138 0,22349412 0,12443274

ñòàíä. îòêë. 0,062656741 0,051872978 0,033636814

τ = 16

ñðåäíåå -0,08035762 0,24383414 0,16347652

ñòàíä. îòêë. 0,071254242 0,060207322 0,049254307

τ = 32

ñðåäíåå -0,07919516 0,26429596 0,1851008

ñòàíä. îòêë. 0,097946017 0,067610298 0,071115158
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Òàáë. 3.3. Âûáîðî÷íûå ðàçíîñòè îöåíîê ïàðàìåòðà H ïðè H = 0, 2.

H = 0, 2 H̃2 − H̃3 H̃1 − H̃2 H̃1 − H̃3

τ = 1

ñðåäíåå -0,14237918 0,15727741 0,01489823

ñòàíä. îòêë. 0,035246687 0,030459726 0,016603262

τ = 2

ñðåäíåå -0,11895032 0,1689961 0,05004578

ñòàíä. îòêë. 0,041892942 0,035137924 0,021686848

τ = 4

ñðåäíåå -0,11895032 0,1689961 0,05004578

còàíä. îòêë. 0,041892942 0,035137924 0,021686848

τ = 8

ñðåäíåå -0,08218572 0,19852188 0,11633616

ñòàíä. îòêë. 0,061262276 0,048596221 0,033206582

τ = 16

ñðåäíåå -0,07887883 0,21794118 0,13906235

ñòàíä. îòêë. 0,08624373 0,058539551 0,049795107

τ = 32

ñðåäíåå -0,07418146 0,24037828 0,16619682

ñòàíä. îòêë. 0,109714767 0,071501567 0,067484294
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Òàáë. 3.4. Âûáîðî÷íûå ðàçíîñòè îöåíîê ïàðàìåòðà H ïðè H = 0, 3.

H = 0, 3 H̃2 − H̃3 H̃1 − H̃2 H̃1 − H̃3

τ = 1

ñðåäíåå -0,1014374 0,12876271 0,02732531

ñòàíä. îòêë. 0,036165723 0,030692642 0,019416744

τ = 2

ñðåäíåå -0,08433383 0,13870339 0,05436956

ñòàíä. îòêë. 0,042525024 0,03525273 0,024635365

τ = 4

ñðåäíåå -0,08433383 0,13870339 0,05436956

còàíä. îòêë. 0,042525024 0,03525273 0,024635365

τ = 8

ñðåäíåå -0,06173435 0,16498069 0,10324634

ñòàíä. îòêë. 0,062533829 0,047858462 0,03905053

τ = 16

ñðåäíåå -0,05050501 0,18161748 0,13111247

ñòàíä. îòêë. 0,071071564 0,056407248 0,049454837

τ = 32

ñðåäíåå -0,05364633 0,20210082 0,14845449

ñòàíä. îòêë. 0,097307689 0,067983405 0,060773401
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Òàáë. 3.5. Âûáîðî÷íûå ðàçíîñòè îöåíîê ïàðàìåòðà H ïðè H = 0, 4.

H = 0, 4 H̃2 − H̃3 H̃1 − H̃2 H̃1 − H̃3

τ = 1

ñðåäíåå -0,063201 0,10956313 0,04636213

ñòàíä. îòêë. 0,035557578 0,026836393 0,021746884

τ = 2

ñðåäíåå -0,05736817 0,11898748 0,06161931

ñòàíä. îòêë. 0,041322667 0,030786063 0,025036643

τ = 4

ñðåäíåå -0,05736817 0,11898748 0,06161931

còàíä. îòêë. 0,041322667 0,030786063 0,025036643

τ = 8

ñðåäíåå -0,05579668 0,14387893 0,08808225

ñòàíä. îòêë. 0,053989735 0,041974402 0,036799524

τ = 16

ñðåäíåå -0,05119891 0,16014747 0,10894856

ñòàíä. îòêë. 0,068387095 0,050243817 0,047463248

τ = 32

ñðåäíåå -0,04947055 0,18048762 0,13101707

ñòàíä. îòêë. 0,094631286 0,061540765 0,062477004
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Òàáë. 3.6. Âûáîðî÷íûå ðàçíîñòè îöåíîê ïàðàìåòðà H ïðè H = 0, 5.

H = 0, 5 H̃2 − H̃3 H̃1 − H̃2 H̃1 − H̃3

τ = 1

ñðåäíåå -0.023032 0.084127 0.061095

ñòàíä. îòêë. 0.037376 0.026095 0.024822

τ = 2

ñðåäíåå -0.027875 0.092420 0.064545

ñòàíä. îòêë. 0.043872 0.030157 0.028647

τ = 4

ñðåäíåå -0.027875 0.092420 0.064545

còàíä. îòêë. 0.043872 0.030157 0.028647

τ = 8

ñðåäíåå -0.039474 0.114159 0.074686

ñòàíä. îòêë. 0.060682 0.041762 0.038782

τ = 16

ñðåäíåå -0.046658 0.128577 0.081919

ñòàíä. îòêë. 0.075210 0.050297 0.047281

τ = 32

ñðåäíåå -0.052893 0.146422 0.093529

ñòàíä. îòêë. 0.092467 0.061685 0.059766
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Òàáë. 3.7. Âûáîðî÷íûå ðàçíîñòè îöåíîê ïàðàìåòðà H ïðè H = 0, 6.

H = 0, 6 H̃2 − H̃3 H̃1 − H̃2 H̃1 − H̃3

τ = 1

ñðåäíåå 0.010064 0.062017 0.072081

ñòàíä. îòêë. 0.038681 0.023529 0.027824

τ = 2

ñðåäíåå -0.008340 0.069665 0.061325

ñòàíä. îòêë. 0.043919 0.027160 0.030429

τ = 4

ñðåäíåå -0.008340 0.069665 0.061325

ñòàíä. îòêë. 0.043919 0.027160 0.030429

τ = 8

ñðåäíåå -0.036853 0.089048 0.052195

ñòàíä. îòêë. 0.060298 0.037700 0.040038

τ = 16

ñðåäíåå -0.048286 0.101701 0.053414

ñòàíä. îòêë. 0.072963 0.045552 0.047517

τ = 32

ñðåäíåå -0.059689 0.117374 0.057685

ñòàíä. îòêë. 0.089128 0.055897 0.058955



116

Òàáë. 3.8. Âûáîðî÷íûå ðàçíîñòè îöåíîê ïàðàìåòðà H ïðè H = 0, 7.

H = 0, 7 H̃2 − H̃3 H̃1 − H̃2 H̃1 − H̃3

τ = 1

ñðåäíåå 0.030767 0.042929 0.073696

ñòàíä. îòêë. 0.040552 0.022112 0.030947

τ = 2

ñðåäíåå -0.000573 0.049975 0.049402

ñòàíä. îòêë. 0.045783 0.025470 0.033807

τ = 4

ñðåäíåå -0.000573 0.049975 0.049402

ñòàíä. îòêë. 0.045783 0.025470 0.033807

τ = 8

ñðåäíåå -0.041834 0.066727 0.024893

ñòàíä. îòêë. 0.060457 0.035238 0.040928

τ = 16

ñðåäíåå -0.054999 0.077348 0.022349

còàíä. îòêë. 0.070078 0.042391 0.045965

τ = 32

ñðåäíåå -0.068660 0.090443 0.021783

ñòàíä. îòêë. 0.082082 0.051880 0.054137
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Òàáë. 3.9. Âûáîðî÷íûå ðàçíîñòè îöåíîê ïàðàìåòðà H ïðè H = 0, 8.

H = 0, 8 H̃2 − H̃3 H̃1 − H̃2 H̃1 − H̃3

τ = 1

ñðåäíåå 0.022791 0.028008 0.050800

ñòàíä. îòêë. 0.036683 0.019734 0.029978

τ = 2

ñðåäíåå -0.018853 0.034917 0.016064

ñòàíä. îòêë. 0.042016 0.022705 0.032820

τ = 4

ñðåäíåå -0.018853 0.034917 0.016064

ñòàíä. îòêë. 0.042016 0.022705 0.032820

τ = 8

ñðåäíåå -0.066431 0.050392 -0.016040

ñòàíä. îòêë. 0.054396 0.031492 0.038700

τ = 16

ñðåäíåå -0.083921 0.060134 -0.023787

còàíä. îòêë. 0.065044 0.038085 0.044192

τ = 32

ñðåäíåå -0.097920 0.072261 -0.025659

ñòàíä. îòêë. 0.079647 0.046973 0.053042
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Òàáë. 3.10. Âûáîðî÷íûå ðàçíîñòè îöåíîê ïàðàìåòðà H ïðè

H = 0, 9.
H = 0, 9 H̃2 − H̃3 H̃1 − H̃2 H̃1 − H̃3

τ = 1

ñðåäíåå -0.012699 0.015234 0.002535

còàíä. îòêë. 0.040094 0.018159 0.035454

τ = 2

ñðåäíåå -0.051151 0.021121 -0.030030

ñòàíä. îòêë. 0.043646 0.020793 0.037140

τ = 4

ñðåäíåå -0.051151 0.021121 -0.030030

ñòàíä. îòêë. 0.043646 0.020793 0.037140

τ = 8

ñðåäíåå -0.091008 0.033654 -0.057354

ñòàíä. îòêë. 0.055642 0.028571 0.043486

τ = 16

ñðåäíåå -0.105099 0.041602 -0.063497

ñòàíä. îòêë. 0.064605 0.034402 0.048124

τ = 32

ñðåäíåå -0.118214 0.051627 -0.066587

ñòàíä. îòêë. 0.076878 0.042212 0.055334

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïîñòðîåííîãî íèæå êðèòåðèÿ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû

ðàçíîñòè îöåíîê ïðè âåðíîé îñíîâíîé ãèïîòåçå èìåëè íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå. Îòìåòèì, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ñóùåñòâóåò òåî-

ðåòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà, òàê êàê òðåáóåòñÿ ñîâìåñò-

íàÿ íîðìàëüíîñòü îöåíîê ðàçíûìè ìåòîäàìè. Ïîýòîìó íîðìàëü-

íîñòü ðàçíîñòåé îöåíîê ïðîâåðÿëàñü ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðèìåíåíèåì

ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðîöåäóð, îïèñàííûõ â [60].
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Àëãîðèòì ïðîâåðêè ñîîòâåòñòâèÿ ìîäåëè ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâ-

ñêîãî øóìà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Àëãîðèòì 3.4 1. Âûáðàòü äâå îöåíêè ïàðàìåòðà H è ïî èìåþ-

ùèìñÿ äàííûì âû÷èñëèòü ðåàëèçàöèè ýòèõ îöåíîê H̃i è H̃j.

2. Ïî òàáë. 2.2 � 2.10 äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî H è äëÿ ñîîò-

âåòñòâóþùåãî tau = 16384/n íàéòè îöåíêó ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ ãij è ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ σ̃ij ðàçíîñòè îöåíîê.

3. Íàéòè äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè íà îñíîâàíèè àñèìï-

òîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè ðàçíîñòåé îöåíîê:

ε∗ij = 2(1− Φ(|H̃i − H̃j − ãij|/σ̃ij)).

Ýòîò êðèòåðèé áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ïðîâåðêè ñîîòâåòñòâèÿ

äàííûõ ìîäåëè ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ.

3.6 Êðèòåðèè ïðîâåðêè ãèïîòåç îá îäíîðîäíîñòè ôðàê-

òàëüíûõ ãàóññîâñêèõ øóìîâ è èõ îáîáùåíèé

Ïóñòü ñîãëàñíî îñíîâíîé ãèïîòåçå (X1, . . . , Xn+m) � ñòàöèîíàðíàÿ

ãàóññîâñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ìàòåìàòè÷å-

ñêèì îæèäàíèåì a äèñïåðñèåé σ2 è êîððåëÿöèÿìè corr(ξi, ξj) =

r (i− j), ãäå r(·) � íåêîòîðàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (11) â ñëó÷àå ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêîãî

øóìà

r(t) =
1

2

(
|t+ 1|2H + |t− 1|2H − 2|t|2H

)
.

Ðàññìîòðèì ñòàòèñòèêó

J =

∑n
i=1Xi∑n+m

i=n+1Xi
=

A

B
.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ î÷åâèäíàÿ ëåììà.
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Ëåììà 3.2 ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ

äðîáè J = A/B ðàâíû

EA = na, EB = ma,

DA = σ2
n∑

i=1

n∑
j=1

r (i− j) , DB = σ2
m∑
i=1

m∑
j=1

r (i− j) ,

cov(A,B) = σ2
n∑

i=1

n+m∑
j=n+1

r (j − i) .

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå íàéäåíî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ êîìïîíåíò íîðìàëüíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

(â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñòàòèñòèêè J).

Òåîðåìà 3.4 Åñëè (A,B) � äâóìåðíûé íîðìàëüíûé âåêòîð, òî

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû A/B èìååò âèä

f(x) =
σ2
σ1

fZ

(
σ2
σ1

x

)
,

ãäå

fZ(t) =
∫ ∞

−∞
|z|φa4,σ2

4
(z(t− ρ))φa3,σ3

2(z)dz,

ãäå a3 = a2
σ1

σ2
, a4 = a1 − ρa3, a1 = EA, a2 = EB, σ2

3 = σ2
1 = DA,

σ4 = σ1
√
1− ρ2, σ2

2 = DB, ρ = cov(A,B)
σ1σ2

.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñòàòèñòèêè J êîíñòàíòû

EA,EB,DA,DB, cov(A,B) îïðåäåëåíû ðàíåå â ëåììå.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ìîæíî çàäàòü A è B ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A = a1 + σ1(ρη1 +
√
1− ρ2η2);

B = a2 + σ2η1,

ãäå η1, η2 ∈ Φ0,1 � íåçàâèñèìûå.

Îáîçíà÷èì

X = A, Y = σ1

σ2
B, Z = X/Y .
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Òîãäà

Z =
σ2A

σ1B
=

σ2
σ1

J.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû J

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z

ðàâåíñòâîì

f(x) =
σ2
σ1

fZ

(
σ2
σ1

x

)
.

Òàê êàê

X = a1 + σ1(ρη1 +
√
1− ρ2η2),

Y = a3 + σ1η1,

òî

FZ(t) = P{X
Y

< t} =

= P{X < tY, Y > 0}+ P{X > tY, Y < 0} =

= P{a1 + σ1(ρη1 +
√
1− ρ2η2) < t(a3 + σ1η1), Y > 0}+

+P{X > tY, Y < 0} =

= P{η2 <
t(a3 + σ1η1)− a1σ1ρη1

σ1
√
1− ρ2

, Y > 0}+

+P{X > tY, Y < 0} =

=
∫ ∞

− a2
σ1

Φ0,1(
t(a3 + σ1t1)− a1 − σ1ρt1

σ1
√
1− ρ2

)φ0,1(t1)dt1+

+
∫ − a3

σ1

−∞
(1− Φ0,1(

t(a3 + σ1t1)− a1 − σ1ρt1
σ1
√
1− ρ2

)φ0,1(t1))dt1;

fZ(t) =
∫ ∞

− a3
σ1

a3 + σ1t1
σ1
√
1− ρ2

φ0,1(
t(a3 + σ1t1)− a1 − σ1ρt1

σ1
√
1− ρ2

)φ0,1(t1))dt1−

−
∫ − a3

σ1

−∞

a3 + σ1t1
σ1
√
1− ρ2

φ0,1(
t(a3 + σ1t1)− a1 − σ1ρt1

σ1
√
1− ρ2

)φ0,1(t1)dt1;
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fZ(t) =
∫ ∞

−∞

|a3 + σ1t1|
σ1
√
1− ρ2

φ0,1(
t(a3 + σ1t1)− a1 − σ1ρt1

σ1
√
1− ρ2

)φ0,1(t1)dt1.

fZ(t) =
1

σ3

∫ ∞

−∞
|a3 + σ1t1|φ0,1

t(a3 + σ1t1)− a1 − σ1ρt1
σ1
√
1− ρ2

φ0,1(t1)dt1.

Ñäåëàåì çàìåíó z = a3 + σ1t1:

fZ(t) =
1

σ1σ3

∫ ∞

−∞
|z|φ0,1

tz − a1 − ρ(z − a3)

σ1
√
1− ρ2

φ0,1(
z − a3
σ1

)dz =

=
1

σ3

∫ ∞

−∞
|z|φ0,1

tz − a1 − ρ(z − a3)

σ1
√
1− ρ2

φa3,σ1
2(z)dz.

Îáîçíà÷èì a4 = a1 − ρa3. Òîãäà

fZ(t) =
∫ ∞

−∞
|z|φa4,σ2

3
(z(t− ρ))φa3,σ1

2(z)dz.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ â áîëåå ÿâíîì

âèäå.

Òåîðåìà 3.5 Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ A/B èìååò

âèä

f(x) =
σ2
σ1

fZ

(
σ2
σ1

x

)
,

ãäå

fZ(t+ ρ) =
e−k0d0

2πσ4σ3

e−
k0b

2
0

4

k0
+ b0

√√√√ π

k0
Φ

b0
√√√√k0

2

− b0
2

√√√√ π

k0

 ,

k0 = k0(t) =
σ2
3t

2 + σ2
4

2σ2
4σ

2
3

, b0 = b0(t) = −2a4tσ
2
3 + 2a3σ

2
4

σ2
3t

2 + σ2
4

,

c0 = c0(t) =
a24σ

2
3 + a23σ

2
4

σ2
3t

2 + σ2
4

, d0 = d0(t) = c0(t)−
b20(t)

4
,

âñå êîíñòàíòû îïðåäåëåíû â ïðåäûäóùåé òåîðåìå.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Èñïîëüçóåì ðàíåå ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó:

fZ(t+ ρ) =
∫ ∞

−∞
|z|φa4,σ2

4
(zt))φa3,σ3

2(z)dz =

=
∫ ∞

0
zφa4,σ2

4
(zt))φa3,σ3

2(z)dz −
∫ 0

−∞
zφa4,σ2

4
(zt))φa3,σ3

2(z)dz.

Âû÷èñëèì 1-é èíòåãðàë:

∫ ∞

0

1

σ4
√
2π

exp

−(zt− a4)
2

2σ2
4

 1

σ3
√
2π

exp

−(z − a3)
2

2σ2
3

 zdz =

=
1

2πσ4σ3

∫ ∞

0
exp

−σ
2
3(zt− a4)

2 + σ2
4(z − a3)

2

2σ2
4σ

2
3

 zdz.

Ïðåîáðàçóåì ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû:

σ2
3(zt− a4)

2 + σ2
4(z − a3)

2

2σ2
4σ

2
3

=

=
σ2
3(zt− a4)

2 + σ2
4(z − a3)

2

2σ2
4σ

2
3

=

=
σ2
3(z

2t2 − 2a4tz + a24) + σ2
4(z

2 − 2a3z + a2)

2σ2
4σ

2
3

=

=
z2(σ2

3t
2 + σ2

4) + z(−2a4tσ
2
3 − 2a3σ

2
4) + a24σ

2
3 + a23σ

2
4

2σ2
4σ

2
3

=

=
σ2
3t

2 + σ2
4

2σ2
4σ

2
3

z2 + z

−2a4tσ
2
3 + 2a3σ

2
4

σ2
3t

2 + σ2
4

+
a24σ

2
3 + a23σ

2
4

σ2
3t

2 + σ2
4

 .

Äëÿ îáëåã÷åíèÿ âû÷èñëåíèé ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå:

k =
σ2
3t

2 + σ2
4

2σ2
4σ

2
3

, b = −2a4tσ
2
3 + 2a3σ

2
4

σ2
3t

2 + σ2
4

, c =
a24σ

2
3 + a23σ

2
4

σ2
3t

2 + σ2
4

,

Ïåðâûé èíòåãðàë ïðèíèìàåò âèä
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1

2πσ4σ3

∫ ∞

0
e−k(z2+bz+c)zdz =

=
1

2πσ4σ3

∫ ∞

0
e−k((z+ b

2 )
2+d)zdz.

Ñäåëàåì çàìåíû z + b
2 = u, d = c − b2

4 . Òîãäà ïåðâûé èíòåãðàë

ïðèíèìàåò âèä

1

2πσ4σ3

∫ ∞

b/2
e−k(u2+d)(u− b

2
)du =

=
e−kd

2πσ4σ3
(
∫ ∞

b/2
e−ku2

udu− b

2

∫ ∞

b/2
e−ku2

du).

Òàê êàê ∫ ∞

b/2
e−ku2

udu =
e−

kb2

4

2k
,

è
∫∞
b/2 e

−ku2

du ïîñëå çàìåíû u
√
2k = v ïðèíèìàåò âèä

∞∫
b
√

k
2

e−
v2

2
dv√
2k

=

=

√
π

k

1− Φ

b
√√√√k

2


 ,

òî 1-é èíòåãðàë ðàâåí

e−kd

2πσ4σ3
(
∫ ∞

b/2
e−ku2

udu− b

2

∫ ∞

b/2
e−ku2

du) =

=
e−kd

2πσ4σ3

e−
kb2

4

2k
− b

2

√
π

k

1− Φ

b
√√√√k

2



 .

Òåïåðü âû÷èñëèì 2-é èíòåãðàë. Ñ ñîõðàíåíèåì îáîçíà÷åíèé, ââå-

äåííûõ ïðè âû÷èñëåíèè ïåðâîãî èíòåãðàëà, ïîëó÷àåì

∫ 0

−∞

1

σ4
√
2π

e
− (zt−a4)

2

2σ2
4

1

σ3
√
2π

e
− (z−a3)

2

2σ2
3 zdz =
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=
e−kd

2πσ4σ3

−e−
kb2

4

2k
− b

2

√
π

k

Φ
b
√√√√k

2



 .

Â èòîãå

fZ(t+ ρ) =
e−kd

2πσ4σ3

e−
kb2

4

2k
− b

2

√
π

k

1− Φ

b
√√√√k

2



−

− e−kd

2πσ4σ3

−e−
kb2

4

2k
− b

2

√
π

k
Φ

b
√√√√k

2


 =

=
e−kd

2πσ4σ3

e−
kb2

4

k
+ b

√
π

k
Φ

b
√√√√k

2

− b

2

√
π

k

 .

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû èñïîëüçîâàëèñü â ðàáîòàõ [181], [182], [191].

Åñëè êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ èçâåñòíà íå ïîëíîñòüþ (íàïðèìåð,

ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàìåòðîâ σ2, H), òî ìîæíî çàìåíèòü ïàðàìåòðû

èõ ñîñòîÿòåëüíûìè îöåíêàìè. Êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû îá îäíî-

ðîäíîñòè ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ïî ïëîòíî-

ñòè ðàñïðåäåëåíèÿ (àñèìïòîòè÷åñêîãî, åñëè âìåñòî ïàðàìåòðîâ ïîä-

ñòàâëÿþòñÿ îöåíêè).

3.7 Ìîäåëü ñ çàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, ðàñ-

ïðåäåëåííûìè ïî ñèììåòðè÷íîìó óñòîé÷èâîìó çàêîíó

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿþòñÿ ñîâìåñòíûìè ñ Â. Å. Õèöåíêî

è Â. Ñ. Êîñòèíûì è îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [167].

Ìîäåëèðóåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ýëå-

ìåíòû êîòîðîé èìåþò ñèììåòðè÷íîå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå óñòîé-

÷èâîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ýëåìåíòîâ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ ïàðàìåòðàìè: ïàðàìåòðîì Õåðñòà,
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ðåãóëèðóþùèì õàðàêòåð çàâèñèìîñòè; ïàðàìåòðîì óñòîé÷èâîãî çà-

êîíà, îïðåäåëÿþùèì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

ê íóëþ ñ ðîñòîì àðãóìåíòà; ìàñøòàáíûì ïàðàìåòðîì. Îáîñíîâàíû

è ðåàëèçîâàíû ñèëüíî ñîñòîÿòåëüíûå ìåòîäû îöåíèâàíèÿ ýòèõ ïà-

ðàìåòðîâ. Ïðîèçâåäåíî ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ îöåíèâàíèÿ

ïàðàìåòðà Õåðñòà.

Îòìåòèì, ÷òî ôðàêòàëüíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ

óäîâëåòâîðèòåëüíîé ìîäåëüþ ýêîíîìè÷åñêèõ âðåìåííûõ ðÿäîâ, ïðè-

ðàùåíèÿ êîòîðûõ, êàê ïðàâèëî, îòëè÷àþòñÿ îò íîðìàëüíûõ áîëåå

¾òÿæåëûìè õâîñòàìè¿. Íà ýòî óêàçûâàåò À. Í. Øèðÿåâ â ðàáîòå

[98] (ãë.3).

Äðóãîé àâòîìîäåëüíûé ïðîöåññ � ïðîöåññ Ëåâè, ò. å. ïðîöåññ ñ

íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè, ðàñïðåäåëåííûìè ïî óñòîé÷èâîìó çà-

êîíó, ââåäåííûé â ðàáîòàõ Ëåâè è Õèí÷èíà (ñì. [137]). Â ýòîé ìîäåëè

íåò çàâèñèìîñòè ïðèðàùåíèé, ïðîÿâëÿþùåé ñåáÿ â ýêîíîìè÷åñêèõ

äàííûõ.

Îáîáùåíèåì îáåèõ ýòèõ ìîäåëåé â äèñêðåòíîì âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíûé àâòîìîäåëüíûé ïðîöåññ, ââåäåííûé Òàêêó. Åãî ñâîéñòâà

ñèñòåìàòè÷åñêè èçó÷åíû â ìîíîãðàôèè Ñàìîðîäíèöêîãî è Òàêêó

[152]. Ïðèðàùåíèÿ ýòîãî ïðîöåññà çàäàþòñÿ êàê ñêîëüçÿùèå ñðåä-

íèå îò íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàñïðåäåëåííûõ ïî óñòîé-

÷èâîìó çàêîíó. Êîýôôèöèåíòû ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî âûáèðàþòñÿ

ñïåöèàëüíûì îáðàçîì äëÿ îáåñïå÷åíèÿ àâòîìîäåëüíîñòè ïðîöåññà è

îêàçûâàþòñÿ óáûâàþùèìè ïî ñòåïåííîìó çàêîíó ñ ðîñòîì ëàãà.

Îöåíèâàíèþ ïàðàìåòðîâ ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ,

à òàêæå ïàðàìåòðîâ ïðîöåññîâ Ëåâè ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî ñòà-

òåé. Àâòîðó íå èçâåñòíû ðàáîòû, â êîòîðûõ îöåíèâàëèñü áû ïàðà-

ìåòðû ëèíåéíîãî àâòîìîäåëüíîãî ïðîöåññà, îäíàêî ïîñòðîåíèå ïðî-

öåäóð òàêîãî îöåíèâàíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ òåìîé íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ.
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Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ñïîñîá ãåíåðàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

íåãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ óñòîé÷èâûé àáñîëþòíî

íåïðåðûâíûé ñèììåòðè÷íûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè ýòîì ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìûìè, è âîçìîæíî ðåãóëèðîâàòü

õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ïðèðàùåíèé ïî àíàëîãèè ñ ïîêàçàòåëåì Õåð-

ñòà ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ. ×àñòíûìè ñëó÷àÿìè òà-

êèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿþòñÿ ôðàêòàëüíûé ãàóññîâñêèé øóì

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèðàùåíèé ïðîöåññà Ëåâè.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ýëåìåíòîâ òàêèõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé íå ÿâëÿåòñÿ àâòîìîäåëüíîé (çà èñêëþ÷åíèåì äâóõ óïîìÿ-

íóòûõ âûøå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ), íî ÿâëÿåòñÿ ïîëåçíîé ìîäåëüþ âðå-

ìåííûõ ðÿäîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ ïðè ýêîíîìè÷åñêîì àíàëèçå. Ìîäåëü

õàðàêòåðèçóåòñÿ òðåìÿ ïàðàìåòðàìè, äëÿ êîòîðûõ îáîñíîâàíû è ðå-

àëèçîâàíû ñîñòîÿòåëüíûå ïðîöåäóðû îöåíèâàíèÿ. Íàðÿäó ñ îöåíêà-

ìè ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, òðóäîåìêîñòü âû÷èñëå-

íèÿ êîòîðûõ î÷åíü âåëèêà, ïðåäëîæåíû è îáîñíîâàíû ñèëüíî ñîñòî-

ÿòåëüíûå ïðîöåäóðû îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ, èìåþùèå ìàëóþ òðó-

äîåìêîñòü âû÷èñëåíèÿ, ëèíåéíî çàâèñÿùóþ îò îáúåìà èññëåäóåìûõ

äàííûõ. Äëÿ ïàðàìåòðà àâòîìîäåëüíîãî çàêîíà ýòî ìåòîä ìîìåíòîâ

ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèåé, à äëÿ ïàðàìåòðà Õåðñòà � áèíàðíûé

çíàêîâûé ìåòîä. Ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòè ñïîñîáû äàþò

ïîãðåøíîñòü îöåíèâàíèÿ, áëèçêóþ â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå

ê ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Â òî æå âðåìÿ

òðóäîåìêîñòü ýòèõ ñïîñîáîâ ãîðàçäî íèæå.

Èçëîæèì àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ çàâèñè-

ìûìè ïðèðàùåíèÿìè, ðàñïðåäåëåííûìè ïî óñòîé÷èâîìó íåãàóññîâ-

ñêîìó ñèììåòðè÷íîìó çàêîíó ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì ðàñïðåäå-

ëåíèåì.

Àëãîðèòì ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñíà÷àëà ãåíåðèðóåòñÿ ôðàêòàëüíûé
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ãàóññîâñêèé øóì, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèðàùåíèé ôðàêòàëüíî-

ãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ñ çàäàííîé çàâèñèìîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé

ïîêàçàòåëåì Õåðñòà. Çàòåì ýòà íîðìàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðå-

îáðàçóåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ óñòîé÷èâûì ñèììåòðè÷íûì çàêî-

íîì ðàñïðåäåëåíèÿ, íî ñ áîëåå òÿæåëûìè õâîñòàìè è ñ ñîõðàíåíèåì

òðåáóåìîé çàâèñèìîñòè.

Àëãîðèòì 3.5 1. Ãåíåðèðîâàíèå âåêòîðà W = (W1, . . . ,Wn)
T

íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñî ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì

ðàñïðåäåëåíèåì.

2. Ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà W âî ôðàêòàëüíûé ãàóññîâñêèé øóì

ñ ïàðàìåòðîì H, 0 < H < 1 íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ êîððåëÿöè-

îííîé ìàòðèöû [130]: ìàòðèöó

R = (r(i− j))ni,j=1,

ãäå

r(k) = corr(Xi; Xi+k) =
1

2

(
|k + 1|2H + |k − 1|2H − 2|k|2H

)
,

ïîäâåðãàåì äåêîìïîçèöèè ïî Õîëåöêîìó ê âèäó R = AAT , ãäå

A � íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Äàëåå ôîðìèðóåì âåêòîð

ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà ïî ñõåìå X = AW.

3. Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèðàùåíèé ê àâòîìîäåëüíîìó çàêîíó ïî ôîð-

ìóëå

Yi = Fα
−1(Φ(Xi)),

ãäå Φ � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çà-

êîíà, Fα � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñèììåòðè÷íîãî àâòîìî-

äåëüíîãî çàêîíà.

Âû÷èñëåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fα ñèììåòðè÷íîãî àáñîëþò-

íî íåïðåðûâíîãî àâòîìîäåëüíîãî çàêîíà ðàññìàòðèâàåòñÿ íèæå. Ïà-

ðàìåòð α ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç ïîëóèíòåðâàëà (1; 2].
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Îòìåòèì, ÷òî Yi ðàñïðåäåëåíû êàê ïðèðàùåíèÿ àâòîìîäåëüíîãî

ïðîöåññà ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè, îäíàêî ÷àñòè÷íûå ñóììû

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Yi íå îáðàçóþò àâòîìîäåëüíîãî ïðîöåññà (ïðè

îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ H ̸= 1/2 è α ̸= 2). Îòñóò-

ñòâèå àâòîìîäåëüíîñòè ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëå-

íèåì ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû Y1+Y2. Ïàðàìåòðàìè ïðîöåññà ÿâëÿþòñÿ

ïîêàçàòåëü Õåðñòà H ∈ (0; 1) è êîýôôèöèåíò àâòîìîäåëüíîñòè ïðè-

ðàùåíèé α ∈ (1; 2]. Ïðè H = 1/2 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Yi ÿâëÿþòñÿ

ïðèðàùåíèÿìè ïðîöåññà Ëåâè (â äèñêðåòíîì âðåìåíè). Ïðè α = 2

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Yi îáðàçóþò ôðàêòàëüíûé ãàóññîâñêèé øóì (â

äèñêðåòíîì âðåìåíè).

Ñëåäóÿ [149], ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðèçàöèþ (A) Çîëîòà-

ðåâà [41]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ïàðàìåòðèçàöèåé, õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêàÿ ôóíêöèÿ ñèììåòðè÷íîãî àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî àâòîìîäåëü-

íîãî çàêîíà èìååò âèä

φ(λ) = exp (−σα|λ|α) .

Â ÷àñòíîñòè, ïðè α = 2 ïîëó÷àåì öåíòðèðîâàííîå íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå ñ äèñïåðñèåé 2σ2.

Ïóñòü Fα � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñèììåòðè÷íîãî àáñîëþòíî

íåïðåðûâíîãî óñòîé÷èâîãî çàêîíà. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïëîòíîñòü ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ðàâíà

fα(x) =
1

π

∫ ∞

0
cos(tx) exp (−tα) dt.

Ðàñêëàäûâàÿ êîñèíóñ â ðÿä è èíòåãðèðóÿ, ìîæíî ïðèéòè ê ôîð-

ìóëå

Fα(x) =
1

2
+

1

π

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

α(2n+ 1)!
Γ

(
2n+ 1

α

)
.

Çäåñü Γ � ãàììà-ôóíêöèÿ.

Ðÿä ñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ x ∈ R ïðè α ∈ (1; +∞).
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Â îáëàñòè ñõîäèìîñòè ðÿä èìååò ñìûñë ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

óñòîé÷èâîãî çàêîíà ïðè α ≤ 2.

Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α è îò

çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé x. ×åì ìåíüøå α è áîëüøå |x|, òåì áîëüøå

òðåáóåòñÿ ñëàãàåìûõ. Òàê, ïðè α = 1, 1, x = 10 è çàäàííîé òî÷íîñòè

10−6 òðåáóåòñÿ ïîðÿäêà 1010 ñëàãàåìûõ. Ïðè α = 1 ðÿä ñõîäèòñÿ

òîëüêî äëÿ |x| < 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðàêòè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ ïî ýòîé ôîðìóëå âîç-

ìîæíû äëÿ α > 1, íå ñëèøêîì áëèçêèõ ê 1.

Ïîýòîìó åñòü ïîòðåáíîñòü â àëãîðèòìå, ïîçâîëÿþùåì âû÷èñëÿòü

Fα ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé α ∈ (1; 2).

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì Íîëàíà, èçëîæåííûé â [149].

Àëãîðèòì îñíîâàí íà òîì, ÷òî èíòåãðàë, âû÷èñëÿþùèé ôóíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðèâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé çàìåíû ê èíòå-

ãðàëó îò îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè ïî êîíå÷íîìó ïðîìåæóòêó.

Äëÿ íàøåé çàäà÷è ïðèíèìàåì β = 0 (ðàñïðåäåëåíèå íå ñîäåðæèò

äèñêðåòíîé êîìïîíåíòû), σ = 1 (ïàðàìåòð ìàñøòàáà ðàâåí 1), µ = 0

(ñìåùåíèå íóëåâîå).

Ââåäåííóþ â [149] ôóíêöèþ V (θ;α, β) ïðè β = 0 îáîçíà÷èì Vα(θ).

Ïîëó÷àåì

Vα(θ) =

 cos θ

sin(αθ)

 α
α−1

· cos((α− 1)θ)

cos θ
.

Òåîðåìà 1 èç [149] ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Äëÿ x > 0

fα(x) =
αx

1
α−1

π(α− 1)

∫ π/2

0
Vα(θ) exp

(
−x

α
α−1Vα(θ)

)
dθ;

Fα(x) = 1− 1

π

∫ π/2

0
exp

(
−x

α
α−1Vα(θ)

)
dθ;

fα(−x) = fα(x); Fα(−x) = 1− Fα(x).
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Êðîìå òîãî, fα(0) =
Γ(1+ 1

α)
π ; Fα(0) =

1
2 .

Â [149] îòìå÷åíî, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ exp
(
−x

α
α−1Vα(θ)

)
îãðàíè÷åíà, íåïðåðûâíà è ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî θ íà îòðåçêå èí-

òåãðèðîâàíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî îíà ðàâíà 0 â òî÷êå 0, è ðàâíà 1 â òî÷êå

π/2. Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé Fα(x) áóäåì ïðîâîäèòü ÷èñëåííûì èíòå-

ãðèðîâàíèåì. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àè áîëüøèõ èëè ìàëåíü-

êèõ çíà÷åíèé x. Ïðè áîëüøèõ x ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ î÷åíü

áëèçêà ê 0 âñþäó íà îòðåçêå, çà èñêëþ÷åíèåì ìàëîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè π/2. Ïðè áëèçêèõ ê íóëþ x ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ î÷åíü

áëèçêà ê 1 âñþäó íà îòðåçêå, çà èñêëþ÷åíèåì ìàëîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè 0.

Â çàâèñèìîñòè îò òðåáóåìîé òî÷íîñòè ∆ > 0 è çíà÷åíèÿ ïåðåìåí-

íîé x íàéäåì íèæíþþ ãðàíèöó èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ θ− äëÿ

áîëüøèõ çíà÷åíèé x. Ïóñòü θ− = π
2−ε. Ïðè ε → 0 ôóíêöèÿ Vα(

π
2−ε)

îäíîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ñ (sin ε)
α

α−1−1 ∼ ε
1

α−1 . Èç ðàâåíñòâà

exp
(
−x

α
α−1ε

1
α−1

)
= ∆

ïîëó÷àåì

ε = (− ln∆)α−1x−α; θ− =
π

2
− (− ln∆)α−1x−α.

Ýòîò èíòåðâàë áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðè ε < (− ln∆)−1, òî åñòü

ïðè x > − ln∆.

Íàéäåì âåðõíþþ ãðàíèöó èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ θ+ äëÿ ìà-

ëûõ çíà÷åíèé x â çàâèñèìîñòè îò ∆ > 0 è x. Ïóñòü θ− = π
2 − ε. Ïðè

θ → 0 ôóíêöèÿ Vα(θ) ýêâèâàëåíòíà (αθ)−
α

α−1 ∼ ε
1

α−1 . Èç ýêâèâàëåíò-

íîñòè

exp
(
−x

α
α−1 (αθ)−

α
α−1

)
∼ 1−∆

ïîëó÷àåì

θ ∼ x

α∆
α−1
α

.
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Ïîëîæèì θ+ ðàâíûì ïðàâîé ÷àñòè:

θ+ =
x

α∆
α−1
α

.

Ýòîò èíòåðâàë áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðè θ+ < 0, 1, òî åñòü ïðè

x < 0,1α∆
α−1
α .

Èòàê, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì. Äëÿ äàííûõ α ∈ (1; 2),

∆ > 0 îïðåäåëÿåì èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ:

åñëè x > − ln∆, òî θ− = π
2 − (− ln∆)α−1x−α; èíà÷å θ− = 0;

åñëè x < 0,1α∆
α−1
α , òî θ+ = x

α∆
α−1
α
; èíà÷å θ+ = π

2 .

Íà èíòåðâàëå (0; θ−) ïðèíèìàåì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ ðàâ-

íîé 0;

íà èíòåðâàëå (θ+; π
2 ) ïðèíèìàåì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ ðàâ-

íîé 1;

íà èíòåðâàëå (θ−; θ+) âû÷èñëÿåì èíòåãðàë íà îñíîâå êâàäðàòóð-

íîé ôîðìóëû Ãàóññà�Êðîíðîäà ñ 61 òî÷êîé ([79], �12.9).

Äëÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé x èñïîëüçóåì ôîðìóëó Fα(−x) =

1− Fα(x).

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû àëãî-

ðèòìà Íîëàíà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ α ∈ [1, 1; 2] è x ∈ [−10; 10]

ïîãðåøíîñòü íå ïðåâîñõîäèò 10−14.

Îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

ïî âûáîðêå Y = (Y1, . . . , Yn) ñîñòîèò â ìàêñèìèçàöèè ïëîòíîñòè ñîâ-

ìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

f(X) =
1

(2π)n/2σn
√
detR

exp(− 1

2σ2
XTR−1X),

ãäå X = (X1, . . . , Xn),

Xi = Φ−1(Fα(Yi)).

Ìàêñèìèçàöèþ íóæíî ïðîâîäèòü ïî ñîâîêóïíîñòè ïàðàìåòðîâ

α, H, σ. Îäíàêî òàêàÿ ïðîöåäóðà îêàçûâàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíî ñëîæ-
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íîé, è äëÿ âûáîðîê áîëüøîãî îáúåìà åå ðåàëèçîâàòü íå óäàåòñÿ. Ïî-

ýòîìó áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì: ñíà÷àëà íàéäåì

îöåíêó ïàðàìåòðà α â íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè, çàòåì åå óòî÷íèì.

Ïîòîì íàéäåì îöåíêè ïàðàìåòðîâ σ è H.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ îöåíêè ïàðàìåòðà α áóäåì

èñïîëüçîâàòü îöåíêó ïî ¾õâîñòó¿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòà îöåíêà îñíîâà-

íà íà òîì, ÷òî ëåâûé è ïðàâûé ¾õâîñòû¿ ñèììåòðè÷íîãî óñòîé÷èâî-

ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì α àñèìïòîòè÷åñêè ïðîïîðöèîíàëüíû

x−α. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ h ïëîòíîñòü ðàñïðå-

äåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû YiI{|Yi| ≥ h} ïðèáëèæåííî ðàâíà

f(x) = K|x|−α−1I{|x| ≥ h}.

Íàéäåì êîíñòàíòó K èç óñëîâèé íîðìèðîâêè:

2
∫ ∞

h
f(x)dx =

2Kh−α

α
,

K =
αhα

2
.

Íàéäåì îöåíêó ïàðàìåòðà α:

ln f(x) = lnα + α lnh− ln 2− (α + 1)I{|x| ≥ h} ln |x|,
∂

∂α
ln f(x) =

1

α
+ lnh− I{|x| ≥ h} ln |x|,

n∑
i=1

(
1

α
+ lnh− I{|Yi| ≥ h} ln |Yi|

)
= 0,

α̂ =
1

I{|Y | ≥ h} ln |Y | − lnh
.

Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ê íàèáîëåå òî÷íûì ðåçóëü-

òàòàì ïðèâîäèò âûáîð â êà÷åñòâå h 15% -é òî÷êè, òî åñòü ÷èñëà,

êîòîðîå ïî ìîäóëþ ïðåâîñõîäÿò 15% ýëåìåíòîâ âûáîðêè.

Òåîðåìà 3.6 Îöåíêà α̃, ìàêñèìèçèðóþùàÿ
n∑

i=1

ln fα(Yi),
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ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà α.

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

E ln fα(Y1) = 2
∫ ∞

0
fα(x) ln fα(x)dx.

Òàê êàê fα(+0) = fα(0) =
1
πΓ(1 +

1
α) < ∞, òî∫ 1

0
fα(x) ln fα(x)dx

ñõîäèòñÿ. Òàê êàê fα(x) ∼ Cx−α−1 ïðè x → +∞, òî∫ ∞

1
fα(x) ln fα(x)dx

ñõîäèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, E ln fα(Y1) ñóùåñòâóåò.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ln fα(Yi) � ýòî ôóíêöèè îò Zi � êîìïîíåíò

ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Zi}
ñòàöèîíàðíà, è åå êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ ðî-

ñòîì ëàãà, òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ln fα(Yi)} âûïîëíåí óñèëåí-
íûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë:

1

n

n∑
i=1

ln fα(Yi) → E ln fα(Y1)

ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñîãëàñíî ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìå Áèðêãîôà (ñì.,

íàïð., [82], ñ. 308).

Â ñëó÷àå H = 1/2 îöåíêà α̃ ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî

ïðàâäîïîäîáèÿ, è åå ñèëüíàÿ ñîñòîÿòåëüíîñòü ñëåäóåò èç îáùèõ òåî-

ðåì îá îöåíêàõ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ

E ln fα(Y1), à òàêæå îãðàíè÷åííîñòè fα(x) è åå íåïðåðûâíîñòè ïî ïà-

ðàìåòðó α ïðè α ∈ [1; 2] (ñì. [9], ñ. 122, ñëåäñòâèå 3).

Â ñëó÷àå H ̸= 1/2 îöåíêà α̃ íå ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî

ïðàâäîïîäîáèÿ, íî îíà îòûñêèâàåòñÿ ìàêñèìèçàöèåé òîé æå ñóììû,

÷òî è â ñëó÷àå íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò, è â ñèëó ñõîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ

ñèëüíî ñîñòîÿòåëüíîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ σ2 è H ïðåîáðàçóåì äàííûå ê íîð-

ìàëüíîìó çàêîíó.

Íàõîæäåíèå îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ è îöåíêè áè-

íàðíûì çíàêîâûì ìåòîäîì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñëå ýòîãî ïðåîáðàçî-

âàíèÿ òàê, êàê ýòî áûëî îïèñàíî â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàãðàôàõ.

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû äëÿ ìîäåëüíûõ äàííûõ.

Àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ è àëãîðèòìû îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ

áûëè ðåàëèçîâàíû äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ H îò 0,1 äî 0,9 ñ øàãîì

0,1. Øàã ïî α òàêæå ðàâåí 0,1, çíà÷åíèÿ îò 1,1 äî 1,9. Ðåçóëüòàòû,

ïðèâåäåííûå â òàáëèöàõ, ïîëó÷åíû óñðåäíåíèåì 7218 âû÷èñëåíèé

äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ α è H. Îáúåì âûáîðêè n âî âñåõ ñëó÷àÿõ ðàâ-

íÿëñÿ 1024. ×åðåç α̂ è σ̂α îáîçíà÷åíû ñðåäíåå âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå

è âûáîðî÷íîå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå îöåíêè ïàðàìåòðà

α.

Òàáëèöà 3.11. Ðåçóëüòàòû îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà α ìîäèôèöèðî-

âàííûì ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

α 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9

α̂ 1,101 1,201 1,303 1,402 1,503 1,601 1,700 1,803 1,903

σ̂α 0,023 0,026 0,028 0,029 0,031 0,032 0,032 0,032 0,029

Â ñëåäóþùåé òàáëèöå ÷åðåç Ĥ è B̂H îáîçíà÷åíû ñðåäíåå âûáîðî÷-

íîå çíà÷åíèå è âûáîðî÷íîå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå îöåí-

êè ïàðàìåòðà H ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-

äîïîäîáèÿ.

Òàáëèöà 3.12. Ðåçóëüòàòû îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà H ìîäèôèöèðî-

âàííûì ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.
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H 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

Ĥ 0,100 0,200 0,300 0,399 0,499 0,599 0,699 0,799 0,898

B̂H 0,011 0,015 0,017 0,018 0,019 0,020 0,020 0,021 0,021

Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå îöåíêè ìåíüøå ïðè ìàëûõ H.

Â òàáëèöå 3.13 ÷åðåç H̃ è B̃H îáîçíà÷åíû ñðåäíåå âûáîðî÷íîå çíà-

÷åíèå è âûáîðî÷íîå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå îöåíêè ïàðà-

ìåòðà H áèíàðíûì çíàêîâûì ìåòîäîì.

Òàáëèöà 3.13. Ðåçóëüòàòû îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà H áèíàðíûì

çíàêîâûì ìåòîäîì.

H 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

H̃ 0,100 0,200 0,299 0,399 0,499 0,600 0,699 0,798 0,893

B̃H 0,032 0,031 0,031 0,029 0,029 0,029 0,030 0,037 0,045

Îöåíêà áèíàðíûì çíàêîâûì ìåòîäîì èìååò îòðèöàòåëüíîå ñìå-

ùåíèå, âîçðàñòàþùåå ïî ìîäóëþ ñ ðîñòîì H.

Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå îöåíêè ïî÷òè íå çàâèñèò îò ïà-

ðàìåòðà.

Ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé, ïðèâåäåííûå â òàáëèöàõ 3.12

è 3.13, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îòíîøåíèå B̃H/B̂H íå ïðåâîñõîäèò 1,5

äëÿ 0, 5 ≤ H ≤ 0, 7. Îòìåòèì, ÷òî òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà H òè-

ïè÷íû äëÿ ðÿäà ïðèëîæåíèé. Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà H äëÿ

äîñòèæåíèÿ òàêîãî æå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ îöåíêè

ìîäèôèöèðîâàííûì çíàêîâûì ìåòîäîì òðåáóåòñÿ ïðèìåðíî â 2,25

ðàçà áîëüøå íàáëþäåíèé, ÷åì äëÿ îöåíêè ìîäèôèöèðîâàííûì ìå-

òîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Èñïîëüçîâàíèå ìîäèôèöèðî-

âàííîãî çíàêîâîãî ìåòîäà ïðåäñòàâëÿåòñÿ îïðàâäàííûì ââèäó åãî

ìàëîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè â ñèòóàöèè, êîãäà îáúåì íàáëþ-

äàåìûõ äàííûõ âåëèê.
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3.8 Ðåçóëüòàòû ãëàâû 3

Â ãëàâå 3 ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

• Ïîëó÷åí íîâûé ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé ïðîâåðêè íîðìàëüíî-
ñòè ìàëûõ âûáîðîê, îñíîâàííûé íà îòíîøåíèè ðàçìàõà âûáîðêè

ê ìèíèìàëüíîìó ñïåéñèíãó. Ïîêàçàíî, ÷òî îí ëó÷øå êðèòåðèÿ

Øàïèðî�Óèëêà ïðè ðåçêî àñèììåòðè÷íûõ àëüòåðíàòèâàõ. Èñ-

ïðàâëåíû êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ äëÿ êðèòåðèÿ Øàïèðî�Óèëêà.

• Ïîëó÷åí ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû î òîì, ÷òî

ïîêàçàòåëü Õåðñòà H ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà ðàâåí

1/2 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû H ̸= 1/2. Êðèòåðèé îñ-

íîâàí íà èñïîëüçîâàíèè îöåíêè ïàðàìåòðà áèíàðíûì çíàêîâûì

ìåòîäîì, íàéäåííîé â ïðåäûäóùåé ãëàâå.

• Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè ôðàêòàëüíîãî

ãàóññîâñêîãî øóìà. Ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé îòâåðãàåò ãèïîòå-

çó îá îòñóòñòâèè ðàçëàäêè, åñëè ðàçíîñòü ìåæäó îöåíêàìè ïà-

ðàìåòðà Õåðñòà ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Êðèòè÷åñêèå

çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ðåçóëüòàòàì ìîäåëèðîâàíèÿ ôðàê-

òàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà. Ïîêàçàíî, ÷òî íàèëó÷øèì îêàçû-

âàåòñÿ êðèòåðèé, èñïîëüçóþùèé îöåíêè áèíàðíûì çíàêîâûì ìå-

òîäîì è ìåòîäîì äèñïåðñèè.

• Ïðåäëîæåí êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ñòàöèîíàðíîñòè ãàóñ-

ñîâñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Êðèòåðèé îñíîâàí íà âû÷èñëåíèè

ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ ñóìì ýëåìåíòîâ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ïðè âûïîëíåíèè ãèïîòåçû.

• Ïðåäëîæåíà è èçó÷åíà íîâàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü � ñòàöèî-

íàðíàÿ ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ýëåìåíòû êîòîðîé èìåþò

ñèììåòðè÷íîå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå óñòîé÷èâîå ðàñïðåäåëå-
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íèå. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ ïàðàìåòðàìè: ïàðàìåòðîì Õåðñòà, ðåãóëè-

ðóþùèì õàðàêòåð çàâèñèìîñòè; ïàðàìåòðîì óñòîé÷èâîãî çàêî-

íà, îïðåäåëÿþùèì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-

íèÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì àðãóìåíòà; ìàñøòàáíûì ïàðàìåòðîì. Îáîñ-

íîâàíû è ðåàëèçîâàíû ñèëüíî ñîñòîÿòåëüíûå ìåòîäû îöåíèâà-

íèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Ïðîèçâåäåíî ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ ìåòî-

äîâ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà Õåðñòà.
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ÃËÀÂÀ 4

Àíàëèç îäíîðîäíîñòè òåêñòîâ

4.1 Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ

Èíòåðíåò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó, ñòðóêòóðíûìè ýëåìåí-

òàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ òåêñòû. Âîçíèêàåò çàäà÷à àíàëèçà ýòèõ ýëå-

ìåíòîâ. Òåêñòû ìîãóò èìåòü âíóòðåííþþ ñòðóêòóðó, â ÷àñòíîñòè,

áûòü ñîñòàâëåííûìè èç ðàçíîðîäíûõ ÷àñòåé, ÷òî âûÿâëÿåòñÿ ìåòî-

äàìè îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè. Êàê áóäåò ïîêàçàíî, ìîäåëü âûáîðêè

íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå àäåêâàòíîé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òåêñòîâ, è äëÿ

îäíîðîäíûõ òåêñòîâ èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêî-

ãî øóìà, à äëÿ ðàçíîðîäíûõ � ìîäåëü ðàçëàäêè ôðàêòàëüíîãî ãàóñ-

ñîâñêîãî øóìà. Äëÿ àíàëèçà òåêñòîâ èñïîëüçóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé

àïïàðàò îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè â ìîäåëè âûáîðêè, îáíàðóæåíèÿ çà-

âèñèìîñòè ýëåìåíòîâ (îòëè÷èÿ êîýôôèöèåíòà Õåðñòà îò 1/2 â ìîäå-

ëè ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà), ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè îá-

íàðóæåíèÿ ðàçëàäêè ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà, òî åñòü èç-

ìåíåíèÿ åãî ïàðàìåòðîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿåòñÿ âåñü ìàòåìà-

òè÷åñêèé àïïàðàò, ðàçðàáîòàííûé â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ.

Â ïàðàãðàôå 4.2 ðàññìîòðåíû îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñò-

íûå ìîäåëè òåêñòà. Ðàññìîòðåíû ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà îöåíîê

ïàðàìåòðîâ, îòûñêèâàåìûõ íà îñíîâàíèè ñòàòèñòèêè ÷èñëà ðàçíûõ

ñëîâ. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîëè÷åñòâ ðàçíûõ ñëîâ â ìîäåëè Ìàí-

äåëüáðîòà âûïîëíÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ

òåîðåìà. Ïîêàçàíà íåàäåêâàòíîñòü ìîäåëè âûáîðêè (ñèñòåìàòè÷å-

ñêîå èçìåíåíèå îöåíîê ïàðàìåòðîâ ñ ðîñòîì îáúåìà òåêñòà). Â ïàðà-

ãðàôå 4.3 ðàçðàáîòàí ìåòîä àâòîðñêîãî èíâàðèàíòà � ñïîñîá ñîïî-

ñòàâëåíèÿ òåêñòó ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîõðàíÿþùåé ñâîè

ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà äëÿ ôèêñèðîâàííîãî àâòîðà. Ñòàòèñòè÷å-
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ñêèå êðèòåðèè îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ àíàëèçà

îäíîðîäíîñòè òåêñòîâ, à òàêæå êîìáèíàöèé òåêñòîâ ðàçíûõ àâòî-

ðîâ. Âûðàáîòàíû ðåêîìåíäàöèè ê èñïîëüçîâàíèþ ýòèõ ìåòîäîâ äëÿ

èññëåäîâàíèÿ àâòîðñòâà. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ñîáðàíèÿ ñî÷èíåíèé è

ïîêàçàíî, ÷òî ìîäåëü âûáîðêè äëÿ òåêñòîâ îäíîãî àâòîðà (è ìîäåëü

ðàçëàäêè äëÿ òåêñòîâ äâóõ àâòîðîâ) ñòàíîâÿòñÿ íåàäåêâàòíûìè ïðè

áîëüøîì îáúåìå òåêñòà. Â ïàðàãðàôå 4.4 ìåòîäû îáíàðóæåíèÿ ôðàê-

òàëüíîñòè è ìåòîäû îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâ-

ñêîãî øóìà ïðèìåíÿþòñÿ ê àíàëèçó òåêñòîâ îäíîãî è äâóõ àâòîðîâ.

Â ïàðàãðàôå 4.5 ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû 4.

4.2 Îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè ñòàòè-

ñòèê òåêñòà

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿþòñÿ ñîâìåñòíûìè ñ Í. Ñ. Çàêðåâ-

ñêîé è Ì. Ã. ×åáóíèíûì è îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [163], [171].

4.2.1 Îöåíêè ïàðàìåòðîâ è èõ ñîñòîÿòåëüíîñòü

Îáúåêòîì èçó÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòèêè òåêñòà íà åñòåñòâåííîì

ÿçûêå. Èññëåäóåòñÿ àäåêâàòíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ ýòèõ ñòàòèñòèê

ñ ïîìîùüþ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé:

Ìàíäåëüáðîòà ñ áåñêîíå÷íûì íîñèòåëåì, Öèïôà, ãåîìåòðè÷åñêî-

ãî. Òåêñò ìîäåëèðóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íåçàâèñèìûõ îäèíà-

êîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðîãðàììíî ðåàëèçîâàí

ïîäñ÷åò ñòàòèñòèê òåêñòà. Ìîíîòîííàÿ çàâèñèìîñòü ìàòåìàòè÷åñêî-

ãî îæèäàíèÿ ÷èñëà ðàçíûõ ñëîâ â òåêñòå îò ïàðàìåòðà â êàæäîé

èç èññëåäóåìûõ ìîäåëåé ïîçâîëÿåò ñòðîèòü îöåíêè ïî ìåòîäó ïîä-

ñòàíîâêè. Ðåàëèçîâàíû àëãîðèòìû îòûñêàíèÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ è

àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ ðåàëüíî äîñòèãíóòîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè.

Ïðîâåäåí àíàëèç ðÿäà ïîýòè÷åñêèõ òåêñòîâ íà ðóññêîì, àíãëèéñêîì,
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íåìåöêîì, ôðàíöóçñêîì ÿçûêàõ. Âûÿâëåíû çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ

îò ÿçûêà è îò ãîäà íàïèñàíèÿ ñòèõîòâîðåíèÿ.

Òåêñò íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ñëîâ X1, . . . , Xn. Çäåñü âåëè÷èíû Xi, i = 1, . . . , n, ïðèíèìàþò

çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå S, êîòîðîå ìû áóäåì íàçûâàòü ñëîâíèêîì ÿçû-

êà. Èññëåäóþòñÿ ñòàòèñòèêè òåêñòà, êîòîðûå íå ñâÿçàíû íåïîñðåä-

ñòâåííî ñ èìåíàìè ñëîâ, òî åñòü èçìåðèìûå îòíîñèòåëüíî ñèãìà-

àëãåáðû, ïîðîæäåííîé ñîáûòèÿìè {Xi = Xj}, 1 ≤ i < j ≤ n.

Èçó÷àåòñÿ àäåêâàòíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ ýòèõ ñòàòèñòèê ñ ïî-

ìîùüþ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé òåêñòà:

X1, . . . , Xn íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì

P
	
{X1 = i} = pi, i = 1, 2, . . .

Îáîçíà÷èì N (n) � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñëîâ â òåêñòå:

N (n) = 1 +
n∑

i=2

I{Xi ̸= Xj, j = 1, . . . , i− 1};

N
(n)
k � ÷èñëî ñëîâ, âñòðåòèâøèõñÿ ðîâíî k ðàç (k = 1, . . . , n):

N
(n)
k =

∑
1≤i1<...<ik≤n

I{Xi1 = . . . = Xik ̸= Xj, j ∈ {1, . . . , n}\{i1, . . . , ik} }.

Çàìåòèì, ÷òî N (n) =
∑n

k=1N
(n)
k .

Â ðàáîòàõ [1�3] èññëåäîâàí âèä ÷àñòîòíîãî ñïåêòðà {qi, i =
1, 2, . . .} òåêñòà:

qi =
k

n
, i = N (n)

n + . . .+N
(n)
k+1 + j, j = 1, . . . , N

(n)
k .

Äæ. Ê. Öèïô (ñì. [100]) ïîêàçàë, ÷òî ÷àñòîòíûé ñïåêòð áëèçîê

ê ôóíêöèè qi = S/i, i = 1, . . . ,M . Â ðàáîòå Á. Ìàíäåëüáðîòà [63]

ïðèâåäåí ðÿä òåîðåòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé (ïðîñòàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ

ìîäåëü, èíôîðìàöèîííàÿ ìîäåëü, ìàðêîâñêàÿ ìîäåëü), ïðèâîäÿùèõ
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ê çàêîíó qi = C · i−α, i = 1, . . . ,M , α > 1. Â ñòàòüå Þ. À. Øðåéäåðà

[99] òîò æå çàêîí ïîëó÷åí äëÿ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè íàèáîëüøåé

ñòåïåíè îáùíîñòè. Èññëåäîâàíèå ÷àñòîòíîãî ñïåêòðà ñîïðÿæåíî ñ

ðÿäîì òðóäíîñòåé. Òàê, åñëè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò âåðîÿò-

íîñòè p1 ≥ p2 ≥ . . . óïîòðåáëåíèÿ ñëîâ äàííûì àâòîðîì, òî qi → pi

ïî÷òè íàâåðíîå, íî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî òåêñòà (çà èñêëþ÷åíèåì

âûðîæäåííûõ èñêóññòâåííûõ ïðèìåðîâ) ÷èñëî ñëîâ, âñòðåòèâøèõñÿ

1 ðàç, ïîëîæèòåëüíî. Äëÿ ýòèõ ñëîâ qi = 1/n è ïëîõî àïïðîêñèìè-

ðóåòñÿ ïðèâåäåííûìè çàêîíàìè. Êðîìå òîãî, äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé i

òàêæå ìîãóò èìåòü ìåñòî îòêëîíåíèÿ îò ïðèâåäåííûõ çàêîíîâ, îáó-

ñëîâëåííûå îñîáåííîñòÿìè àâòîðñêîãî ñòèëÿ [99].

Ïîýòîìó â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçîâàí ñëåäóþùèé ïîäõîä: ïà-

ðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíèâàåòñÿ ïî çíà÷åíèþ ñòàòèñòèêè N (n), à

àäåêâàòíîñòü ìîäåëè ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòàòèñòèêè N
(n)
1 .

Ðàññìàòðèâàþòñÿ 3 ìîäåëè:

1) pi = C(α)i−α, i = 1, 2, . . .; α > 1. Çäåñü

C(α) =

 ∞∑
i=1

i−α

−1

(ðàñïðåäåëåíèå Ìàíäåëüáðîòà ñ áåñêîíå÷íûì íîñèòåëåì).

2) pi = S(M)i−1, i = 1, . . . ,M ; M � öåëîå. Çäåñü

S(M) =

M∑
i=1

i−1

−1

(ðàñïðåäåëåíèå Öèïôà).

3) pi = p(1− p)i−1, i = 1, 2, . . .; 0 < p < 1 (ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðå-

äåëåíèå).

Â [133] ïîëó÷åí ðÿä ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ ñòàòèñòèêè N
(n)
1 . Â

÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî åñëè limi→∞ pi+1/pi = 1 (êàê â ìîäåëè 1),

òî N
(n)
1 →p ∞ ïðè n → ∞ (òåîðåìà 3(1)). Åñëè lim supi→∞ pi+1/pi <
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1 (êàê â ìîäåëè 3), òî EN
(n)
1 ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî (òåîðåìà 2,

òåîðåìà 3(4)).

Ñëåäóþùàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ëåììà ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â äàëüíåé-

øåì.

Ëåììà 4.1 Äëÿ ëþáîãî n = 1, 2, . . ., âûïîëíåíî:

EN (n) =
∑∞

i=1(1− (1− pi)
n).

EN
(n)
k = ckn

∑∞
i=1 pi

k(1− pi)
n−k, k = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî.

EN (n) =
∞∑
i=1

P({X1 = i} ∪ . . . ∪ {Xn = i})

=
∞∑
i=1

(1−P({X1 ̸= i} ∩ . . . ∩ {Xn ̸= i})) =
∞∑
i=1

(1− (1− pi)
n);

EN
(n)
k =

∞∑
i=1

cknP{X1 = . . . = Xk = i, Xk+1 ̸= i, . . . , Xn ̸= i}

= ckn
∞∑
i=1

pi
k(1− pi)

n−k.

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ íàì

ïîòðåáóåòñÿ óòâåðæäåíèå î ìîíîòîííîé çàâèñèìîñòè ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî îæèäàíèÿ îò ïàðàìåòðà ïðè çàìåíå pk èõ çíà÷åíèÿìè â ìî-

äåëÿõ 1, 2, 3.

Òåîðåìà 4.1 Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî n > 1 ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ñëîâ EN (n) ñòðîãî ìîíîòîííî ïî α, M ,

p â ìîäåëÿõ 1, 2, 3.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåì ñëåäóþùóþ òåõíè÷åñêóþ ëåììó.

Ëåììà 4.2 Ïóñòü {ai}, {bi}, i = 1, 2, . . . � ÷èñëîâûå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè, 0 < ai < 1, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ai} ñòðîãî âîçðàñ-
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òàåò, bi < 0 ïðè i < i0, bi ≥ 0 ïðè i ≥ i0,
∑∞

i=1 bi = 0. Òîãäà∑∞
i=1 aibi > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

∞∑
i=1

aibi =
i0−1∑
i=1

aibi +
∞∑
i=i0

aibi > ai0 ·
i0−1∑

i=1

bi +
∞∑
i=i0

bi

 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çàâåðøåíî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

1) Â ìîäåëè 1

EN (n) =
∞∑
i=1

1−
1− i−α∑∞

j=1 j
−α

n .

d

dα
EN (n) =

=
∞∑
i=1

n

1− i−α∑∞
j=1 j

−α

n−1 −i−α ln i
∑∞

j=1 j
−α + i−α∑∞

j=1 j
−α ln j(∑∞

j=1 j
−α
)2 .

Ïîëîæèì

ai =

1− i−α∑∞
j=1 j

−α

n−1

;

bi = i−α ln i
∞∑
j=1

j−α − i−α
∞∑
j=1

j−α ln j.

Òîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû ïðè

i0 = exp

∑∞
j=1 j

−α ln j∑∞
j=1 j

−α

 .

Ñëåäîâàòåëüíî,
∑∞

i=1 aibi > 0, d
dαEN

(n) < 0.

2) Èññëåäóåì ìîíîòîííîñòü ïî M â ìîäåëè 2. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ

âñåõ M ≥ 1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

M+1∑
i=1

1−
1− i−1∑M+1

j=1 j−1

n >
M∑
i=1

1−
1− i−1∑M

j=1 j
−1

n ,
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òî åñòü

1−
1− (M + 1)−1∑M+1

j=1 j−1

n

>
M∑
i=1

1− i−1∑M+1
j=1 j−1

n

−
1− i−1∑M

j=1 j
−1

n .

(35)

Òàê êàê

an − bn = (a− b)
n−1∑
k=0

an−1−kbk (36)

äëÿ ëþáîãî n ≥ 2, òî an− bn ≤ n(a− b)an−1 ïðè a ≥ b ≥ 0, è ïðàâàÿ

÷àñòü íåðàâåíñòâà (35) äîïóñêàåò îöåíêó

M∑
i=1

1− i−1∑M+1
j=1 j−1

n

−
1− i−1∑M

j=1 j
−1

n ≤

≤
M∑
i=1

n

 i−1∑M
j=1 j

−1
− i−1∑M+1

j=1 j−1

1− M−1∑M+1
j=1 j−1

n−1

=

= n

1− ∑M
i=1 i

−1∑M+1
i=1 i−1

1− M−1∑M+1
j=1 j−1

n−1

=

=
n(M + 1)−1∑M+1

i=1 i−1

1− M−1∑M+1
i=1 i−1

n−1

.

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (35) â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîð-

ìóëîé (36) è ïîëó÷èì èñêîìîå íåðàâåíñòâî:

1−
1− (M + 1)−1∑M+1

j=1 j−1

n

=
(M + 1)−1∑M+1

i=1 i−1

n−1∑
j=0

1− (M + 1)−1∑M+1
i=1 i−1

j

>

>
n(M + 1)−1∑M+1

i=1 i−1

1− (M + 1)−1∑M+1
i=1 i−1

n−1

>
n(M + 1)−1∑M+1

i=1 i−1

1− M−1∑M+1
i=1 i−1

n−1

.

3) Äîêàæåì ìîíîòîííîå âîçðàñòàíèå EN (n) ïðè p → 0 â ìîäåëè 3.

d

dp
EN (n) =

d

dp

∞∑
i=1

(1− (1− p(1− p)i−1)n) =

=
∞∑
i=1

(−n)(1− p(1− p)i−1)n−1(−(1− p)i−1 + p(i− 1)(1− p)i−2) =

= −n
∞∑
i=1

(1− p(1− p)i−1)n−1(1− p)i−2(ip− 1).
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Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ai = (1 − p(1 − p)i−1)n−1 ñòðîãî âîç-

ðàñòàåò ïðè i → ∞, ïîëàãàÿ bi = (1− p)i−2(ip− 1), ïîëó÷àåì, ÷òî

∞∑
i=1

bi = (1− p)−1

p ∞∑
i=1

i(1− p)i−1 −
∞∑
i=1

(1− p)i−1


= (1− p)−1

(
−p · d

dp

(
1− p

p

)
− 1

p

)
= 0.

bi < 0 ïðè i < p−1; bi ≥ 0 ïðè i ≥ p−1. Ñëåäîâàòåëüíî, d
dpEN

(n) < 0

ïðè n > 1, 0 < p < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Â ñèëó òåîðåìû, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

EN (n) = N â ìîäåëÿõ 1, 2, 3.

Äîêàæåì ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíîê, ïîëó÷åííûõ ïîäñòàíîâêîé

mn(θ̃) = N (n), ãäå mn(θ) = EN (n), ñ ïîäñòàíîâêîé α, M , p âìåñòî θ

â ìîäåëÿõ 1, 2, 3.

Ñíà÷àëà äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 4.3 Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî DN (n) ≤ EN (n).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî

E
(
N (n)

)2
= E

 ∞∑
i=1

(1− I{X1 ̸= i, . . . , Xn ̸= i})
2

=
∞∑
i=1

∞∑
j=1

(1−P{X1 ̸= i, . . . , Xn ̸= i} −P{X1 ̸= j, . . . , Xn ̸= j}

+P{X1 ̸= i, . . . , Xn ̸= i,X1 ̸= j, . . . , Xn ̸= j})

=
∞∑
i=1

∞∑
j=1

I{i ̸= j}(1− (1− pi)
n − (1− pj)

n + (1− pi − pj)
n) + EN (n)

≤
∞∑
i=1

∞∑
j=1

(1− (1− pi)
n − (1− pj)

n + (1− pi − pj + pipj)
n) + EN (n)

=
∞∑
i=1

∞∑
j=1

(1− (1− pi)
n)(1− (1− pj)

n) + EN (n) =
(
EN (n)

)2
+ EN (n).
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Îòñþäà DN (n) ≤ EN (n).

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Äîêàæåì, ÷òî EN (n) → ∞ â ìîäåëÿõ 1 è 3, áîëåå òîãî, ïîëó÷èì

íèæíèå îöåíêè ñêîðîñòè ðîñòà.

Ëåììà 4.4 EN (n) > K1 · [n1/α] â ìîäåëè 1; EN (n) > K2 · [lnn] â
ìîäåëè 3. Çäåñü [·] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà. Ìîæíî ïîëàãàòü

K1 = 1− e−C(α); K2 = (1− e−p) · ln−1
(

1
1−p

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1) Â ìîäåëè 1

EN (n) =
∞∑
i=1

(
1−

(
1− C(α)i−α

)n)
.

Ñðåæåì ñóììó óðîâíåì i∗ òàêèì, ÷òî pi∗ ≈ C(α)/n. Òàê êàê pi =

C(α)i−α, òî i∗ =
[
n1/α

]
.

EN (n) >
[n1/α]∑
i=1

(
1−

(
1− C(α)i−α

)n)

>
[n1/α]∑
i=1

1−
1− C(α)

n

n > [n1/α]
(
1− e−C(α)

)
.

2) Â ìîäåëè 3

EN (n) =
∞∑
i=1

(1− (1− p(1− p)i−1)n).

Ñðåæåì ñóììó óðîâíåì i∗ òàêèì, ÷òî pi∗ ≈ p/n. Òàê êàê

pi = p(1− p)i−1, òî i∗ =
[
lnn · ln−1

(
1

1−p

)]
+ 1.

EN (n) >
[lnn·ln−1( 1

1−p)]+1∑
i=1

(
1−

(
1− p

n

)n)

> [lnn] · ln−1
(

1

1− p

)
· (1− e−p).
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Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Ïîëó÷èì âåðõíèå îöåíêè ñêîðîñòè ðîñòà EN (n).

Ëåììà 4.5 Äëÿ ëþáîãî δ > 1 ñóùåñòâóþò K∗
1 , K

∗
2 òàêèå, ÷òî

EN (n) ≤ nδ/(α−1) +K∗
1 â ìîäåëè 1;

EN (n) ≤ lnn · δ · ln−1(1− p)−1 +K∗
2 â ìîäåëè 3.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1) Â ìîäåëè 1 ïîëîæèì i+ = [nδ/(α−1)]. Òîãäà n < i(α−1)/δ äëÿ

i > i+,

EN (n) =
i+∑
i=1

(
1−

(
1− C(α)i−α

)n)
+

∞∑
i=i++1

(
1−

(
1− C(α)i−α

)n)

≤ i+ +
∞∑
i=1

1− (
1− C(α)i−α

)i(α−1)/δ
 .

Òàê êàê1− (
1− C(α)i−α

)i(α−1)/δ
 ∼ C(α)i−α+(α−1)/δ

ïðè i → ∞, è α − (α − 1)/δ > 1 ïðè δ > 1, òî ïî ïðåäåëüíîìó

ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ðÿä

∞∑
i=1

1− (
1− C(α)i−α

)i(α−1)/δ


ñõîäèòñÿ.

2) Â ìîäåëè 3 ïîëîæèì i+ = [δ lnn · ln−1(1 − p)−1] + 1. Òîãäà

n < (1− p)−i+/δ äëÿ i > i+,

EN (n) < i+ +
∞∑
i=1

1− (
1− p(1− p)i

)(1− p)−i/δ
 .

Òàê êàê

1−
(
1− p(1− p)i

)(1− p)−i/δ

∼ p(1− p)i− i/δ
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ïðè i → ∞, òî ðÿä

∞∑
i=1

1− (
1− p(1− p)i

)(1− p)−i/δ


ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Ñëåäóþùèé ýëåìåíòàðíûé ôàêò èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ (â ñëó÷àå êîíå÷íîãî íîñèòåëÿ äîêàçàòåëüñòâî òðèâèàëüíî).

Äëÿ ïðîñòîòû ôîðìóëèðîâîê ìû äîêàæåì åãî ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå

pi > 0.

Ëåììà 4.6 Ïóñòü pi > 0, i = 1, 2, . . . Òîãäà EN (n)

n → 0 ïðè

n → ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûáåðåì i0 òàê, ÷òî
∑∞

i=i0+1 pi < ε. Îáîçíà÷èì

A = {(∀i ≤ i0)(∃j ≤
√
n)Xj = i}. Òîãäà

lim sup
n→∞

EN (n)

n
≤ lim

n→∞
[
√
n ] + ε(n− [

√
n ])P(A) + nP(Ā)

n
= ε.

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Òåïåðü âñå ãîòîâî äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ñîñòîÿòåëüíîñòü îöå-

íîê â ìîäåëÿõ 1 è 3 (äëÿ ìîäåëè 2 áóäåò îòäåëüíî äîêàçàí áîëåå

îáùèé ôàêò).

Îáîçíà÷èì EN (n) = mn(θ), θ ∈ Θ. Äëÿ ìîäåëè 1 ïîëàãàåì θ = α,

Θ = (1; ∞). Äëÿ ìîäåëè 2 ïîëàãàåì θ = M , Θ = {1, 2, . . .}. Äëÿ
ìîäåëè 3 ïîëàãàåì θ = p, Θ = (0; 1).

Òàê êàê mn(θ) � ñòðîãî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ ïðè θ ∈ Θ, òî îïðå-

äåëåíà îöåíêà θ̃n ðàâåíñòâîì N (n) = mn(θ̃n).

Òåîðåìà 4.2 Îöåíêà θ̃n ñîñòîÿòåëüíà â ìîäåëÿõ 1 è 3.

Äîêàçàòåëüñòâî.
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Òàê êàê (â ñèëó ëåììû 4.3) Dmn(θ̃n) ≤ Emn(θ̃n) = mn(θ), à

mn(θ) = o(n) ïðè n → ∞ â ìîäåëÿõ 1 è 3 â ñèëó ëåììû 4.6, òî

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g òàêîé, ÷òî g(mn(θ)) → 0 ïðè mn(θ) → ∞, ïî

íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà

P


√
mn(θ)g(mn(θ))

∣∣∣∣∣∣mn(θ̃n)

mn(θ)
− 1

∣∣∣∣∣∣ > ε

 ≤ g(mn(θ)

ε2
→ 0

â ìîäåëÿõ 1, 3, òàê êàê mn(θ) → ∞ â ñèëó ëåììû 4.4.

Îòñþäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü θ̃n →p θ, åñëè äëÿ ëþáûõ θ ̸= θ+h ∈ Θ

ñóùåñòâóþò n0 è ε òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ n0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

mn(θ)−mn(θ + h) ≥ ε
√
mn(θ)/g(mn(θ)).

1) Äëÿ ìîäåëè 1 ïîëîæèì 0 < L1 < L2 < ∞.

mn(α)−mn(α+ h)

>
[L2n

1/α]∑
i=[L1n1/α]+1

(
(1− C(α + h)i−α−h)n − (1− C(α)i−α)n

)

>
[L2n

1/α]∑
i=[L1n1/α]+1


1− C(α + h)(

L2n1/α
)α+h


n

−
1− C(α)

L1
αn

n


∼ (L2 − L1)n
1/α

(
1− e−C(α)/L1

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âûáðàòü ε > 0 òàê, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷-

íî áîëüøèõ n

mn(α)−mn(α + h) > εn1/α.

Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî âûáðàòü g òàê, ÷òî

n1/α ≥
√
mn(α)/g(mn(α)).

Ïðè α ∈ (1; 2] äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü g(mn(α)) = mn(α)/n.

Ïðè α > 2 ïîëîæèì g(t) = t−q. Íàéäåì q > 0 èç óñëîâèÿ

n1/α ≥
√
mn(α)/g(mn(α)) = mn

(1+q)/2.



151

Òàê êàê mn(α) ≤ nδ/(α−1)+K∗
1 â ñèëó ëåììû 4.5, òî èç óðàâíåíèÿ

1

α
=

1 + q

2
· δ

α− 1

ïîëó÷àåì q =
2α− 2− αδ

αδ
, ïðè÷åì âûáèðàåì δ ∈ (1; 2(1 − 1/α))

äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ q > 0.

2) Â ìîäåëè 3 ïîëîæèì

L− = − lnn

ln(1− p)
, L+ = − lnn

ln(1− p− h/2)
.

Òîãäà

mn(p)−mn(p+ h) >∑
L−<i<L+

((
1− (p+ h)(1− p− h)i

)n − (
1− p(1− p)i

)n)
.

Òàê êàê

lim
n→∞ inf

L−<i<L+

(
1− (p+ h)(1− p− h)i

)n
= 1,

lim
n→∞ sup

L−<i<L+

(
1− p(1− p)i

)n ≤ e−1,

òî äëÿ ëþáîãî h > 0 ñóùåñòâóþò n′
0, ∆ > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ

n > n′
0 âûïîëíåíî mn(p) − mn(p + h) > (L+ − L−)∆ > K0(h) lnn,

ãäå K0(h) > 0 ïðè h > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ h > 0, δ > 1, β ∈ (1/2; 1) ñóùåñòâóþò

ε > 0, n0 ≥ n′
0 òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ n > n0

mn(p)−mn(p+ h) > ε
(
lnn · δ · ln−1(1− p)−1 +K∗

2

)β ≥ εmβ
n(p)

ñîãëàñíî ëåììå 4.5. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü

g(mn(p)) = m1−2β
n (p).

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Â ìîäåëè 2 ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè M̃n î÷åâèäíà. Ìû äîêàæåì

íåñêîëüêî áîëåå îáùèé ôàêò äëÿ ñõåìû ñåðèé: M = Mn ÿâëÿåò-

ñÿ ôóíêöèåé îò n. Äîêàçàòåëüñòâî íàñëåäóåò ðÿä èäåé èç ó÷åáíèêà

Ôåëëåðà ([88], òîì 1, ãë. 4, �2).
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Òåîðåìà 4.3 Ïóñòü M = Mn, n → ∞, ε > 0. Åñëè

(1 + ε)Mn ln
2Mn ≤ n,

òî îöåíêà M̃n ñîñòîÿòåëüíà, òî åñòü

M̃n −Mn →p 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî P{N (n) = Mn} → 1 è M̃n − N (n) → 0

ïî÷òè íàâåðíîå. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

P{N (n) = Mn} ≥
(
1−P{X1 ̸= 1, . . . , X[n/Mn] ̸= 1}

)
·
(
1−P{X[n/Mn]+1 ̸= 2, . . . , X2[n/Mn] ̸= 2}

)
· . . . ·

(
1−P{X(Mn−1)[n/Mn]+1 ̸= Mn, . . . , XMn[n/Mn] ̸= Mn}

)

=
(
1− (1− S(Mn))

[n/Mn]
)
· . . . ·

1−
1− S(Mn)

Mn

[n/Mn]


≥
(
1− (1− S(Mn))

n/Mn

)Mn

∼
1− (

1− 1

lnMn

)(1+ε) ln2 Mn


Mn

∼
(
1− e−(1+ε) lnMn

)Mn
=

(
1−M−(1+ε)

n

)Mn ∼ e−Mn
−ε

→ 1.

Òàê êàê 1 ≤ N (n) ≤ Mn ï. í., òî |N (n) − M̃n| → 0 ï. í., åñëè

max
1≤k≤Mn

|
k∑

i=1

(1− (1− pi)
n)− k| → 0.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
Mn∑
i=1

(1− (1− pi)
n)−Mn → 0.

Äàííîå âûðàæåíèå íåïîëîæèòåëüíî. Ïîëó÷èì íèæíþþ îöåíêó.

Mn∑
i=1

(1− (1− pi)
n)−Mn ≥

Mn∑
i=1

1−
1− S(Mn)

Mn

n−Mn

∼ Mn

(
1− exp

(
− n

Mn lnMn

))
−Mn ∼ exp

(
lnMn −

n

Mn lnMn

)
→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.
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4.2.2 Ôóíêöèîíàëüíàÿ öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà

Îáîçíà÷èì

α(x) = max{j| pj ≥ 1/x}.

Ñëåäóÿ [132], áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ α(x) ïðàâèëüíî ìå-

íÿåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, ò. å. α(x) = xθL(x), è θ ∈ (0, 1), ãäå L(x) �

ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ ïðè x → ∞ (ñì. îáñóæäåíèå ýòîãî

óñëîâèÿ â [132]).

Ýòî ïðåäïîëîæåíèå âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìîäåëü Ìàíäåëüáðîòà ñ áåñ-

êîíå÷íûì íîñèòåëåì.

Îïèøåì ïîâåäåíèå âñåé òðàåêòîðèè ÷èñëà ðàçíûõ ñëîâ è ÷èñëà

ñëîâ, âñòðåòèâøèõñÿ ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî ðàç, ñ ïîìîùüþ ôóíêöè-

îíàëüíîé öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû.

Îáîçíà÷èì N
∗(n)
k =

∑∞
j=k N

(n)
k � ÷èñëî ñëîâ, âñòðåòèâøèõñÿ íå

ìåíåå ÷åì k ðàç.

Äëÿ ëþáûõ t ∈ [0, 1], k ≥ 1 îáîçíà÷èì

Y ∗
n,k(t) =

N
∗([nt])
k − EN

∗([nt])
k

(α(n))1/2
, Yn,k(t) =

N
([nt])
k − EN

([nt])
k

(α(n))1/2
.

Îáîçíà÷èì Kk,θ = θΓ(k − θ) äëÿ k ≥ 0. Â ÷àñòíîñòè, K0,θ =

−Γ(1− θ).

Â [171] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.4 Ïóñòü θ ∈ (0, 1), ν ≥ 1 � öåëîå. Òîãäà ïðîöåññ(
Y ∗
n,1(t), . . . , Y

∗
n,ν(t), 0 ≤ t ≤ 1

)
ñõîäèòñÿ ñëàáî â ðàâíîìåðíîé ìåò-

ðèêå â D(0, 1) ê ν-ìåðíîìó ãàóññîâñêîìó ïðîöåññó ñ íóëåâûì ìàòå-

ìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé (c∗ij(τ, t))
ν
i,j=1:

for τ ≤ t, i, j ∈ {1, . . . , ν} (ïîëàãàÿ 00 = 1)

c∗ij(τ, t) =


i−1∑
s=0

j−s−1∑
m=0

τ s(t−τ)mKm+s,θ

tm+s−θs!m! −
i−1∑
s=0

j−1∑
m=0

τstmKm+s,θ

(t+τ)m+s−θs!m! , i < j;

tθ
j−1∑
m=0

Km,θ

m! −
i−1∑
s=0

j−1∑
m=0

τstmKm+s,θ

(t+τ)m+s−θs!m! , i ≥ j;



154

c∗ij(τ, t) = c∗ji(t, τ).

4.2.3 Àíàëèç ñîîòâåòñòâèÿ òåêñòîâ ìîäåëÿì

Åñëè âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü àäåêâàòíà ðåàëüíûì äàííûì, à îöåíêà

ïàðàìåòðà â äàííîé ìîäåëè ñîñòîÿòåëüíà, òî îöåíêà ïàðàìåòðà ñ ðî-

ñòîì îáúåìà âûáîðêè äîëæíà ñõîäèòüñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê êîíñòàíòå

� èñòèííîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà. Òàê êàê äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ

ìîäåëåé ñîñòîÿòåëüíîñòü äîêàçàíà òåîðåìàìè 4.2, 4.3, òî îòñóòñòâèå

òàêîé ñõîäèìîñòè ñâèäåòåëüñòâóåò î íåàäåêâàòíîñòè ìîäåëè.

Âû÷èñëåíèå ïàðàìåòðîâ ðåàëèçîâàíî â âèäå ïàêåòà ïðîãðàìì íà

ÿçûêå Ñ++.

Ðèñ. 4.1.
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Íà ðèñ. 1�3 ïîêàçàíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îöåíîê äëÿ ïàðàìåò-

ðîâ α, lgM , p îò îáúåìà òåêñòà â ìîäåëÿõ 1�3 ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó-

÷åííûå ïî âûáîðêå èç 223 òåêñòîâ ïîýòà Ì. Ùåðáàêîâà [102].

Ðèñ. 4.2.

Íà ãðàôèêàõ ïîêàçàíû òàêæå ïðÿìûå ëèíåéíîé ðåãðåññèè ïàðà-

ìåòðîâ íà îáúåì òåêñòà n. Äëÿ àäåêâàòíîé ìîäåëè ýòà ïðÿìàÿ äîëæ-

íà áûòü ïî÷òè ïàðàëëåëüíîé îñè àáñöèññ.

Ëó÷øå âñåãî ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìîäåëè 2, ïî÷òè ñòîëü

æå ìàë íàêëîí ê îñè àáñöèññ äëÿ ìîäåëè 1, à ìîäåëü 3 îêàçûâàåòñÿ

íåàäåêâàòíîé: ïðè n > 550 óðàâíåíèå ëèíåéíîé ðåãðåññèè äàåò äàæå

íåäîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà p.

Äðóãîé ñïîñîá ïðîâåðêè ïðèãîäíîñòè ìîäåëåé ñîñòîèò â íàõîæäå-
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Ðèñ. 4.3.

íèè ðåàëüíî äîñòèãíóòîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè (ÐÄÓÇ) Rθ. Ãèïîòåçà

î òîì, ÷òî âûáîðêà óäîâëåòâîðÿåò ìîäåëè 1, 2, 3, ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïî-

ìîùüþ ñòàòèñòèêè N
(n)
1 � ÷èñëà ñëîâ, âñòðåòèâøèõñÿ â òåêñòå ðîâíî

1 ðàç. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, èìåþùóþ ðàñïðåäå-

ëåíèå N (n)
1 ñ ïàðàìåòðîì θ̃. Ïóñòü ε ∈ (0; 1]; C1, C2 � ëåâàÿ è ïðàâàÿ

êâàíòèëè óðîâíÿ ε/2 è 1− ε/2 ðàñïðåäåëåíèÿ ξ:

C1 = min{i : P{ξ ≤ i} ≥ ε/2}; C2 = max{i : P{ξ ≥ i} ≥ ε/2}.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ãèïîòåçû H1: òåêñò îáðàçîâàí ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòüþ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ðàñïðåäåëåíèå â

ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ k (k ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 1, 2, 3); H2

� îòðèöàíèå ãèïîòåçû H1. Èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé:
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åñëè N
(n)
1 ∈ (C1; C2), òî H1 ïðèíèìàåòñÿ;

åñëè N
(n)
1 ∈ {C1; C2}, òî H1 ïðèíèìàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2;

åñëè N
(n)
1 ̸∈ [C1; C2], òî H2 ïðèíèìàåòñÿ.

ÒîãäàP{ξ < C1}+ 1
2P{ξ = C1} èP{ξ > C2}+ 1

2P{ξ = C2} ëåæàò â
ïðåäåëàõ ε

2±
1
2P{ξ = C1} è ε

2±
1
2P{ξ = C2} ñîîòâåòñòâåííî, à óðîâåíü

êðèòåðèÿ íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ ε± 1
2P{ξ ∈ {C1; C2}}. Îòìåòèì, ÷òî

êðèòåðèé íå èìååò íè òî÷íîãî óðîâíÿ ε, íè äàæå àñèìïòîòè÷åñêîãî,

òàê êàê ïðè n → ∞ è ôèêñèðîâàííîì M âî âòîðîé ìîäåëè ξ → 0

ï.í., à â òðåòüåé ìîäåëè Eξ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî ([133], òåîðåìû 2,

3). Îäíàêî ïîñòðîåííûé êðèòåðèé èìååò óðîâåíü ε ¾â ñðåäíåì¿ â òîì

ñìûñëå, ÷òî ïîëóñóììà âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèö óðîâíÿ çíà÷èìîñòè

ðàâíÿåòñÿ ε. Ïîëàãàÿ ¾â ñðåäíåì¿

ε

2
= P{ξ < C1}+

1

2
P{ξ = C1};

ε

2
= P{ξ > C2}+

1

2
P{ξ = C2};

ïîëó÷àåì

ε = 2min

{
P{ξ < C1}+

1

2
P{ξ = C1}; P{ξ > C2}+

1

2
P{ξ = C2}

}
.

Íàõîäèì ðåàëüíî äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè Rθ = ε(N
(n)
1,. ),

çàìåíÿÿ C1 è C2 íà âû÷èñëÿåìîå ïî òåêñòó çíà÷åíèå N1,.. Ïîëó÷àåì

Rθ = 2min {P{ξ < N1,.}; P{ξ > N1,.}}+P{ξ = N1,.}. (37)

Îòìåòèì âíîâü, ÷òî êðèòåðèé íå èìååò óðîâíÿ ε è íå ÿâëÿåòñÿ

ñîñòîÿòåëüíûì, à ñòàòèñòèêè N0 è N1 çàâèñèìû. Êðîìå òîãî, âû-

÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëå (37) ïðîâîäÿòñÿ ìîäåëèðîâàíèåì ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû ξ (âåðîÿòíîñòü çàìåíÿåòñÿ íà ÷àñòîòó). Òåì íå ìåíåå, òàê

ââåäåííûé ðåàëüíî äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè ïîçâîëÿåò îöå-

íèâàòü àäåêâàòíîñòü ìîäåëåé. Òàê, â ñðåäíåì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé
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âûáîðêè èç [102] ïîëó÷åí ÐÄÓÇ 0,53 äëÿ ìîäåëè 1, 0,49 äëÿ ìîäåëè

2, 0,12 äëÿ ìîäåëè 3.

Íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííîãî àíàëèçà ìîäåëü 3 ïðèçíàíà íàìè

íåàäåêâàòíîé è â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòüñÿ íå áóäåò.

Ïðîâåäåí àíàëèç çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé 1 è 2 îò ÿçûêà

è ãîäà íàïèñàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ.

Äàëåå ïðèâåäåíû äàííûå ïî 2 ìîíîëîãàì Ãàìëåòà è ñòèõîòâîðå-

íèþ Ëüþèñà Êýððîëëà. 1-ìó ìîíîëîãó Ãàìëåòà â îðèãèíàëå ñîîòâåò-

ñòâóþò α̃ = 1.11 è M̃ = 5221, 2-ìó � α̃ = 1.12 è M̃ = 3627. Â ïåðå-

âîäå Ì. Ëîçèíñêîãî α̃ = 1.02, M̃ = 240489 è α̃ = 1.00, M̃ = 1108307

äëÿ 1-ãî è 2-ãî ìîíîëîãîâ ñîîòâåòñòâåííî.

¾Jabberwocky¿ Êýððîëëà ïåðåâåäåíî íà ìíîãèå ÿçûêè, ïðè÷åì íà

ðóññêèé ÿçûê åãî ïåðåâîäèëè ðàçíûå àâòîðû ïîä ñîâåðøåííî ðàç-

íûìè íàçâàíèÿìè [183], [184]. Â îðèãèíàëå α̃ = 1.14, M̃ = 2021. Â

ïåðåâîäå íà ôðàíöóçñêèé (F. L. Warrin) α̃ = 1.08, M̃ = 11567, â

ïåðåâîäå íà íåìåöêèé (R. Scott) α̃ = 1.02, M̃ = 169658. Â ïåðåâîäå

íà ðóññêèé Ä. Îðëîâñêîé ñòèõîòâîðåíèå íàçûâàåòñÿ ¾Áàðìàãëîò¿,

α̃ = 1.06, M̃ = 27721; â ïåðåâîäå Âë. Îðëà ýòî ïðîèçâåäåíèå íàçû-

âàåòñÿ ¾Óìçàðà Çóì¿, α̃ = 1.04, M̃ = 94258.

Àíàëèç ïîêàçûâàåò óñòîé÷èâóþ çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðîâ îò ÿçû-

êà: íàèáîëüøåå çíà÷åíèå α (è, ñîîòâåòñòâåííî, íàèìåíüøåå çíà÷åíèå

M) äëÿ àíãëèéñêîãî ÿçûêà, çàòåì ñëåäóþò ôðàíöóçñêèé, ðóññêèé è

íåìåöêèé.

Çàâèñèìîñòü îò ãîäà íàïèñàíèÿ ðàçëè÷àåòñÿ ó ðàçíûõ àâòîðîâ. Íà

ðèñ. 4.4, 4.5 ïîêàçàíû ãðàôèêè äëÿ 30 ñòèõîòâîðåíèé Ì. Öâåòàåâîé

[93] è 183 ñòèõîòâîðåíèé Ì. Ùåðáàêîâà [102].

Èòàê, óòâåðæäåíèå ¾ÿçûê äàííîãî àâòîðà ñ ãîäàìè ñòàíîâèòñÿ

ïðîùå (ñëîæíåå)¿ ïîëó÷àåò òî÷íîå êîëè÷åñòâåííîå âûðàæåíèå.
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Ðèñ. 4.4.

4.3 Ïðèìåíåíèå ñòàòèñòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ

ê àíàëèçó îäíîðîäíîñòè òåêñòà

Äâèãàþùèì ìîòèâîì ê ýòîé ðàáîòå ïîñëóæèëà ïðîöåäóðà íàïèñàíèÿ

ðåôåðàòîâ ñòóäåíòàìè â âåê Èíòåðíåòà: çà÷àñòóþ ðåôåðàò ñòóäåíòà

ñîñòîèò ïðîñòî â ñîåäèíåíèè äâóõ èëè íåñêîëüêèõ òåêñòîâ, íàéäåí-

íûõ ñ ïîìîùüþ ïîèñêîâîé ñèñòåìû. Ïðè òàêîé ïðîöåäóðå ¾òâîð÷å-

ñòâà¿ îïðåäåëèòü èíòåëëåêòóàëüíûé âêëàä ñòóäåíòà íå ïðåäñòàâëÿ-

åòñÿ âîçìîæíûì. Ïîýòîìó âàæåí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé áûñòðî

âûÿâèòü íàëè÷èå ðàçíîðîäíûõ ôðàãìåíòîâ òåêñòà.

Äëÿ àíàëèçà îäíîðîäíîñòè òåêñòà íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ñïîñîá,

ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî òåêñòó ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷è-
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Ðèñ. 4.5.

ñåë. Íàìè áûëà ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà, êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåò òåê-

ñòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäèêàòîðîâ âõîæäåíèÿ ñëîâ òåêñòà â íåêî-

òîðûé ñëîâàðü.

Èñïîëüçîâàëîñü ñëåäóþùåå òåõíè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ñëîâà: ñëîâî

ðóññêîãî ÿçûêà � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðóññêèõ áóêâ è ñîåäèíÿþ-

ùèõ èõ äåôèñîâ ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ñèìâîëàìè, íå ÿâëÿþùèìèñÿ

ðóññêèìè áóêâàìè. Ïðè ýòîì ñëîâîì íå ñ÷èòàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü áóêâ, íà÷èíàþùàÿñÿ èëè çàêàí÷èâàþùàÿñÿ äåôèñîì. Íàïðè-

ìåð, ¾ñèãìà-àëãåáðà¿ � ýòî îäíî ñëîâî, ¾σ-àëãåáðà¿ � âîîáùå íå

ñëîâî, à ¾ñèãìà - àëãåáðà¿ � äâà ñëîâà (äåôèñ, îòäåëåííûé ïðîáå-

ëàìè ñ äâóõ ñòîðîí, ñ÷èòàåòñÿ çà òèðå). Âàæíûì ýòàïîì èññëåäîâà-
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íèÿ ÿâëÿåòñÿ âûáîð ñëîâàðÿ. Áûëè èñïûòàíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû

ñëîâàðåé. Âûÿñíèëîñü, ÷òî íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû ðàçëè÷åíèÿ ðàç-

íîðîäíûõ è îäíîðîäíûõ òåêñòîâ ïîëó÷àþòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè â

êà÷åñòâå ñëîâàðÿ àâòîðñêîãî èíâàðèàíòà, ââåäåííîãî Â. Ï. Ôîìåíêî

è Ò. Ã. Ôîìåíêî â [89]. Ýòî íàáîð ñëóæåáíûõ ñëîâ, ñîñòîÿùèé èç 3

÷àñòåé:

1) ïðåäëîãè: â, íà, ñ, çà, ê, ïî, èç, ó, îò, äëÿ, âî, áåç, äî, î, ÷åðåç,

ñî, ïðè, ïðî, îá, êî, íàä, èç-çà, èç-ïîä, ïîä;

2) ñîþçû: è, ÷òî, íî, à, äà, õîòÿ, êîãäà, ÷òîáû, åñëè, òîæå, èëè, òî

åñòü, çàòî, áóäòî;

3) ÷àñòèöû: íå, êàê, æå, äàæå, áû, ëè, òîëüêî, âîò, òî, íè, ëèøü,

âåäü, âîí, òî-åñòü, íèáóäü, óæå, ëèáî.

Â ñâÿçè ñ ââåäåííûì íàìè òåõíè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì ñëîâà ìû

èñêëþ÷èëè èç àâòîðñêîãî èíâàðèàíòà ñîþç ¾òî åñòü¿.

Âñåãî áûëî âçÿòî äëÿ èññëåäîâàíèÿ 25 òåêñòîâ:

1. Èëüÿ Èëüô è Åâãåíèé Ïåòðîâ. Äâåíàäöàòü ñòóëüåâ 12stul.txt

2. Àëåêñåé Òîëñòîé. Àýëèòà aelit.txt

3. Àðêàäèé è Áîðèñ Ñòðóãàöêèå. Òðóäíî áûòü áîãîì be-god.txt

4. Âèêòîð Ïåëåâèí. ×àïàåâ è Ïóñòîòà chapaev.txt

5. Ìèõàèë Áóëãàêîâ. Ñîáà÷üå ñåðäöå dogheart.txt

6. Íèê Ïåðóìîâ. Ýëüôèéñêèé êëèíîê (÷àñòü 1) elf-klin.txt

7. Àëåêñåé Òîëñòîé. Ãèïåðáîëîèä èíæåíåðà Ãàðèíà giper.txt

8. Àðêàäèé è Áîðèñ Ñòðóãàöêèå. Ãðàä îáðå÷åííûé grad.txt

9. Áîðèñ Ïàñòåðíàê. Îõðàííàÿ ãðàìîòà gramota.txt

10. Âèêòîð Ïåëåâèí. Æèçíü íàñåêîìûõ insec.txt



162

11. Ìèõàèë Âåëëåð. Âñå î æèçíè life.txt

12. Âëàäèìèð Íàáîêîâ. Ëîëèòà lolita.txt

13. Âëàäèìèð Íàáîêîâ. Çàùèòà Ëóæèíà lughin.txt

14. Ìèõàèë Áóëãàêîâ. Ìàñòåð è Ìàðãàðèòà master.txt

15. Íèêîëàé Íîñîâ. Íåçíàéêà â Ñîëíå÷íîì ãîðîäå nezn-sun.txt

16. Íèêîëàé Íîñîâ. Íåçíàéêà íà Ëóíå nezn-moon.txt

17. Èâàí Åôðåìîâ. Íà êðàþ Îéêóìåíû ojkum.txt

18. Âèêòîð Ïåëåâèí. Ïîêîëåíèå "Ï"pel-g.txt

19. Èâàí Åôðåìîâ. Òóìàííîñòü Àíäðîìåäû tuman.txt

20. Àëåêñàíäð Âîëêîâ. Óðôèí Äæþñ è åãî äåðåâÿííûå ñîëäàòû

ur�n.txt

21. Àëåêñàíäð Âîëêîâ. Âîëøåáíèê Èçóìðóäíîãî ãîðîäà volsh.txt

22. Àíäðåé Ñåðãååâè÷ Íåêðàñîâ. Ïðèêëþ÷åíèÿ êàïèòàíà Âðóíãåëÿ

vrungel.txt

23. Àëåêñåé Âîëêîâ, Àíäðåé Íîâèêîâ. Ìèð ñïÿùåãî êîëäóíà

warlock.txt

24. Áîðèñ Ïàñòåðíàê. Äîêòîð Æèâàãî zhiwago.txt

25. Ìèõàèë Âåëëåð. Ïðèêëþ÷åíèÿ ìàéîðà Çâÿãèíà zwqgin.txt

Âûáðàííûå òåêñòû èññëåäîâàëèñü ïîîäèíî÷êå è â ïîïàðíûõ êîì-

áèíàöèÿõ, ïîëó÷åííûõ ïðèïèñûâàíèåì îäíîãî òåêñòà ê äðóãîìó. Ïî-

ëó÷èëîñü 25× 24 = 600 ïîïàðíûõ êîìáèíàöèé òåêñòîâ, â òîì ÷èñëå

3!+9× 2 = 24 êîìáèíàöèé òåêñòîâ îäíîãî àâòîðà è 576 êîìáèíàöèé

òåêñòîâ ðàçíûõ àâòîðîâ.
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Äëÿ ýòèõ òåêñòîâ áûëè ïîñòðîåíû ýìïèðè÷åñêèå ìîñòû Zn ñ ïî-

ìîùüþ ñëîâàðÿ àâòîðñêîãî èíâàðèàíòà. Çàòåì âû÷èñëÿëèñü ìàêñè-

ìàëüíûå ïî ìîäóëþ îòêëîíåíèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà |Mn| =
supt∈[0; 1] |Zn(t)|, è ñ ïîìîùüþ ðàñïðåäåëåíèÿ Êîëìîãîðîâà îòûñêè-

âàëñÿ äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè

ε∗ = 2
∞∑
k=1

(−1)k+1e−2k2|Mn|2.

Çàäà÷à ñîñòîÿëà â òîì, ÷òîáû íàó÷èòüñÿ ðàçëè÷àòü:

1) îäíî ïðîèçâåäåíèå îäíîãî àâòîðà îò äâóõ ïðîèçâåäåíèé ðàçíûõ

àâòîðîâ;

2) äâà ïðîèçâåäåíèÿ îäíîãî àâòîðà îò äâóõ ïðîèçâåäåíèé ðàçíûõ

àâòîðîâ.

Äëÿ ýòîãî íóæíî âûáðàòü óðîâåíü çíà÷èìîñòè ε è ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå M .

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ îäíîãî àâòîðà çíà÷åíèÿ M íå

ïðåâîñõîäÿò 3, 4758, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äîñòèãàåìîìó óðîâíþ çíà÷è-

ìîñòè ε∗ = 6, 42 · 10−11. Íèçêèé äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè

ãîâîðèò î íåïîëíîé àäåêâàòíîñòè ìîäåëè âûáîðêè äëÿ îïèñàíèÿ ïî-

ÿâëåíèé ñëîâ èç âûáðàííîãî ñëîâàðÿ â òåêñòå. Ðàññìîòðèì ñïåöèôè-

êó òåêñòîâ, äàâøèõ íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ M .

Çíà÷åíèåM = 3, 4758 îòíîñèòñÿ ê ïðîèçâåäåíèþ Ì. Âåëëåðà ¾Âñå

î æèçíè¿. Ýòî ïðîèçâåäåíèå ëåæèò çà ðàìêàìè ÷èñòî ëèòåðàòóðíîãî

æàíðà è ÿâëÿåòñÿ â çíà÷èòåëüíîé ìåðå ôèëîñîôñêèì, ÷òî è îáóñëàâ-

ëèâàåò ñóùåñòâåííóþ íåîäíîðîäíîñòü. Êàê ìû çàìåòèì íèæå, òàêèå

çíà÷åíèÿ îòêëîíåíèé ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà õàðàêòåðíû äëÿ ñîáðà-

íèé ñî÷èíåíèé îäíîãî àâòîðà.

Çíà÷åíèÿ M = 3, 0324 è M = 2, 5002 îòíîñÿòñÿ ê ïðîèçâåäåíèÿì

¾Äâåíàäöàòü ñòóëüåâ¿ è ¾Ãðàä îáðå÷åííûé¿. Îòìåòèì, ÷òî êàæäûé

èç ýòèõ ðîìàíîâ íàïèñàí äâóìÿ àâòîðàìè, ÷òî, ïî-âèäèìîìó, è ÿâ-
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ëÿåòñÿ ïðè÷èíîé íåîäíîðîäíîñòè.

Çíà÷åíèå M = 2, 5758 äîñòèãàåòñÿ ðîìàíîì ¾Äîêòîð Æèâàãî¿;

íåîäíîðîäíîñòü çäåñü îáóñëîâëåíà íàëè÷èåì ñòèõîâ â êîíöå ðîìàíà,

òî åñòü, êàê è â ñëó÷àå ¾Âñå î æèçíè¿, âûõîäîì çà ãðàíèöû æàíðà.

Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ïðîèçâåäåíèé çíà÷åíèÿ îòêëîíåíèé íå ïðå-

âîñõîäÿò 1, 8658, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äîñòèãàåìîìó óðîâíþ çíà÷èìî-

ñòè 0, 0019. Îòìåòèì, ÷òî íàèëó÷øàÿ îäíîðîäíîñòü äîñòèãàåòñÿ äëÿ

ïðîèçâåäåíèé Â. Íàáîêîâà è ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèõ ïîâåñòåé.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà äëÿ îäíîðîäíûõ äàííûõ

(ðèñ. 3.6).

5000 10000 15000 20000

-1,0

-0,5

0,0

0,5

1,0 "  ", . 

Z k, 
 

 

   24322

Ðèñ. 4.6. Ãðàôèê ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà äëÿ èíäèêàòîðîâ
ñëóæåáíûõ ñëîâ â ïîâåñòè Ì. Áóëãàêîâà ¾Ñîáà÷üå ñåðäöå¿
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Òàáë. 4.1. Ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðàçëàäêè â òåêñòàõ

îäíîãî àâòîðà.

ïðîèçâåäåíèå νn Tn Mn n ε∗

12stul 0,1757 17299 3,0324 81555 2,06013E-08

aelit 0,1616 24585 1,6169 40583 0,01072196

be-god 0,1793 19118 1,4080 48790 0,03793235

chapaev 0,1989 41149 1,3976 90712 0,040225523

dogheart 0,1874 18299 0,8796 24322 0,421550786

elf-klin 0,1948 42600 1,4521 135904 0,029485946

giper 0,1716 20425 1,2353 71760 0,094508689

grad 0,1915 35301 2,5002 107735 7,43849E-06

gramota 0,2163 14929 0,6578 26385 0,779863493

insec 0,2044 30248 1,5020 44423 0,021958702

life 0,2056 50536 3,4758 204368 6,41698E-11

lolita 0,2009 23144 0,7810 105601 0,575354971

luzhin 0,2018 19733 0,7643 51549 0,603220011

master 0,2169 93267 1,5886 112655 0,012853158

nezn-moon 0,2162 60006 1,2138 111824 0,105005271

nezn-sun 0,2173 51916 1,4898 63970 0,02361497

ojkum 0,1744 50047 1,6405 101940 0,009193475

pel-g 0,1935 31973 1,2439 66370 0,090576547

tuman 0,1698 51314 1,8658 85457 0,001893564

ur�n 0,1892 31255 0,8909 37286 0,405414339

volsh 0,189 21264 1,6923 31800 0,00651071

vrungel 0,2051 23940 0,8794 34786 0,421761038

warlock 0,2065 16683 0,8966 32251 0,397389406

zhiwago 0,1994 62553 2,5758 152474 3,45377E-06

zwqgin 0,1833 47254 1,3930 112239 0,041259618

Àíàëèç 576 ïîïàðíûõ êîìáèíàöèé òåêñòîâ ðàçíûõ àâòîðîâ äàë

ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû. Òîëüêî äëÿ 99 êîìáèíàöèé òåêñòîâ äîñòèã-

íóòûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè ïðåâîñõîäèò 0,001 (ýòè êîìáèíàöèè ïðè-

âåäåíû â òàáëèöå). Èç íèõ äëÿ 65 äîñòèãíóòûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè

áîëüøå 0,01, â òîì ÷èñëå äëÿ 33 áîëüøå 0,1.
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Òàáë. 4.2. Ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðàçëàäêè â òåêñòàõ äâóõ

ðàçíûõ àâòîðîâ.

ïðîèçâåäåíèÿ νn Tn Mn n ε∗

warlock+vrungel 0,2058 40961 0,7024 67036 0,7073

dogheart+ur�n 0,1885 18299 0,7631 61607 0,6052

vrungel+warlock 0,2058 23940 0,7779 67036 0,5804

lolita+chapaev 0,2 94656 0,7888 196312 0,5625

vrungel+lolita 0,2019 43563 0,8326 140386 0,4921

insec+lolita 0,2018 43445 0,8336 150023 0,4905

ur�n+pel-g 0,192 37310 0,8416 103655 0,4781

insec+luzhin 0,203 64155 0,8588 95971 0,4521

luzhin+chapaev 0,1999 65359 0,8666 142260 0,4405

lolita+vrungel 0,2019 106445 0,8769 140386 0,4254

ur�n+dogheart 0,1885 31255 0,9399 61607 0,3401

vrungel+luzhin 0,2031 54518 0,972 86334 0,3012

master+nezn-moon 0,2166 93267 0,9945 224478 0,2760

volsh+pel-g 0,1922 30647 0,9957 98169 0,2746

luzhin+vrungel 0,2031 42205 0,9985 86334 0,2716

zwqgin+dogheart 0,184 47254 1,0198 136560 0,2494

warlock+lolita 0,2022 27779 1,022 137851 0,2472

warlock+insec 0,2053 62498 1,0355 76673 0,2339

nezn-moon+gramota 0,2164 60006 1,0718 138208 0,2008

gramota+nezn-moon 0,2164 86390 1,0814 138208 0,1927

vrungel+insec 0,2047 65033 1,0854 79208 0,1894

be-god+zwqgin 0,1822 44592 1,0994 161028 0,1782

elf-klin+pel-g 0,1945 42600 1,1 202273 0,1777

warlock+luzhin 0,2036 51983 1,1062 83799 0,1729
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ïðîèçâåäåíèÿ νn Tn Mn n ε∗

nezn-moon+master 0,2166 205090 1,1515 224478 0,1410

zwqgin+volsh 0,1846 90503 1,1532 144038 0,1399

lolita+warlock 0,2022 110803 1,1583 137851 0,1366

giper+tuman 0,1707 123073 1,1628 157216 0,1338

dogheart+pel-g 0,1919 23023 1,165 90691 0,1324

luzhin+warlock 0,2036 42205 1,1806 83799 0,1231

dogheart+volsh 0,1883 45585 1,1909 56121 0,1173

chapaev+lolita 0,2 41149 1,2024 196312 0,1109

gramota+nezn-sun 0,2171 78300 1,2204 90354 0,1017

insec+vrungel 0,2047 30248 1,2286 79208 0,0977

be-god+ojkum 0,176 19308 1,2294 150729 0,0973

nezn-sun+master 0,2171 157236 1,2428 176624 0,0911

elf-klin+volsh 0,1936 123968 1,2624 167703 0,0825

zwqgin+ur�n 0,1848 90503 1,269 149524 0,0798

vrungel+chapaev 0,2006 39252 1,3117 125497 0,0641

luzhin+insec 0,203 57470 1,3266 95971 0,0592

lolita+insec 0,2018 111522 1,3411 150023 0,0548

chapaev+elf-klin 0,1963 79231 1,3414 226615 0,0547

elf-klin+dogheart 0,1937 123968 1,3556 160225 0,0507

elf-klin+ur�n 0,1935 123968 1,3575 173189 0,0502

master+nezn-sun 0,2171 93267 1,36 176624 0,0495

nezn-sun+gramota 0,2171 51916 1,3768 90354 0,0451

ojkum+giper 0,1733 122364 1,3816 173699 0,0440

pel-g+elf-klin 0,1945 108969 1,385 202273 0,0431

pel-g+ur�n 0,192 31973 1,388 103655 0,0424

giper+12stul 0,1738 89058 1,3966 153314 0,0404
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ïðîèçâåäåíèÿ νn Tn Mn n ε∗

insec+warlock 0,2053 30248 1,3997 76673 0,0398

chapaev+luzhin 0,1999 41149 1,408 142260 0,0379

master+gramota 0,2168 93267 1,4094 139039 0,0376

pel-g+volsh 0,1922 31973 1,4149 98169 0,0365

volsh+dogheart 0,1883 21264 1,4448 56121 0,0308

gramota+master 0,2168 119651 1,4618 139039 0,0279

warlock+chapaev 0,2009 36717 1,4853 122962 0,0243

pel-g+dogheart 0,1919 31973 1,5068 90691 0,0213

gramota+warlock 0,211 24392 1,5262 58635 0,0190

zwqgin+be-god 0,1822 47254 1,5287 161028 0,0187

dogheart+zwqgin 0,184 71575 1,5713 136560 0,0143

elf-klin+chapaev 0,1963 59028 1,5714 226615 0,0143

pel-g+zhiwago 0,1978 66752 1,5732 218843 0,0142

be-god+dogheart 0,182 44592 1,5792 73111 0,0136

warlock+gramota 0,211 33692 1,6084 58635 0,0113

dogheart+zhiwago 0,1979 23023 1,6285 176795 0,0099

luzhin+elf-klin 0,1967 50430 1,6454 187452 0,0089

tuman+giper 0,1707 51314 1,648 157216 0,0087

elf-klin+zhiwago 0,1973 135217 1,7037 288377 0,0060

volsh+zhiwago 0,1977 30647 1,7331 184273 0,0049

master+warlock 0,2145 111875 1,7367 144905 0,0048

chapaev+vrungel 0,2006 68786 1,738 125497 0,0048

ojkum+12stul 0,175 119238 1,7541 183494 0,0043

volsh+zwqgin 0,1846 41566 1,7693 144038 0,0038

vrungel+elf-klin 0,1968 34780 1,7841 170689 0,0034

giper+ojkum 0,1733 93039 1,8007 173699 0,0031
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ïðîèçâåäåíèÿ νn Tn Mn n ε∗

warlock+nezn-moon 0,2142 91801 1,811 144074 0,0028

zhiwago+lolita 0,2 62553 1,8127 258074 0,0028

gramota+vrungel 0,21 34416 1,8214 61170 0,0026

elf-klin+luzhin 0,1967 59028 1,8243 187452 0,0026

giper+be-god 0,1748 76634 1,8332 120549 0,0024

nezn-moon+warlock 0,2142 107211 1,8333 144074 0,0024

pel-g+luzhin 0,1972 73393 1,8348 117918 0,0024

zhiwago+insec 0,2007 62553 1,8692 196896 0,0018

ur�n+grad 0,191 124449 1,8709 145020 0,0018

chapaev+zhiwago 0,1993 153264 1,8713 243185 0,0018

zhiwago+warlock 0,2007 62553 1,8783 184724 0,0017

chapaev+dogheart 0,1964 79231 1,8856 115033 0,0016

chapaev+volsh 0,1963 79231 1,8879 122511 0,0016

ur�n+zhiwago 0,1976 37668 1,8889 189759 0,0016

warlock+elf-klin 0,197 32247 1,8918 168154 0,0016

chapaev+warlock 0,2009 68786 1,8941 122962 0,0015

ur�n+zwqgin 0,1848 47052 1,9002 149524 0,0015

dogheart+ojkum 0,177 24115 1,9044 126261 0,0014

dogheart+be-god 0,182 43439 1,9081 73111 0,0014

gramota+insec 0,2088 27472 1,9223 70807 0,0012

lolita+elf-klin 0,1975 95508 1,9381 241504 0,0011

elf-klin+vrungel 0,1968 59028 1,9398 170689 0,0011

volsh+grad 0,1909 67100 1,9453 139534 0,0010

Îòìåòèì, ÷òî çäåñü îòêëîíåíèå ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà îò íóëÿ ìî-

æåò ïðèíèìàòü áîëüøèå çíà÷åíèÿ, âïëîòü äî 13.

Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ M ïðîãðàììà î÷åíü òî÷íî îòûñêèâàåò
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ãðàíèöó ìåæäó òåêñòàìè. Òàê, òåêñò ¾Àýëèòà¿+¾Ìàñòåð è Ìàðãà-

ðèòà¿ äåëèòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà íà äâà ôðàã-

ìåíòà, ïåðâûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ëèøü íåñêîëüêî ñòðîê èç ïåðâîé

ãëàâû ¾Ìàñòåðà è Ìàðãàðèòû¿.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñïîñîáîâ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷å-

íèÿ ε, èñïîëüçóåìîãî â êðèòåðèè âûáîðà ìåæäó ãèïîòåçàìè ¾òåêñò

íàïèñàí îäíèì àâòîðîì¿ è ¾òåêñò ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ÷àñòåé,

ïðèíàäëåæàùèõ ðàçíûì àâòîðàì¿, èëè, êàê ìû áóäåì îáîçíà÷àòü

ýòî áîëåå êðàòêî, ¾òåêñò îäíîðîäåí¿ è ¾òåêñò íåîäíîðîäåí¿. Áîëü-

øîå çíà÷åíèå ïðè âûáîðå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ M è ε èãðàþò ÷à-

ñòîòû îøèáîê ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. ×àñòîòà α∗
i îøèáêè i-ãî ðî-

äà � ýòî ÷àñòîòà ñëó÷àåâ, êîãäà âåðíàÿ i-àÿ ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ

ñòàòèñòè÷åñêèì êðèòåðèåì. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî

êðèòåðèÿ α∗
1 � ýòî îòíîøåíèå ÷èñëà ñëó÷àåâ, êîãäà äëÿ òåêñòà îäíî-

ãî àâòîðà çíà÷åíèåMn îêàçàëîñü íå ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî, ê îáùåìó

÷èñëó òåêñòîâ 25. Àíàëîãè÷íî, α∗
2 � ýòî îòíîøåíèå ÷èñëà êîìáèíà-

öèé òåêñòîâ äâóõ ðàçíûõ àâòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ Mn îêàçàëîñü ìåíü-

øå êðèòè÷åñêîãî, ê îáùåìó ÷èñëó òåêñòîâ äâóõ ðàçíûõ àâòîðîâ, òî

åñòü ê 576.

Åñëè âûáðàòü Mmax = 3, 4758 � ìàêñèìàëüíîå äëÿ òåêñòîâ îäíî-

ãî àâòîðà, òî α∗
1 = 0, íî, êàê ïîêàçûâàþò ïîäñ÷åòû â ýòîì ñëó÷àå,

÷èñëî òåêñòîâ äâóõ àâòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèå Mn ìåíüøå, ðàâ-

íÿåòñÿ 265, è ÷àñòîòà îøèáêè âòîðîãî ðîäà α∗
2 = 265/576 = 0, 460.

Òàêîé âûáîð M ïîëåçåí, êîãäà çàäà÷à ñîñòîèò â íàèáîëåå äîñòîâåð-

íîì âûÿâëåíèè ñóùåñòâåííîé íåîäíîðîäíîñòè òåêñòà.
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Òàáë. 4.3. Ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðàçëàäêè â äâóõ òåêñòàõ

îäíîãî àâòîðà.

ïðîèçâåäåíèÿ νn Tn Mn n ε∗

aelit+giper 0,1680 35709 2,2519 112342 7,87431E-05

be-god+grad 0,1877 47346 2,7534 156524 5,19998E-07

chapaev+insec 0,2007 96633 1,7162 135134 0,005531114

chapaev+pel-g 0,1966 106004 1,6702 157081 0,007553569

dogheart+master 0,2117 33497 4,1050 136976 4,61903E-15

giper+aelit 0,1680 62746 2,5383 112342 5,06749E-06

grad+be-god 0,1877 35301 2,9651 156524 4,61764E-08

gramota+zhiwago 0,2019 82610 3,6979 178858 2,65059E-12

insec+chapaev 0,2007 48889 1,3334 135134 0,057121241

insec+pel-g 0,1979 59715 2,5414 110792 4,90759E-06

life+zwqgin 0,1978 201188 7,3365 316606 3,55062E-47

lolita+luzhin 0,2011 23144 0,6787 157149 0,74641719

luzhin+lolita 0,2011 19733 0,5288 157149 0,942772469

master+dogheart 0,2117 113799 4,0042 136976 2,36791E-14

nezn-moon+nezn-sun 0,2168 60006 1,0853 175793 0,18951463

nezn-sun+nezn-moon 0,2168 51916 1,1149 175793 0,166378215

ojkum+tuman 0,1723 101292 1,3096 187396 0,064751696

pel-g+chapaev 0,1966 107518 1,7988 157081 0,003094454

pel-g+insec 0,1979 72281 2,6936 110792 9,9729E-07

tuman+ojkum 0,1723 106736 2,1736 187396 0,000157496

ur�n+volsh 0,1891 58549 1,1550 69085 0,138740603

volsh+ur�n 0,1891 21264 1,1218 69085 0,161325718

zhiwago+gramota 0,2019 152983 2,2754 178858 6,36613E-05

zwqgin+life 0,1978 162651 8,1311 316606 7,48248E-58
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Äðóãîé ïîäõîä ñîñòîèò â âûáîðå òàêîãî M , ÷òîáû ñóììà ÷àñòîò

îøèáîê áûëà ìèíèìàëüíà. Ýòî áàéåñîâñêèé (ñ ðàâíûìè àïðèîðíûìè

âåðîÿòíîñòÿìè ãèïîòåç) ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ñòàòèñòè÷åñêîãî êðè-

òåðèÿ. Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ýòîãî â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å

äîñòàòî÷íî ïðèíÿòü Mb = 1, 8658, â ýòîì ñëó÷àå α∗
1 = 4/24 = 0, 167,

α∗
2 = 83/576 = 0, 144, α∗

1 + α∗
2 = 0, 311.

Ýòî æå çíà÷åíèå Mmm = Mb îáåñïå÷èâàåò è ìèíèìàêñíûé êðèòå-

ðèé, ìèíèìèçèðóùèé ìàêñèìóì èç α∗
1 è α∗

2.

Ïðîàíàëèçèðóåì òàáë. 4.3. Îòìåòèì, ÷òî èç 24 ñî÷åòàíèé òåêñòîâ

îäíîãî àâòîðà óðîâåíü Mb = 1, 8658 ïðåâûøåí â 13 ñëó÷àÿõ, òî åñòü

÷àñòîòà îøèáêè ïåðâîãî ðîäà ïðè ïðîâåðêå ãèïîòåçû îá îäíîì àâòî-

ðå äâóõ òåêñòîâ ïðîòèâ ãèïîòåçû î äâóõ ðàçíûõ àâòîðàõ ñîñòàâëÿåò

13/24 = 0, 54. Â äâóõ ñëó÷àÿõ äîñòèãíóòûå âåëè÷èíû M ÷ðåçâû-

÷àéíî âåëèêè (è, ñîîòâåòñòâåííî, äîñòèãàåìûå óðîâíè çíà÷èìîñòè

÷ðåçâû÷àéíî ìàëû): ïðè ïðÿìîì è îáðàòíîì ñîåäèíåíèè ïðîèçâå-

äåíèé Ì. Âåëëåðà. Îòìåòèì, ÷òî ïðè÷èíà ÿâëåíèÿ â òîì, ÷òî ¾Âñå

î æèçíè¿ ÿâëÿåòñÿ íå õóäîæåñòâåííûì ïðîèçâåäåíèåì, à ôèëîñîô-

ñêèì òðàêòàòîì, è íå ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ñëóæåáíûõ

ñëîâ (â ÷àñòíîñòè, ìåæäîìåòèé), õàðàêòåðíîãî äëÿ õóäîæåñòâåííûõ

òåêñòîâ. Â îñòàëüíîì äîñòèãàåìûå óðîâíè M íå ïðåâîñõîäÿò 4,1.

Ñîîòâåòñòâóþùèå äîñòèãàåìûå óðîâíè çíà÷èìîñòè íå ìåíüøå 10−15.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâà ðîìàíà Ì. Øîëîõîâà.

Òàáë. 4.4. Ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðàçëàäêè â ðîìàíàõ

¾Ïîäíÿòàÿ öåëèíà¿ è ¾Òèõèé Äîí¿.
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ïðîèçâåäåíèÿ n νn Tn Mn ε∗

Ïîäíÿòàÿ öåëèíà 204955 0,208737 97523 6,728881 9,40152E-40

Òèõèé Äîí 421854 0,182457 210643 9,012559 5,60831E-71

Çäåñü êàæäûé èç ðîìàíîâ äàåò î÷åíü áîëüøèå çíà÷åíèÿ îòêëîíå-

íèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà, íå õàðàêòåðíûå íè äëÿ îäíîãî ïðîèçâåäå-

íèÿ, íè äëÿ ïàðû ïðîèçâåäåíèé îäíîãî àâòîðà. Ðàçëàäêà íà ãðàôè-

êàõ îêàçûâàåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ÷åòêîé è õàðàêòåðíîé (ðèñ. 4.7, 4.8).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû áîëåå ãëóáîêî è ïîñëåäîâàòåëüíî èññëåäîâàòü ýòî

ÿâëåíèå, ìû ñîñòàâèëè ñîáðàíèÿ ñî÷èíåíèé òðåõ àâòîðîâ.

Íàìè áûëè ñîñòàâëåíû ñëåäóþùèå òðè ýëåêòðîííûõ ñîáðàíèÿ ñî-

÷èíåíèé. Ñîáðàíèÿ ñî÷èíåíèé ïîëó÷åíû èç ðîìàíîâ, ïîâåñòåé è ðàñ-

ñêàçîâ àâòîðà, ïðèïèñàííûõ äðóã ê äðóãó â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñî-

îòâåòñòâóþùåé áèîãðàôèè àâòîðà.

Ôåäîð Ìèõàéëîâè÷ Äîñòîåâñêèé. ¾Óíèæåííûå è îñêîðáëåííûå¿,

¾Ïðåñòóïëåíèå è íàêàçàíèå¿, ¾Èäèîò¿, ¾Áåñû¿, ¾Áðàòüÿ Êàðàìàçî-

âû¿, ¾Ïîäðîñòîê¿.

Ëåâ Íèêîëàåâè÷ Òîëñòîé. ¾Äåòñòâî¿. ¾Îòðî÷åñòâî¿. ¾Þíîñòü¿.

¾Ñåâàñòîïîëüñêèå ðàññêàçû¿. ¾Êàçàêè¿. ¾Âîéíà è ìèð¿. ¾Àííà Êà-

ðåíèíà¿. ¾Âîñêðåñåíèå¿.

Ìèõàèë Àëåêñååâè÷ Øîëîõîâ. ¾Òèõèé Äîí¿, êíèãè 1 è 2. ¾Ïîä-

íÿòàÿ öåëèíà¿, ÷àñòü 1. ¾Òèõèé Äîí¿, êíèãè 3,4. ¾Ñóäüáà ÷åëîâåêà¿.

¾Ïîäíÿòàÿ öåëèíà¿, ÷àñòü 2.

Èññëåäîâàëèñü ïàðàìåòðû ðàçëàäêè â êàæäîì èç ñîáðàíèé ñî÷è-

íåíèé öåëèêîì, çàòåì âî ôðàãìåíòàõ ñîáðàíèé ñî÷èíåíèé, ïîëó÷åí-

íûõ ðàçðåçàíèåì òåêñòà â òî÷êàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàêñèìàëüíîìó

îòêëîíåíèþ ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà îò îñè àáñöèññ. Ôðàãìåíòàì òåêñòà

ïðèñâàèâàëèñü èìåíà ïðèïèñûâàíèåì öèôð 1 è 2 ê íàçâàíèþ èñõîä-



174

100000 200000 300000 400000
-10

-8

-6

-4

-2

0

"  ", . 

Z k, 
 

 

   421854

Ðèñ. 4.7. Ãðàôèê ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà äëÿ èíäèêàòîðîâ
ñëóæåáíûõ ñëîâ â ðîìàíå ¾Òèõèé Äîí¿

íîãî òåêñòà, öèôðà 1 ñîîòâåòñòâîâàëà ïåðâîìó ôðàãìåíòó, öèôðà 2

� âòîðîìó.

Òàáë. 4.5. Ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðàçëàäêè â ñîáðàíèÿõ

ñî÷èíåíèé è èõ ôðàãìåíòàõ.



175

50000 100000 150000 200000
-7,5
-7,0
-6,5
-6,0
-5,5
-5,0
-4,5
-4,0
-3,5
-3,0
-2,5
-2,0
-1,5
-1,0
-0,5
0,0
0,5
1,0 "  ", . 

Z k, 
 

 

   204955

Ðèñ. 4.8. Ãðàôèê ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà äëÿ èíäèêàòîðîâ
ñëóæåáíûõ ñëîâ â ðîìàíå ¾Ïîäíÿòàÿ öåëèíà¿

ïðîèçâåäåíèÿ n νn Tn Mn ε∗

dostoevski-all 1185242 0,238991 347125 3,480106 6,04546E-11

dostoevski-all1 347126 0,233202 95110 2,354132 3,0716E-05

dostoevski-all11 95111 0,227289 26457 1,90939 0,001362556

dostoevski-all12 252016 0,235564 71341 2,925917 7,32906E-08

dostoevski-all2 838117 0,240361 339021 2,486013 8,56888E-06

dostoevski-all21 339022 0,238375 164295 3,938874 6,6851E-14

dostoevski-all22 499096 0,241673 150422 2,671881 1,25956E-06

sholohov-all 637698 0,191609 407236 13,176486 3,1391E-151

sholohov-all1 407237 0,181841 187777 7,454041 1,09612E-48

sholohov-all11 187778 0,171735 102127 1,340005 0,055127833

sholohov-all111 102128 0,169599 58139 1,493484 0,023101834

sholohov-all112 85651 0,174329 39488 1,81604 0,002731634

sholohov-all12 219460 0,190289 91620 3,135968 5,74209E-09

sholohov-all2 230462 0,209812 109306 6,982154 9,05536E-43

sholohov-all21 109307 0,197459 46789 1,962837 0,000900725

sholohov-all22 121156 0,221169 9642 1,326069 0,059380049

sholohov-all221 9643 0,241027 4905 1,071322 0,201223995

sholohov-all222 111514 0,219466 25802 1,585865 0,01307846
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Òàáë. 4.5. (îêîí÷àíèå).

ïðîèçâåäåíèÿ n νn Tn Mn ε∗

tolstoj-all 1058136 0,223217 127818 3,368991 2,76986E-10

tolstoj-all1 127819 0,23525 41641 3,218909 2,00103E-09

tolstoj-all11 41642 0,223572 25472 1,158508 0,136497001

tolstoj-all111 25473 0,227398 14108 0,776465 0,582863629

tolstoj-all112 16170 0,217506 10984 1,106582 0,172640324

tolstoj-all12 86178 0,240945 59255 1,182742 0,121865597

tolstoj-all121 59256 0,243449 35550 1,831481 0,002440632

tolstoj-all122 26923 0,235466 9035 1,510311 0,020880646

tolstoj-all2 930318 0,221937 252594 3,508171 4,08391E-11

tolstoj-all21 252595 0,216009 59322 1,856277 0,002032718

tolstoj-all211 59323 0,222403 38865 2,723605 7,20802E-07

tolstoj-all2111 38866 0,215343 21260 1,613999 0,010923504

tolstoj-all21111 21261 0,221507 5879 1,502185 0,021928378

tolstoj-all21112 17606 0,207899 9942 1,702325 0,006080468

tolstoj-all2112 20458 0,235845 15930 2,40669 1,8622E-05

tolstoj-all21121 15931 0,226745 7469 2,813355 2,66795E-07

tolstoj-all21122 4528 0,267946 1252 4,255296 3,74125E-16

tolstoj-all212 193273 0,213853 69503 3,055741 1,55072E-08

tolstoj-all22 677724 0,224477 531279 1,54569 0,016820304

Äëÿ ñîáðàíèÿ ñî÷èíåíèé Äîñòîåâñêîãî çíà÷åíèå M = 3, 48 ñî-

îòâåòñòâóåò ìîìåíòó áèîãðàôèè ïèñàòåëÿ, êîãäà îí íà÷àë èãðàòü â

ðóëåòêó â Áàäåí-Áàäåíå. Ýòî ïðîèçîøëî âî âðåìÿ ðàáîòû íàä ðî-

ìàíîì ¾Èäèîò¿. Äî ýòîãî ìîìåíòà õàðàêòåðèñòèêè åãî òâîð÷åñòâà

áîëåå îäíîðîäíû (M = 2, 35), îñîáåííî îäíîðîäåí ôðàãìåíò 1.1

(ïåðâûå ÷åòûðå ãëàâû ¾Óíèæåííûõ è îñêîðáëåííûõ¿). Ïîñëå ýòîãî
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ìîìåíòà íà ãðàôèêå (ðèñ. 3.9) âèäíû ÷åðåäîâàíèÿ ðàçíûõ ïåðèî-

äîâ. Íàèìåíüøóþ îäíîðîäíîñòü èìååò ôðàãìåíò 2.1 (êîíåö ¾Èäèî-

òà¿ è ¾Áåñû¿), íàèáîëüøóþ � ôðàãìåíò 2.2 (¾Áðàòüÿ Êàðàìàçîâû¿

è ¾Ïîäðîñòîê¿). Êàê äëÿ âñåãî ñîáðàíèÿ ñî÷èíåíèé, òàê è äëÿ åãî

ôðàãìåíòîâ çíà÷åíèå M íå ïðåâîñõîäèò 4,26, äîñòèãàåìûé óðîâåíü

çíà÷èìîñòè íå ìåíüøå 10−14.

Â òâîð÷åñòâå Òîëñòîãî íåò òàêîé ðåçêîé ñìåíû ÷àñòîòû ñëóæåá-

íûõ ñëîâ, êàê â òâîð÷åñòâå Äîñòîåâñêîãî. Äëÿ âñåãî ñîáðàíèÿ ñî-

÷èíåíèé M = 3, 37, ïåðâûé ôðàãìåíò âêëþ÷àåò â ñåáÿ ¾Äåòñòâî¿,

¾Îòðî÷åñòâî¿, ¾Þíîñòü¿ è ¾Ñåâàñòîïîëüñêèå ðàññêàçû¿. Äàëüíåé-

øåå ðàçáèåíèå ïîçâîëÿåò âûÿâèòü î÷åíü îäíîðîäíûå ôðàãìåíòû 1.1

(¾Äåòñòâî¿) è 1.2. Ðàçáèåíèå ôðàãìåíòà 2 ïîçâîëÿåò âûÿâèòü ñðàâ-

íèòåëüíî îäíîðîäíûå ôðàãìåíòû 2.1 (äî êîíöà òðåòüåé ÷àñòè ¾Âîé-

íû è ìèðà¿) è 2.2. Îòìåòèì, ÷òî ïî ìåðå äàëüíåéøåé ôðàãìåíòàöèè

íå ïðîèñõîäèò ñíèæåíèÿ îòêëîíåíèé ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà îò îñè

àáñöèññ. Êàê äëÿ âñåãî ñîáðàíèÿ ñî÷èíåíèé, òàê è äëÿ åãî (äàæå

äîâîëüíî ìåëêèõ) ôðàãìåíòîâ çíà÷åíèå M íå ïðåâîñõîäèò 4,26, äî-

ñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè íå ìåíüøå 10−16.

Ýìïèðè÷åñêèé ìîñò äëÿ ñîáðàíèÿ ñî÷èíåíèé Øîëîõîâà ðàçèòåëü-

íî îòëè÷àåòñÿ îò ýìïèðè÷åñêèõ ìîñòîâ ñîáðàíèé ñî÷èíåíèé Äîñòî-

åâñêîãî è Òîëñòîãî. Çäåñü M = 13, 18, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íè÷òîæíî-

ìó óðîâíþ çíà÷èìîñòè ïîðÿäêà 10−151. Âèçóàëüíî ìîæíî âûäåëèòü

òðè ïåðèîäà: ïåðâûé (ôðàãìåíò 1.1) ñ ÷àñòîòîé ñëóæåáíûõ ñëîâ îêî-

ëî 0,17, âòîðîé (ôðàãìåíòû 1.2 è 2.1) ñ ÷àñòîòîé 0,19�0,20, òðåòèé

(ôðàãìåíò 2.2) ñ ÷àñòîòîé 0,22. Îäíîðîäíîñòü êàæäîãî èç ôðàãìåí-

òîâ âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî íàáëþäàëîñü äëÿ ñîáðàíèé ñî-

÷èíåíèé Äîñòîåâñêîãî è Òîëñòîãî, à íåîäíîðîäíîñòü âñåãî ñîáðàíèÿ

ñî÷èíåíèé â öåëîì ïåðåøàãèâàåò âñå ìûñëèìûå ãðàíèöû. Îòìåòèì,

÷òî ãðàíèöû ôðàãìåíòîâ 1.1 è 2.2 ÷åòêî ïðèâÿçàíû ê ñîîòâåòñòâóþ-
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Ðèñ. 4.9. Ãðàôèê ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà äëÿ èíäèêàòîðîâ
ñëóæåáíûõ ñëîâ â ñîáðàíèè ñî÷èíåíèé Ô. Äîñòîåâñêîãî

ùèì ïðîèçâåäåíèÿì. Êîíåö ôðàãìåíòà 1.1 ïðèâÿçàí ê êîíöó âòîðîé

êíèãè ¾Òèõîãî Äîíà¿. Èç òðåòüåé êíèãè âî ôðàãìåíò âîøëî îêîëî 2

ñòðàíèö òåêñòà, òî åñòü ñ òî÷íîñòüþ äî äâóõ ñòðàíèö îòûñêèâàåòñÿ

ðàçëàäêà â òåêñòàõ, ñîäåðæàùèõ ìíîãèå ñîòíè ñòðàíèö.

Àíàëîãè÷íî è ñ ôðàãìåíòîì 2.2. Îí âêëþ÷àåò öåëèêîì ¾Ñóäü-

áó ÷åëîâåêà¿ è âòîðóþ ÷àñòü ¾Ïîäíÿòîé öåëèíû¿, çà èñêëþ÷åíè-

åì íåñêîëüêèõ àáçàöåâ â íà÷àëå ¾Ñóäüáû ÷åëîâåêà¿, îòíîñÿùèõñÿ

ê ôðàãìåíòó 2.1 è ñîñòàâëÿþùèõ 3,5 ñòðàíèöû òåêñòà. Èòàê, ïðî-

âåäåííûé àíàëèç ïðèâîäèò ê ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî ïîä èìåíåì Øî-

ëîõîâà ñêðûâàþòñÿ äâà ïèñàòåëÿ: Øîëîõîâ-1 � àâòîð äâóõ ïåðâûõ

êíèã ¾Òèõîãî Äîíà¿, è Øîëîõîâ-2 � àâòîð ¾Ñóäüáû ÷åëîâåêà¿ è
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Ðèñ. 4.10. Ãðàôèê ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà äëÿ èíäèêàòîðîâ
ñëóæåáíûõ ñëîâ â ïåðâîì ôðàãìåíòå ñîáðàíèÿ ñî÷èíåíèé Ô.

Äîñòîåâñêîãî

âòîðîé ÷àñòè ¾Ïîäíÿòîé öåëèíû¿. Îñòàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ ïðåä-

ñòàâëÿþòñÿ ñìåñüþ ôðàãìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ýòèì äâóì àâòî-

ðàì. Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû âûñêàçûâàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì,

÷òî Øîëîõîâ � óíèêàëüíûé àâòîð, ñóùåñòâåííî èçìåíèâøèé ÷àñòî-

òó àâòîðñêîãî èíâàðèàíòà â òå÷åíèå æèçíè.

Ðåçóëüòàòû àíàëèçà ñîãëàñóþòñÿ ñ âûâîäàìè Ã. Åðìîëàåâà [31],

[32], Ã. Êéåöàà [47], Î. Â. Êóêóøêèíîé ñ ñîàâò. [55], à òàêæå àâòîðà,

èçâåñòíîãî ïîä ïñåâäîíèìîì ¾Ä¿ [22].

Äðóãîé ïðèìåð àíàëèçà ïðîâåäåí íà ñëåäóþùåì ìàòåðèàëå.

Âçÿòû ñëåäóþùèå 10 ïðîèçâåäåíèé 5 àâòîðîâ 20 âåêà:
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Ðèñ. 4.11. Ãðàôèê ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà äëÿ èíäèêàòîðîâ
ñëóæåáíûõ ñëîâ âî âòîðîì ôðàãìåíòå ñîáðàíèÿ ñî÷èíåíèé Ô.

Äîñòîåâñêîãî

À. Òîëñòîé. ¾Àýëèòà¿ è ¾Ãèïåðáîëîèä èíæåíåðà Ãàðèíà¿;

È. Åôðåìîâ. ¾Íà êðàþ Îéêóìåíû¿ è ¾Òóìàííîñòü Àíäðîìåäû¿;

À. Âîëêîâ. ¾Âîëøåáíèê Èçóìðóäíîãî ãîðîäà¿ è ¾Óðôèí Äæþñ è

åãî äåðåâÿííûå ñîëäàòû¿;

À. è Á. Ñòðóãàöêèå. ¾Òðóäíî áûòü áîãîì¿ è ¾Ãðàä îáðå÷åííûé¿;

Â. Ïåëåâèí. ¾Æèçíü íàñåêîìûõ¿ è ¾Ïîêîëåíèå �Ï� ¿.

Ýòè ïðîèçâåäåíèÿ èìåþò îáúåì îò 32 229 äî 109 618 ñëîâ. Áûëè

ïðîàíàëèçèðîâàíû êàê ýòè 10 ïðîèçâåäåíèé ïî îòäåëüíîñòè, òàê è

âñå 90 âîçìîæíûõ ïîïàðíûõ êîìáèíàöèé, ïîëó÷åííûõ ïðèïèñûâà-



181

120000 240000 360000 480000 600000

-14

-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

Z k, 
 

 

   637698

  

Ðèñ. 4.12. Ãðàôèê ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà äëÿ èíäèêàòîðîâ
ñëóæåáíûõ ñëîâ â ñîáðàíèè ñî÷èíåíèé Ì. Øîëîõîâà

íèåì îäíîãî òåêñòà ê äðóãîìó.

Äëÿ ýòèõ òåêñòîâ áûëè ïîñòðîåíû ýìïèðè÷åñêèå ìîñòû Zn ñ ïî-

ìîùüþ êàê âñåãî ñëîâàðÿ àâòîðñêîãî èíâàðèàíòà, òàê è îòäåëü-

íûõ åãî ÷àñòåé (ïðåäëîãîâ, ñîþçîâ, ÷àñòèö). Çàòåì âû÷èñëÿëèñü

ìàêñèìàëüíûå ïî ìîäóëþ îòêëîíåíèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà |Mn| =
supt∈[0; 1] |Zn(t)|, è ñ ïîìîùüþ ðàñïðåäåëåíèÿ Êîëìîãîðîâà îòûñêè-

âàëñÿ äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè

ε∗ = 2
∞∑
k=1

(−1)k+1e−2k2|Mn|2.

Çàäà÷à ñîñòîÿëà â òîì, ÷òîáû íàó÷èòüñÿ ðàçëè÷àòü:
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Ðèñ. 4.13. Ãðàôèê ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà äëÿ èíäèêàòîðîâ
ñëóæåáíûõ ñëîâ âî ôðàãìåíòå 1.1 ñîáðàíèÿ ñî÷èíåíèé Ì.

Øîëîõîâà

1) îäíî ïðîèçâåäåíèå îäíîãî àâòîðà îò äâóõ ïðîèçâåäåíèé ðàçíûõ

àâòîðîâ;

2) äâà ïðîèçâåäåíèÿ îäíîãî àâòîðà îò äâóõ ïðîèçâåäåíèé ðàçíûõ

àâòîðîâ.

Äëÿ ýòîãî íóæíî âûáðàòü óðîâåíü çíà÷èìîñòè ε è ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå M .

Îêàçàëîñü, ÷òî çíà÷åíèÿ |Mn| ïðè èñïîëüçîâàíèè ñëîâàðÿ ïðåä-

ëîãîâ ïîëó÷àþòñÿ ïî÷òè îäèíàêîâûìè äëÿ òåêñòîâ îäíîãî è äâóõ

àâòîðîâ � ýòî òàê íàçûâàåìîå ÿâëåíèå ¾ñëèÿíèÿ¿ âñåõ àâòîðîâ, îïè-

ñûâàþùåå íå èíâàðèàíò àâòîðñêîãî ñòèëÿ, à îáùèå çàêîíû ÿçûêà.
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Ðèñ. 4.14. Ãðàôèê ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà äëÿ èíäèêàòîðîâ
ñëóæåáíûõ ñëîâ âî ôðàãìåíòå 1.2 ñîáðàíèÿ ñî÷èíåíèé Ì.

Øîëîõîâà

Íàïðîòèâ, ïðè èñïîëüçîâàíèè ñëîâàðÿ ÷àñòèö çíà÷åíèÿ |Mn| ìå-
íÿþòñÿ â øèðîêèõ ïðåäåëàõ äëÿ ðàçíûõ êëàññîâ òåêñòîâ, ÷òî íå

ïîçâîëÿåò ðàçäåëÿòü òåêñòû ðàçíûõ àâòîðîâ.

Òîëüêî âåñü ñëîâàðü àâòîðñêîãî èíâàðèàíòà è ñëîâàðü ñîþçîâ â

îòäåëüíîñòè ïîçâîëÿþò ðåøàòü ïîñòàâëåííûå çàäà÷è.

Èìåííî, äëÿ ñëîâàðÿ àâòîðñêîãî èíâàðèàíòà ïîëó÷èëîñü, ÷òî |Mn|
ó îäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îäíîãî àâòîðà êîëåáëåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0,71

(¾Æèçíü íàñåêîìûõ¿) äî 2,23 (¾Ãðàä îáðå÷åííûé¿), ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå äîñòèãàåìûå óðîâíè çíà÷èìîñòè 0,698 è 5·10−5. Åñëè èñêëþ÷àòü

¾Ãðàä îáðå÷åííûé¿ èç ðàññìîòðåíèÿ êàê ïðîèçâåäåíèå, íàïèñàííîå
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Ðèñ. 4.15. Ãðàôèê ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà äëÿ èíäèêàòîðîâ
ñëóæåáíûõ ñëîâ âî ôðàãìåíòå 2.1 ñîáðàíèÿ ñî÷èíåíèé Ì.

Øîëîõîâà

âñå æå äâóìÿ àâòîðàìè è ñóùåñòâåííî íåîäíîðîäíîå, òî ñëåäóþ-

ùèì çà íèì áóäåò ¾Ïîêîëåíèå �Ï�¿ ñî çíà÷åíèÿìè |Mn| = 1, 82 è

ε∗ = 0, 0024. Â ñâÿçè ñ ýòèì âûãëÿäèò ëîãè÷íûì äëÿ àíàëèçà òåê-

ñòîâ ïîëàãàòü ε = 0, 001 è ñîîòâåòñòâåííîM = 1, 97. Äåéñòâèòåëüíî,

òåêñòû íå ìîãóò îáëàäàòü òàêîé æå îäíîðîäíîñòüþ, êàê ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí, è èñïîëüçîâàíèå ñòàíäàðòíûõ óðîâíåé çíà÷èìîñòè 0,01�0,1

çäåñü íèêàê íå îïðàâäàíî.

Ïðè ðàññìîòðåíèè 80 òåêñòîâ, ñîñòàâëåííûõ èç ïðîèçâåäåíèé ðàç-

íûõ àâòîðîâ, îêàçàëîñü, ÷òî çíà÷åíèÿ |Mn| êîëåáëþòñÿ â øèðîêèõ
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Ðèñ. 4.16. Ãðàôèê ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà äëÿ èíäèêàòîðîâ
ñëóæåáíûõ ñëîâ âî ôðàãìåíòå 2.2 ñîáðàíèÿ ñî÷èíåíèé Ì.

Øîëîõîâà

ïðåäåëàõ îò 0,90 äî 10,84, íî òîëüêî äëÿ 11 òåêñòîâ îêàçûâàþòñÿ

ìåíüøå, ÷åì 1,97, òî åñòü ÷àñòîòà îøèáêè âòîðîãî ðîäà ñîñòàâëÿåò

0,138.

Ïðè ðàññìîòðåíèè 10 òåêñòîâ, ñîñòàâëåííûõ èç äâóõ ïðîèçâåäå-

íèé îäíîãî àâòîðà, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ |Mn| ìåíÿþòñÿ â ïðå-
äåëàõ îò 0,88 äî 3,70, ïðè ýòîì äëÿ 5 òåêñòîâ çíà÷åíèÿ áîëüøå 1,97.

Îòìåòèì, ÷òî ýòî òåêñòû äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâåííî ðàçíîðîäíûå

(äëÿ Ñòðóãàöêèõ çíà÷åíèÿ 3,70 è 3,63 â ïðÿìîì è îáðàòíîì ïîðÿä-

êå ñëåäîâàíèÿ òåêñòîâ ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ À. Òîëñòîãî 2,47 è 2,84,

äëÿ Ïåëåâèíà 1,27 è 2,19). Èòàê, ïðè èñïîëüçîâàíèè êðèòè÷åñêîãî
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óðîâíÿ 0,001 óäàåòñÿ îáíàðóæèòü ðàçíîðîäíûå òåêñòû, íî ïðè ýòîì

ê ðàçíîðîäíûì êðèòåðèé îòíîñèò è òåêñòû, íàïèñàííûå îäíèì àâ-

òîðîì â ðàçíîå âðåìÿ èëè â ðàçíûõ ñòèëÿõ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü, êàê èçìåíÿòñÿ ðåçóëüòàòû ïðè èñïîëüçîâàíèè

ñëîâàðÿ, ñîñòàâëåííîãî òîëüêî èç ñîþçîâ. Äëÿ òåêñòîâ îäíîãî àâòîðà

çíà÷åíèÿ |Mn| ìåíÿþòñÿ îò 0,91 (¾Óðôèí Äæþñ è åãî äåðåâÿííûå

ñîëäàòû¿) äî 2,37 (¾Àýëèòà¿). Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ðåêîðäíîãî çíà÷å-

íèÿ 2,37 ïîëó÷àåì ïðåäåëû îò 0,91 äî 1,98 ñ äîñòèãàåìûìè óðîâíÿìè

çíà÷èìîñòè îò 0,381 äî 0,0007 ñîîòâåòñòâåííî. Âûáåðåì ε = 0, 0005

è ñîîòâåòñòâåííî M = 2, 04. Â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòîòà îøèáêè ïåðâîãî

ðîäà ðàâíà 0,1. Ïðè àíàëèçå òåêñòîâ äâóõ àâòîðîâ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

|Mn| ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0,98 äî 12,25, ïðè ýòîì äëÿ 11 àâòîðîâ

çíà÷åíèÿ îêàçûâàþòñÿ ìåíüøå, ÷åì 2,04, òî åñòü ÷àñòîòà îøèáêè

âòîðîãî ðîäà ñîñòàâëÿåò 0,138, êàê è ïðè èñïîëüçîâàíèè ñëîâàðÿ àâ-

òîðñêîãî èíâàðèàíòà. Ïðè àíàëèçå òåêñòîâ, ñîñòàâëåííûõ èç äâóõ

ïðîèçâåäåíèé îäíîãî àâòîðà, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ ñóïðåìóìà

ìîäóëÿ ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà êîëåáëþòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0,99 äî 4,05,

ïðè ýòîì òîëüêî 3 çíà÷åíèÿ ïðåâîñõîäÿò óðîâåíü 2,04, òî åñòü ÷àñòî-

òà îøèáêè ñîñòàâëÿåò 0,3.

Ðåçþìèðóÿ ðåçóëüòàòû àíàëèçà, äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî ïðè èñ-

ïîëüçîâàíèè âñåãî ñëîâàðÿ àâòîðñêîãî èíâàðèàíòà ìîæíî ïðèíÿòü

óðîâåíü çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ ðàâíûì 0,001, ïðè èñïîëüçîâàíèè ñëî-

âàðÿ ñîþçîâ � ðàâíûì 0,0005. Ïðè ýòîì â îáîèõ ñëó÷àÿõ îäèí èç 10

îäíîðîäíûõ òåêñòîâ ïðèíèìàåòñÿ çà íåîäíîðîäíûé, à 11 èç 80 íåîä-

íîðîäíûõ òåêñòîâ � çà îäíîðîäíûå, òî åñòü ïðè ðåøåíèè çàäà÷è

ðàçëè÷åíèÿ îäíîãî òåêñòà îäíîãî àâòîðà è äâóõ òåêñòîâ äâóõ ðàçíûõ

àâòîðîâ ÷àñòîòû îøèáîê ñîñòàâëÿþò 0,1 è 0,138 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ðàçëè÷åíèÿ äâóõ ïðîèçâåäåíèé îäíîãî àâ-

òîðà îò äâóõ ïðîèçâåäåíèé ðàçíûõ àâòîðîâ â 5 ñëó÷àÿõ èç 10 îä-
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íîðîäíûå òåêñòû ïðèíèìàþòñÿ çà íåîäíîðîäíûå ïðè èñïîëüçîâàíèè

ñëîâàðÿ àâòîðñêîãî èíâàðèàíòà, â 3 ñëó÷àÿõ èç 10 � ïðè èñïîëü-

çîâàíèè ñëîâàðÿ ñîþçîâ. Â ýòîì îòíîøåíèè èñïîëüçîâàíèå ñëîâàðÿ

ñîþçîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíûì.

4.4 Ïðîâåðêà ãèïîòåç î ôðàêòàëüíîñòè äëÿ òåêñòîâ

Àíàëèç, ïðîâåäåííûé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ïîêàçûâàåò, ÷òî

ïðîöåññû, ïîñòðîåííûå ïî ïðîèçâåäåíèÿì îäíîãî àâòîðà (òàáë. 4.1),

ñîáðàíèÿì ñî÷èíåíèé èëè èõ ôðàãìåíòàì (òàáë. 4.5), íå âïîëíå ñîîò-

âåòñòâóþò ìîäåëè âûáîðêè � äîñòèãàåìûå óðîâíè çíà÷èìîñòè ÷àñòî

áëèçêè ê íóëþ. Â êà÷åñòâå îáúÿñíåíèÿ ýòîãî ÿâëåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ

ìîäåëü ôðàêòàëüíîãî øóìà, êîòîðàÿ èññëåäóåòñÿ íà àäåêâàòíîñòü

ìåòîäàìè âòîðîé ãëàâû.

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû

n � ÷èñëî ñëîâ â òåêñòå;

τ � øàã ìàñøòàáèðîâàíèÿ;

H̃1, H̃2, H̃3 � îöåíêè ïàðàìåòðà ìåòîäàìè íîðìèðîâàííîãî ðàç-

ìàõà, äèñïåðñèè, çíàêîâ.

ε∗23, ε
∗
12, ε

∗
13 � äîñòèãàåìûå óðîâíè çíà÷èìîñòè ãèïîòåçû î ôðàê-

òàëüíîì ãàóññîâñêîì øóìå äëÿ êðèòåðèåâ, îñíîâàííûõ íà ðàçíîñòÿõ

ñîîòâåòñòâóþùèõ îöåíîê;

N = n/τ � îáúåì ìàñøòàáèðîâàííîé âûáîðêè;

ε∗0 � äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè ãèïîòåçû î òîì, ÷òî àäåê-

âàòíîé ìîäåëüþ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü âûáîðêè.
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Òàáë. 4.6. Îöåíêè ïàðàìåòðà Õåðñòà â ñîáðàíèÿõ ñî÷èíåíèé è èõ

ôðàãìåíòàõ.

àâòîð n τ H̃1 H̃2 H̃3 ε∗23 ε∗12 ε∗13 N ε∗0
dostoevski 1185208 64 0,684 0,674 0,614 0,2008 0,0260 0,9175 18519 0,00E+00

dostoevski1 347114 64 0,697 0,642 0,612 0,3831 0,5825 0,4423 5424 2,98E-13

dostoevski2 838095 64 0,690 0,639 0,621 0,8377 0,6320 0,9044 13095 0,00E+00

sholohov 637697 64 0,840 0,832 0,681 0,0003 0,0235 0,0013 9964 0,00E+00

sholohov1 407237 64 0,792 0,759 0,640 0,0039 0,1888 0,0027 6363 0,00E+00

sholohov11 187778 64 0,654 0,558 0,613 0,7673 0,8615 0,7785 2934 7,33E-08

sholohov2 230461 64 0,813 0,763 0,626 0,0010 0,4868 0,0000 3601 2,29E-11

sholohov22 121155 64 0,649 0,610 0,598 0,4197 0,1838 0,9712 1893 1,67E-04

tolstoj 1058098 64 0,715 0,652 0,619 0,5512 0,9592 0,3834 16533 0,00E+00

tolstoj1 127802 64 0,740 0,673 0,624 0,1532 0,5509 0,1120 1997 1,07E-06

tolstoj11 41632 64 0,631 0,462 0,509 0,8821 0,3569 0,2723 651 8,45E-01

tolstoj12 86171 64 0,657 0,506 0,604 0,5003 0,2854 0,9914 1346 7,79E-04

tolstoj2 930297 64 0,685 0,662 0,614 0,3344 0,1007 0,9633 14536 0,00E+00

tolstoj21 252586 64 0,701 0,649 0,628 0,4943 0,5041 0,6964 3947 1,52E-12

tolstoj211 59323 64 0,694 0,639 0,650 0,6078 0,3099 0,8531 927 5,80E-05

tolstoj2111 38866 64 0,695 0,640 0,620 0,3702 0,2647 0,7662 607 9,25E-03

tolstoj2112 20458 64 0,770 0,591 0,735 0,3466 0,2700 0,7062 320 2,10E-04

Ñîãëàñíî òàáë. 4.6, óðîâíè çíà÷èìîñòè ãèïîòåçû î ôðàêòàëüíîì

ãàóññîâñêîì øóìå äîñòàòî÷íî âûñîêè, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ, êî-

ãäà òåêñò ñóùåñòâåííî íåîäíîðîäåí (ñîáðàíèå ñî÷èíåíèé Øîëîõî-

âà è åãî ôðàãìåíòû 1 è 2). Ïðè ýòîì ëó÷øå âñåãî äèàãíîñòèðóþò

ðàçëàäêó ðàçíîñòè îöåíîê H̃2 − H̃3 èëè H̃1 − H̃3, îäíà èç êîòîðûõ

îòâå÷àåò çà ãëîáàëüíûå, à äðóãàÿ çà ëîêàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè. Â

êà÷åñòâå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ε ìîæíî âçÿòü ëþáîå ÷èñëî îò 0,01

äî 0,1, ïðè ýòîì íå áóäåò íè îäíîé îøèáêè îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè.

Ãèïîòåçà îá àäåêâàòíîñòè ìîäåëè âûáîðêè íå âûäåðæèâàåò ïðî-

âåðêè, äîñòèãàåìûå óðîâíè çíà÷èìîñòè îêàçûâàþòñÿ î÷åíü íèçêèìè,

çà åäèíñòâåííûì èñêëþ÷åíèåì (¾Äåòñòâî¿ Ë. Òîëñòîãî, äàííûå, ñî-

äåðæàùèå ïîñëå ìàñøòàáèðîâàíèÿ âñåãî 651 çíà÷åíèå).

Èòàê, àäåêâàòíîé ìîäåëüþ ïðîöåññà, îïèñûâàþùåãî ïîÿâëåíèå
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ñëóæåáíûõ ñëîâ â òåêñòå, äëÿ îäíîãî àâòîðà ÿâëÿåòñÿ ôðàêòàëüíûé

øóì, äëÿ ñêëåéêè òåêñòîâ äâóõ àâòîðîâ � ðàçëàäêà ôðàêòàëüíîãî

øóìà. Â êà÷åñòâå àëãîðèòìà îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè ïðåäëàãàþòñÿ

àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ðàçíîñòÿõ îöåíîê H̃2 − H̃3 èëè H̃1 − H̃3.

4.5 Ðåçóëüòàòû ãëàâû 4

Â ãëàâå 4 ìåòîäàìè îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ è ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷å-

ñêèõ ãèïîòåç èçó÷àëèñü òåêñòû íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå.

• Ïðåäëîæåíû îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè òåê-

ñòà. Èçó÷åíû ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà îöåíîê ïàðàìåòðîâ, îòûñ-

êèâàåìûõ íà îñíîâàíèè ñòàòèñòèêè ÷èñëà ðàçíûõ ñëîâ. Ïîêàçà-

íà íåàäåêâàòíîñòü ìîäåëè âûáîðêè (ñèñòåìàòè÷åñêîå èçìåíåíèå

îöåíîê ïàðàìåòðîâ ñ ðîñòîì îáúåìà òåêñòà).

• Äîêàçàíà ôóíêöèîíàëüíàÿ öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà

äëÿ ÷èñëà ðàçíûõ ñëîâ.

• Ðàçðàáîòàí ìåòîä àâòîðñêîãî èíâàðèàíòà � ñïîñîá ñîïîñòàâ-

ëåíèÿ òåêñòó ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîõðàíÿþùåé ñâîè

ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà äëÿ ôèêñèðîâàííîãî àâòîðà. Àëãîðèò-

ìû îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ àíàëèçà îäíîðîä-

íîñòè òåêñòîâ, à òàêæå êîìáèíàöèé òåêñòîâ ðàçíûõ àâòîðîâ. Âû-

ðàáîòàíû ðåêîìåíäàöèè ê èñïîëüçîâàíèþ ýòèõ ìåòîäîâ äëÿ èñ-

ñëåäîâàíèÿ àâòîðñòâà. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ñîáðàíèÿ ñî÷èíåíèé

è ïîêàçàíî, ÷òî ìîäåëü âûáîðêè äëÿ òåêñòîâ îäíîãî àâòîðà (è

ìîäåëü ðàçëàäêè äëÿ òåêñòîâ äâóõ àâòîðîâ) ñòàíîâÿòñÿ íåàäåê-

âàòíûìè ïðè áîëüøîì îáúåìå òåêñòà.

• Àëãîðèòìû îáíàðóæåíèÿ ôðàêòàëüíîñòè è àëãîðèòìû îáíàðó-

æåíèÿ ðàçëàäêè ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà ïðèìåíåíû
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ê àíàëèçó òåêñòîâ îäíîãî è äâóõ àâòîðîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî àäåê-

âàòíîé ìîäåëüþ ïðîöåññà, îïèñûâàþùåãî ïîÿâëåíèå ñëóæåáíûõ

ñëîâ â òåêñòå, äëÿ îäíîãî àâòîðà ÿâëÿåòñÿ ôðàêòàëüíûé øóì,

äëÿ ñêëåéêè òåêñòîâ äâóõ àâòîðîâ � ðàçëàäêà ôðàêòàëüíîãî øó-

ìà.
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ÃËÀÂÀ 5

Ðàçëàäêà â ðåãðåññèîííûõ ìîäåëÿõ ñ öèêëè÷åñêèì

òðåíäîì

5.1 Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñóìì îñòàòêîâ ðåãðåññèîííîé ìîäåëè

âðåìåííîãî ðÿäà âïåðâûå èçó÷åíî â ðàáîòå ÌàêÍèëà [139]. Ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî {εi, i ≥ 1} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íóëåâûì ìàòåìà-

òè÷åñêèì îæèäàíèåì è êîíå÷íîé íåíóëåâîé äèñïåðñèåé σ2. Ïóñòü

{gj(·), 1 ≤ j ≤ m} � íàáîð ðåãðåññèîííûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ

íà [0, 1]. Çàäàäèì òðåóãîëüíûé ìàññèâ {Yni, 1 ≤ i ≤ n, n ≥ 1}
çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Yni =
m∑
j=1

θjgj(i/n) + εi.

Èòàê, â ýòîé ìîäåëè âñå âðåìÿ íàáëþäåíèé ñæàòî íà îòðåçîê îò

íóëÿ äî åäèíèöû, è íàáëþäåíèÿ îòñòîÿò äðóã îò äðóãà íà ðàâíûå

èíòåðâàëû âðåìåíè. Â ìàòðè÷íîé çàïèñè

Yn = Xnθ + εn,

ãäå Xn � ìàòðèöà ðåãðåññîðà ðàçìåðíîñòè n×m, â êîòîðîé íà j-ì

ìåñòå â i-é ñòðîêå ñòîèò ýëåìåíò gj(i/n); θ � âåêòîð-ñòîëáåö äëèíû

m; εn è Yn � âåêòîð-ñòîëáöû äëèíû n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ̂n îöåíêó Ãàóññà�Ìàðêîâà âåêòîðíîãî ïàðàìåò-

ðà θ. Îíà ðàâíà

θ̂n = (XT
nXn)

−1XT
nYn,

åñëè îáðàòíàÿ ìàòðèöà ñóùåñòâóåò.

Åñëè ðåãðåññèîííûå ôóíêöèè èíòåãðèðóåìû ñ êâàäðàòîì ïî Ðè-
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ìàíó íà [0, 1], òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
n→∞n−1XT

nXn = G

� ìàòðèöà, êîìïîíåíòû êîòîðîé ðàâíû
∫ 1
0 gi(t)gj(t)dt.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç g(·) âåêòîð-ñòîëáåö ðåãðåññèîííûõ ôóíêöèé.
×àñòè÷íûå ñóììû ðåãðåññèîííûõ îñòàòêîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç

∆̂nk =
∑k

i=1 ε̂ni, ãäå ε̂ni = Yni − Ŷni, Ŷn = Xnθ̂n.

Áóäåì ïîëàãàòü ∆̂n0 = 0.

Ðàññìîòðèì ýìïèðè÷åñêèé ìîñò ðåãðåññèîííûõ îñòàòêîâ Zn. Ñî-

ãëàñíî ôîðìóëå (1), Zn � ýòî ñëó÷àéíàÿ ëîìàíàÿ ñ óçëàìè â òî÷êàõk
n
,
∆̂nk − k

n∆̂nn

σ̃n
√
n

 ,

ãäå

σ̃n =
√
ε̂2 − (ε̂)

2
.

Íàðÿäó ñ ýìïèðè÷åñêèì ìîñòîì ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ ëîìàíóþ

Zσ
n , ïîñòðîåííóþ ïî òî÷êàìk

n
,

∆̂nk

σ
√
n

 .

Òåîðåìà ÌàêÍèëà ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè ðåãðåññèîííûå ôóíê-

öèè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû, è ìàòðèöà G íåâûðîæäåíà, òî

Zσ
n ñëàáî ñõîäèòñÿ â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå â C(0, 1) ê ãàóññîâñêî-

ìó ïðîöåññó B = {B(t), 0 ≤ t ≤ 1} ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì

îæèäàíèåì è êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé

K(s, t) = EB(s)B(t) = min(s, t)−
∫ 1

0

∫ 1

0
g(x, y) dx dy,

ãäå g(x, y) = gT (x)G−1g(y).

Áèøîô [112] îñëàáèë ïðåäïîëîæåíèÿ ÌàêÍèëà î ðåãðåññèîííûõ

ôóíêöèÿõ, äîêàçàâ, ÷òî òåîðåìà âåðíà äëÿ íåïðåðûâíûõ íà [0, 1]

ôóíêöèé (óñëîâèå íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè íå òðåáóåòñÿ).
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Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ðåãðåññèîííûå ôóíêöèè � ýòî 1, cos 2πkt,

sin 2πkt, k ∈ M , ãäå M � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ìîäåëü

ïðèíèìàåò âèä

Yni = a0 +
∑
k∈M

(ak cos(2πki/n) + bk sin(2πki/n)) + εi. (38)

Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå ïåðèîäè÷åñêîå êîëåáàíèå ñ òðàåêòîðèÿìè èç

D(0, 1) ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëåíî ðàçëîæå-

íèåì â ðÿä Ôóðüå ïî ñèíóñîèäàì. Ðàññìàòðèâàåìàÿ çäåñü ðåãðåññèÿ

� ýòî ìîäåëü ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ ãàðìîíèê

è àääèòèâíûì ñëó÷àéíûì øóìîì â äèñêðåòíîì âðåìåíè. Ýòà ìîäåëü

èçâåñòíà â ëèòåðàòóðå [2], [136], [30] êàê ìîäåëü ëèíåéíîé ðåãðåññèè ñ

öèêëè÷åñêèì òðåíäîì. Èçó÷åíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ îáíàðó-

æåíèÿ ðàçëàäêè â ýòîé ìîäåëè ïðåäïðèíÿòî â ñâÿçè ñ èññëåäîâàíèåì

êîëåáàíèé ñòðîèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé [96]: ñòàâèòñÿ çàäà÷à îïðåäå-

ëåíèÿ èçìåíåíèé ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê êîíñòðóêöèè ïî èñ-

ñëåäîâàíèþ åå êîëåáàíèé.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîìåíòû íàáëþäåíèÿ ðàâíîîòñòîÿò äðóã îò

äðóãà, è ÷òî ïåðèîä íàáëþäåíèé ñîñòîèò èç öåëîãî ÷èñëà ïåðèîäîâ

êîëåáàíèé.

Ìàêíèë [139] â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ñâîåé òåîðåìû ïîëó÷èë, ÷òî

äëÿ ðåãðåññèîííîé ìîäåëè ñ öèêëè÷åñêèì òðåíäîì êîâàðèàöèîííàÿ

ôóíêöèÿ ïðåäåëüíîãî ïðîöåññà ðàâíà

K(s, t) = min(s, t)− st (39)

− 1

2π2

∑
k∈M

1

k2
((1− cos 2πks)(1− cos 2πkt) + sin 2πks sin 2πkt).

Â �5.2 ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû äëÿ ðåãðåññèè íà ïîðÿäêîâûå ñòà-

òèñòèêè. Â �5.3 äîêàçàíà òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ýìïèðè÷åñêîãî ìî-

ñòà îñòàòêîâ ðåãðåññèè ñ öèêëè÷åñêèì òðåíäîì. Ïîëó÷åíû ñëåä-

ñòâèÿ èç íåå, ïðèãîäíûå äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ: íàéäåíû
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ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèê, îñíîâàííûõ íà çíà÷åíèÿõ ýì-

ïèðè÷åñêîãî ìîñòà â íåñêîëüêèõ òî÷êàõ, è ãðóáàÿ (ëîãàðèôìè÷å-

ñêàÿ) àñèìïòîòèêà ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà. Â �5.4

ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè, îñíîâàííûå íà èçó÷åí-

íûõ ñòàòèñòèêàõ, è ïðîâîäèòñÿ èõ ñðàâíåíèå íà ÷èñëåííîì ïðèìåðå.

Êðàòêîå èçëîæåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñîäåðæèòñÿ â �5.5.

5.2 Ðåãðåññèÿ íà ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿþòñÿ ñîâìåñòíûìè ñ Å. Â. Øàòà-

ëèíûì è îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [169], [170], [198].

Ðàññìîòðèì äâå ðåãðåññèîííûå ìîäåëè (îäíî è äâóõïàðàìåòðè÷å-

ñêóþ):

Yi = θ + εi, i = 1, . . . , n, n ≥ 1,

Yi = a+ bXi + εi, i = 1, . . . , n, n ≥ 1,

ãäå θ, a, b ∈ R � íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû ðåãðåññèè, ε1, . . . , εn (ðå-

ãðåññèîííûå îøèáêè) � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è êî-

íå÷íîé íåíóëåâîé äèñïåðñèåé σ2. Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Xi =

ξi:n, i = 1, . . . , n,� ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè, ãäå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξ1, . . . , ξn íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ñ ôóíêöèåé ðàñïðå-

äåëåíèÿ F è íå çàâèñÿò îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ε1, . . . , εn.

Íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû ðåãðåññèè îáû÷íî îöåíèâàþò ïî ìåòîäó

íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ïîëó÷àÿ îöåíêè θ̂, â, b̂. Íà îñíîâàíèè ðåãðåñ-

ñèîííîé ìîäåëè ñòðîÿòñÿ ïðîãíîçíûå çíà÷åíèÿ Ŷi = θ̂, Ŷi = â+ b̂Xi.

Îñòàòêàìè ëèíåéíîé ðåãðåññèè íàçûâàþò ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ε̂i =

Yi − Ŷi.

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà. Ýìïèðè÷åñêèé ìîñò

� ýòî êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ñëó÷àéíàÿ ëîìàíàÿ Z0
n = {Z0

n(t), 0 ≤ t ≤
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1} ñ óçëàìè â òî÷êàõ k
n
,
∆̂k − k

n∆̂n√
σ̂2n

 ,

ãäå ∆̂k = ε̂1 + . . .+ ε̂k, k = 1, . . . , n, ∆̂0 = 0, σ̂2 = ε̂2 − (ε̂)2.

Ïóñòü GLF (t) =
t∫
0
F−1(s) ds � òåîðåòè÷åñêàÿ îáîáùåííàÿ êðèâàÿ

Ëîðåíöà, F−1(s) = sup{x : F (x) < s} � êâàíòèëüíîå ïðåîáðàçîâà-

íèå (îáîáùåííàÿ îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ) ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x),

GL0
F (t) = GLF (t)− tGLF (1).

×åðåç =⇒ áóäåì îáîçíà÷àòü ñëàáóþ ñõîäèìîñòü (ñõîäèìîñòü ïî

ðàñïðåäåëåíèþ) â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå. Òàê, â òåîðå-

ìàõ íèæå ÷åðåç =⇒ îáîçíà÷åíà ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå

C(0, 1), ñíàáæåííîì ðàâíîìåðíîé ìåòðèêîé.

Èç ôóíêöèîíàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû (ïðèíöèïà èíâàðèàíò-

íîñòè) ñëåäóåò òåîðåìà 1.

Â [170] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.1 Åñëè Yi = a+bXi+εi, 0 < Varξ1 < ∞, òî Z0
n =⇒ ZF ,

ãäå ZF � öåíòðèðîâàííûé ãàóññîâñêèé ïðîöåññ ñ êîâàðèàöèîííîé

ôóíêöèåé

KF (t, s) = min{t, s} − ts− GL0
F (t)GL0

F (s)

Varξ1
, t, s ∈ [0, 1].

Ñëåäñòâèå 5.1 Åñëè Yi = a + bXi + εi, Xi � ïîðÿäêîâûå ñòàòè-

ñòèêè, ïîñòðîåííûå ïî âûáîðêå èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òî

1∫
0

(Z0
n(t))

2 dt =⇒ η̂ =
1∫
0

Z2
Φ(t) dt,

ãäå η̂ èìååò ðàñïðåäåëåíèå ω̂2, êîòîðîå ïðåäñòàâëåíî â òàáë. 3 íà

ñ. 65 â [65], ZΦ � öåíòðèðîâàííûé ãàóññîâñêèé ïðîöåññ ñ êîâàðèà-

öèîííîé ôóíêöèåé

K̂(t, s) = min{t, s} − ts− φ(Φ−1(t))φ(Φ−1(s)),
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ãäå φ, Φ−1 � ïëîòíîñòü è êâàíòèëüíàÿ ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî

íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî.

Â [65] ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

Fη̂(x) = 1 +
1

π

∞∑
k=1

λ2k∫
λ2k−1

e−xλ/2

(−D(λ))1/2
dλ

λ

(ñ. 56), ãäå λk � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ÿäðà K̂, λ1 . . . λ10 ïðèâåäå-

íû íà ñ. 37 â [65], äëÿ îñòàëüíûõ λk ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü

λk ∼ ((2k − 1)π)2, k > 10;

D(λ) =
2√
λ
A(

√
λ) sin

√
λ

2
;

A(µ) =
(
1 +

µ2
√
3

2π

)
cos

µ

2
+ 4µ3I1(µ);

I1(µ) =

1/2∫
0

κ1(x) sinµx dx

1/2∫
x

κ1(x) cosµ(1/2− t) dt;

κ1(x) = φ(Φ−1(x)).

(ñ. 34�37 â [65]). Ñ ïîìîùüþ äàííûõ ôîðìóë ìîæíî âû÷èñëèòü

Fη̂(x), ðåçóëüòàò ïðèâåäåí â òàáë. 3 â [65].

5.3 Ðåãðåññèÿ ñ öèêëè÷åñêèì òðåíäîì

Òåîðåìà 5.2 Ýìïèðè÷åñêèé ìîñò Zn îñòàòêîâ ðåãðåññèè äëÿ ìî-

äåëè (38) ñëàáî ñõîäèòñÿ â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå â C(0, 1) ê ãàóñ-

ñîâñêîìó ïðîöåññó B = {B(t), 0 ≤ t ≤ 1} ñ íóëåâûì ìàòåìà-

òè÷åñêèì îæèäàíèåì è êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé (39), êîòîðóþ

ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â âèäå

K(s, t) = min(s, t)− st− 2

π2

∑
k∈M

1

k2
sin πks sin πkt cos πk(s− t). (40)
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ýêâèâàëåíòíîñòü ôîðìóë (39) è (40) óñòàíàâëèâàåòñÿ íåïîñðåä-

ñòâåííî ñ ïîìîùüþ ôîðìóë òðèãîíîìåòðèè.

Îòìåòèì, ÷òî ∆̂nn = 0 â ñëó÷àå, êîãäà ïðîöåññ çàäàí ôîðìóëîé

(38).

Âìåñòå ñ òåì σ̃n ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà σ â

ñèëó ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè, îãðàíè÷åí-

íîñòè êîñèíóñà è ñèíóñà, ñõîäèìîñòåé
∑n

i=1 εi/n → 0,
∑n

i=1 ε
2
i/n → σ2

ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. Ïîýòîìó ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ Zσ
n âåðíà

òàêæå äëÿ ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà.

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Ìîäåëü (38) áóäåì ñ÷èòàòü îñíîâíîé ãèïîòåçîé, à â êà÷åñòâå àëü-

òåðíàòèâíîé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè çíà-

÷åíèå a0 â ìîäåëè (38) çàìåíÿåòñÿ íà íåêîòîðîå îòëè÷íîå îò íåãî

çíà÷åíèå b0. Ïðè àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòî

èçìåíåíèå ïðîèñõîäèò òîëüêî îäèí ðàç çà âåñü ïåðèîä íàáëþäåíèé.

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü êëàññ ñòàòèñòè÷åñêèõ êðè-

òåðèåâ, ðàçëè÷àþùèõ îñíîâíóþ è àëüòåðíàòèâíóþ ãèïîòåçû. Ïîñëå

ïîñòðîåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ íåîáõîäèìî èõ ñðàâíèòü è âû-

áðàòü áîëåå ìîùíûé. Åñòåñòâåííûì ïîäõîäîì ê îáíàðóæåíèþ ðàç-

ëàäêè, ò. å. èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè â ïðîöåññå íàáëþäåíèÿ,

ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ðåãðåññèîííûõ îñòàòêîâ.

Ïðîñòåéøèì êðèòåðèåì îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè ÿâëÿåòñÿ êðèòå-

ðèé, îñíîâàííûé íà ñðàâíåíèè ñðåäíèõ çíà÷åíèé îñòàòêîâ, ïîäñ÷è-

òàííûõ ïî ïåðâîé è âòîðîé ïîëîâèíàì íàáëþäåíèé. ßñíî, ÷òî ðàç-

íîñòü ñðåäíèõ äîëæíà íîðìèðîâàòüñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì îòêëî-

íåíèåì èëè åãî âûáîðî÷íûì àíàëîãîì. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñòà-

òèñòè÷åñêèé êðèòåðèé, áëèçêèé ê êðèòåðèþ Ñòüþäåíòà: áîëüøèå ïî

ìîäóëþ çíà÷åíèÿ íîðìèðîâàííîé ðàçíîñòè ñðåäíèõ ñâèäåòåëüñòâó-
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þò ïðîòèâ îñíîâíîé ãèïîòåçû. Ýòîò êðèòåðèé, îñíîâàííûé íà ðàç-

íîñòè ñðåäíèõ ïî ïåðâîé è âòîðîé ïîëîâèíå íàáëþäåíèé, â òåðìèíàõ

ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà îñíîâàí íà ñòàòèñòèêå Zn(1/2). Äåéñòâèòåëü-

íî, åñëè ÷èñëî íàáëþäåíèé n ÷åòíî, òî, òàê êàê ñóììà îñòàòêîâ ðå-

ãðåññèè â ìîäåëè (38) ðàâíà íóëþ, ðàçíîñòü ìåæäó ñóììîé ïåðâûõ

n/2 è ïîñëåäíèõ n/2 îñòàòêîâ ðàâíà 2∆̂n,n/2. Ïðè äåëåíèè íà σ̃n
√
n

ïîëó÷àåì 2Zn(1/2). Ïðè íå÷åòíîì n ëîãè÷íî èñïîëüçîâàòü òó æå

ñòàòèñòèêó êàê îáåñïå÷èâàþùóþ ñèììåòðèþ ìåæäó ïåðâîé è âòî-

ðîé ïîëîâèíàìè íàáëþäåíèé.

Îáîçíà÷èì

J1 = Z2
n(1/2)/DB(1/2) = Z2

n(1/2)/

1
4
− 2

π2

∑
k∈M

1

k2
sin2

πk

2

 .

Ïðè âåðíîé îñíîâíîé ãèïîòåçå ñòàòèñòèêà J1 ñõîäèòñÿ ñëàáî ê ðàñ-

ïðåäåëåíèþ χ2
1. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà M âñåãäà

DB(1/2) > 0, à åñëè áû ìíîæåñòâî M âêëþ÷àëî â ñåáÿ âñå ïîëî-

æèòåëüíûå íå÷åòíûå ÷èñëà, òî ïðåäåëüíûé ïðîöåññ B â òî÷êå 1/2

èìåë áû âûðîæäåííîå â íóëå ðàñïðåäåëåíèå.

Ïðåäëîæåííûé êðèòåðèé ìîæíî îáîáùèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Âìåñòî îäíîé òî÷êè 1/2 âçÿòü d òî÷åê: 1
d+1 , . . . ,

d
d+1 , è ðàññìîòðåòü

äåêîððåëèðîâàííûå è íîðìàëèçîâàííûå (â ñîîòâåòñòâèè ñ êîððåëÿ-

öèîííîé ôóíêöèåé (40)) çíà÷åíèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà Zn â ýòèõ

òî÷êàõ. Òîãäà ñóììà êâàäðàòîâ ýòèõ çíà÷åíèé áóäåò èìåòü â ïðå-

äåëå õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèå ñ d ñòåïåíÿìè ñâîáîäû â ñèëó òî-

ãî, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ ëèíåéíûõ ôóíêöèé îò çíà÷åíèé ýìïèðè-

÷åñêîãî ïðîöåññà â ôèêñèðîâàííûõ òî÷êàõ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì

(â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå) ôóíêöèîíàëîì îò ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà. È

ïîëó÷åííûé òàêèì îáðàçîì êðèòåðèé, è ñòàòèñòèêó, íà êîòîðîé îí

îñíîâàí, áóäåì îáîçíà÷àòü Jd. Îáîçíà÷èì

zd = (z1,d, . . . , zd,d)
T =

(
Zn

(
1

d+ 1

)
, . . . , Zn

(
d

d+ 1

))T
.
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×åðåç Cd îáîçíà÷èì êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó âåêòîðà bd =(
B
(

1
d+1

)
, . . . , B

(
d

d+1

))T
:

Cd = EbT
dbd.

Ñòàòèñòèêà Jd âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Jd = zTdC
−1
d zd.

Îïèøåì ïîäðîáíåå êðèòåðèè J2 è J3. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ J2
èñïîëüçóåì çíà÷åíèÿ Zn(1/3) è Zn(2/3). Ñîãëàñíî (40) ïðåäåëüíîå

çíà÷åíèå B(1/3) èìååò äèñïåðñèþ

c11 = K(1/3, 1/3) =
2

9
− 2

π2

∑
k∈M

1

k2
sin2

πk

3
.

Â ñèëó ôîðìóë ïðèâåäåíèÿ, äèñïåðñèÿ ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ

B(1/3) òàêàÿ æå: c22 = c11. Êîâàðèàöèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí B(1/3)

è B(2/3) ðàâíà c12 = c11/2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñòàòèñòèêà

J2 =
4

3b11

(
Z2
n(1/3)− Zn(1/3)Zn(2/3) + Z2

n(2/3)
)

ñõîäèòñÿ ñëàáî ê ðàñïðåäåëåíèþ χ2
2. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ J3 âû-

ïîëíÿåì òå æå äåéñòâèÿ ñî çíà÷åíèÿìè Zn(1/4), Zn(1/2) è Zn(3/4).

Îñîáåííî ïðîñòîé âèä èìååò ñòàòèñòèêà J3 â ñëó÷àå, êîãäà M ñîñòî-

èò èç k, êðàòíûõ 4. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà êîâàðèàöèé ðàâíà

C3 =
1

16


3 2 1

2 4 2

1 2 3

 ,

è ñòàòèñòèêà

J3 = 8(Z2
n(1/4)− Zn(1/4)Zn(1/2) + Z2

n(1/2)

−Zn(1/2)Zn(3/4) + Z2
n(3/4))
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ñõîäèòñÿ ñëàáî ê ðàñïðåäåëåíèþ χ2
3.

Íàðÿäó ñ êðèòåðèÿìè J1, J2, J3 áóäåì èñïîëüçîâàòü êðèòåðèé, îñ-

íîâàííûé íà ñòàòèñòèêå J = supt∈[0,1] |Zn(t)|. Êàê ïîêàçàíî â ãëàâå

1, ýòîò êðèòåðèé ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íàèáîëåå ìîùíûì â øè-

ðîêîì êëàññå êðèòåðèåâ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî M = ∅, ò. å. â ìîäåëè
ñëó÷àéíîé âûáîðêè. Â îáùåì ñëó÷àå (ïðè M ̸= ∅) äëÿ ïðåäåëüíîãî
çàêîíà ñòàòèñòèêè íåò àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ, èç îáùåé òåîðèè

[131] èçâåñòíà ëèøü ãðóáàÿ àñèìïòîòèêà áîëüøèõ óêëîíåíèé

lnP{ sup
t∈[0,1]

|B(t)| ≥ x} ∼ − x2

2 supt∈[0,1]K(t, t)

ïðè x → ∞. Åñëè M ñîñòîèò òîëüêî èç ÷åòíûõ ÷èñåë, òî

lnP{supt∈[0,1] |B(t)| ≥ x} ∼ −2x2.

5.4 Ñðàâíåíèå êðèòåðèåâ

Ñìîäåëèðóåì ïðîöåññ (38) è ñðàâíèì êðèòåðèè, îñíîâàííûå íà ñòà-

òèñòèêàõ J1, J2, J3 è J . Ïîëîæèì n = 1024, M = {4; 16}, b1 = b2 =

σ = 1, a0 = a1 = a2 = 0. Â ñëó÷àå ðàçëàäêè áóäåì ïîëàãàòü b0 = 0, 2,

à ìîìåíò ðàçëàäêè τ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûì íà öåëûõ ÷èñëàõ

îò 1 äî n. Ãðàôèêè òðàåêòîðèè ïðîöåññà èçîáðàæåíû íà ðèñ. 5.1. Îò-

ìåòèì, ÷òî ïåðèîäû ñèíóñîèä ìîæíî îïðåäåëèòü íà îñíîâå áûñòðîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ðèñ. 5.2). Äëÿ ïðîöåññà ñ ðàçëàäêîé îí èìå-

åò î÷åíü ïîõîæèé âèä. Ïîñëå îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ è âû÷èòàíèÿ

ïðîãíîçíûõ çíà÷åíèé ïîëó÷àåì îñòàòêè ðåãðåññèè (ðèñ. 6.3). Íåïî-

ñðåäñòâåííî íà îñíîâàíèè èçó÷åíèÿ ðèñóíêà çàòðóäíèòåëüíî ñäåëàòü

âûâîä î òîì, ïðîèçîøëà ëè ðàçëàäêà â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå.

Ïîýòîìó âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèê J1, J2, J3 è J è äîñòèãíóòûå

èìè óðîâíè çíà÷èìîñòè. Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â òàáë. 5.1.

Òàáëèöà 5.1. Çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèê êðèòåðèåâ è äîñòèãíóòûå óðîâíè
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çíà÷èìîñòè äëÿ ïðèìåðà ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà.

Áåç ðàçëàäêè Ñ ðàçëàäêîé

Çíà÷åíèå Äîñòèãíóòûé Çíà÷åíèå Äîñòèãíóòûé

Êðèòåðèé ñòàòèñòèêè óðîâåíü ñòàòèñòèêè óðîâåíü

çíà÷èìîñòè çíà÷èìîñòè

J1 0.65 0.42 2.42 0.12

J2 1.75 0.42 6.34 0.04

J3 2.91 0.41 5.91 0.12

J 0.82 0.51 1.32 0.06

Â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå êàæäûé èç ðàññìîòðåííûõ êðèòåðèåâ íå

äàåò îñíîâàíèé ïðåäïîëàãàòü ðàçëàäêó â ñëó÷àå, êîãäà ðàçëàäêè íà

ñàìîì äåëå íåò. Â ñëó÷àå, êîãäà ðàçëàäêà åñòü, êðèòåðèè J1 è J3

îòâåðãàþò îñíîâíóþ ãèïîòåçó íà óðîâíå 0,12, êðèòåðèé J íà óðîâíå

0,06, à êðèòåðèé J2 íà óðîâíå 0,04. Îòìåòèì, ÷òî óðîâåíü äëÿ êðèòå-

ðèÿ J òðåáóåò êîððåêöèè, òàê êàê òî÷íîå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

åãî ñòàòèñòèêè íåèçâåñòíî.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñêîððåêòèðîâàòü êðèòåðèé J , à òàêæå ïðîâåðèòü

ñîîòâåòñòâèå êðèòè÷åñêèõ óðîâíåé äëÿ îñòàëüíûõ êðèòåðèåâ, àíà-

ëèçèðóåì ïîâåäåíèå êðèòåðèåâ ïðè îòñóòñòâèè ðàçëàäêè. Ýìïèðè-

÷åñêèå óðîâíè çíà÷èìîñòè âû÷èñëÿåì ïî ðåçóëüòàòàì 20000 ìîäå-

ëèðîâàíèé ïðîöåññà. Äëÿ êðèòåðèåâ J1, J2, J3 ýìïèðè÷åñêèå óðîâíè

çíà÷èìîñòè îòëè÷àþòñÿ îò âûáðàííîãî òåîðåòè÷åñêîãî óðîâíÿ 0,05

íå áîëåå ÷åì íà 0,002, à äëÿ êðèòåðèÿ J ýìïèðè÷åñêèé óðîâíåíü

çíà÷èìîñòè ïðèíèìàåò çíà÷èòåëüíî áîëåå íèçêîå çíà÷åíèå 0,0389.

Ýòî ïðîèñõîäèò âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî äëÿ ýòîãî êðèòåðèÿ íåèçâåñòíî

òî÷íîå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, à ëèøü åãî ãðóáàÿ (ëîãàðèôìè-

÷åñêàÿ) àñèìïòîòèêà. Ïîýòîìó ñêîððåêòèðóåì êðèòåðèé J , âûáðàâ â

êà÷åñòâå íîâîãî óðîâíÿ 0, 052/0, 0389 ≈ 0, 0643. Ïîâòîðíûé ÷èñëåí-

íûé ýêñïåðèìåíò ïî 20000 ðåçóëüòàòàì ìîäåëèðîâàíèÿ äàåò ýìïè-

ðè÷åñêèé óðîâåíü çíà÷èìîñòè 0,0510. Âñþäó â äàëüíåéøåì èñïîëü-

çóåòñÿ ýòîò èñïðàâëåííûé êðèòåðèé J äëÿ óðîâíÿ çíà÷èìîñòè 0,05.

Â ñëó÷àå ðàçëàäêè áóäåì ïîëàãàòü ìîìåíò ðàçëàäêè τ ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåííûì íà öåëûõ ÷èñëàõ îò 1 äî n, à çíà÷åíèþ ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî îæèäàíèÿ ïîñëå ðàçëàäêè áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèäàâàòü

çíà÷åíèÿ îò 0,2 äî 1 ñ øàãîì 0,2. Ïðîâåäåì âû÷èñëåíèÿ ñ èñïðàâ-

ëåííûì êðèòåðèåì J . Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíû â òàáë. 5.2.

Ïîãðåøíîñòü êàæäîãî âû÷èñëåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò 0,01 ñ íàäåæíî-

ñòüþ íå ìåíåå 0,95.
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Ðèñ. 5.1. Ãðàôèê òðàåêòîðèè ïðîöåññà (ââåðõó � áåç ðàçëàäêè;
âíèçó � ñ ðàçëàäêîé)
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Ðèñ. 5.2. Ãðàôèê áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ ïðîöåññà áåç
ðàçëàäêè

Òàáëèöà 5.2. Ýìïèðè÷åñêèå ìîùíîñòè êðèòåðèåâ.
Èñïîëüçóåìûé Ðàçíîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé

êðèòåðèé 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

J1 0.05 0.40 0.69 0.80 0.85 0.87

J2 0.05 0.43 0.74 0.82 0.86 0.88

J3 0.05 0.43 0.79 0.86 0.90 0.91

J 0.05 0.50 0.80 0.88 0.91 0.93

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî èñïðàâëåííûé êðèòåðèé J , îñíîâàííûé íà

ìàêñèìàëüíîì îòêëîíåíèè ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà, ïðè ðàññìàòðèâàå-

ìîé àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçå ÿâëÿåòñÿ áîëåå ìîùíûì, ÷åì êðèòåðèè

J1, J2, J3, îñíîâàííûå íà äåêîððåëÿöèè è íîðìèðîâêå çíà÷åíèé ýì-

ïèðè÷åñêîãî ìîñòà â ôèêñèðîâàííûõ òî÷êàõ. Â òî æå âðåìÿ ñ ðîñòîì

d ìîùíîñòü êðèòåðèÿ Jd âñå áëèæå ê ìîùíîñòè êðèòåðèÿ J .
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Ðèñ. 5.3. Îñòàòêè ðåãðåññèè (ââåðõó � áåç ðàçëàäêè, âíèçó � ñ
ðàçëàäêîé)
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5.5 Ðåçóëüòàòû ãëàâû 5

Â ãëàâå 5 ïîñòðîåíû ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè îáíàðóæåíèÿ ðàçëàä-

êè ðåãðåññèè íà ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè è ïðîöåññà ãàðìîíè÷åñêèõ

êîëåáàíèé ñî ñëó÷àéíûì øóìîì, ïðèãîäíûå äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïðè

êîìïüþòåðíîì àíàëèçå èçìåíåíèé ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê êîí-

ñòðóêöèè íà îñíîâàíèè çàïèñè åå êîëåáàíèé. Êëàññ òàêèõ êðèòåðèåâ

îñíîâàí íà äåêîððåëÿöèè è íîðìèðîâêå çíà÷åíèé ýìïèðè÷åñêîãî ìî-

ñòà.

• Äëÿ ðåãðåññèè íà ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû,

îïèñûâàþùèå àñèìïòîòèêó ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà, â òîì ÷èñëå

â ñëó÷àå, êîãäà ðåãðåññîð ðàñïðåäåëåí ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó.

Ýòè ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñòðîèòü àëãîðèòìû ïðîâåðêè ñîîò-

âåòñòâèÿ äàííûõ ìîäåëè ðåãðåññèè íà ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè.

• Äëÿ îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè ìîäåëè ñ öèêëè÷åñêèì òðåíäîì âû-

÷èñëÿåòñÿ êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà çíà÷åíèé ïðåäåëüíîãî ãàóñ-

ñîâñêîãî ïðîöåññà â òî÷êàõ 1
d+1 , . . . ,

1
d+1 . Çàòåì òåîðåòè÷åñêèå

çíà÷åíèÿ â ýòèõ òî÷êàõ îðòîãîíàëèçóþòñÿ, íîðìèðóþòñÿ, âîçâî-

äÿòñÿ â êâàäðàò è ñêëàäûâàþòñÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðàñïðå-

äåëåíèå õè-êâàäðàò ñ d ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå

ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ ñòàòèñòèêè îò ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà,

ïîñòðîåííîé ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõ æå ïðåîáðàçîâàíèé.

• Áîëåå äåòàëüíî îïèñàíû êðèòåðèè J1, J2, J3. Äëÿ íèõ ñòàòèñòèêè

êðèòåðèåâ ïðèâåäåíû â ÿâíîì âèäå (äëÿ êðèòåðèÿ J3 òîëüêî â

ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî íàáëþäåíèé êðàòíî ÷åòûðåì).

• Íàðÿäó ñ íèìè ðàññìàòðèâàåòñÿ êðèòåðèé, îñíîâàííûé íà ìàê-
ñèìàëüíîì îòêëîíåíèè ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà îò îñè àáñöèññ.

Ýòîò êðèòåðèé òðåáóåò êîððåêòèðîâêè ïî ðåçóëüòàòàì ìîäåëè-
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ðîâàíèÿ, òàê êàê äëÿ íåãî èçâåñòíà òîëüêî ãðóáàÿ àñèìïòîòèêà

ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

• Ñðàâíåíèå êðèòåðèåâ ïðîâîäèòñÿ íà ÷èñëåííîì ïðèìåðå è ïîêà-

çûâàåò ïðåèìóùåñòâî êðèòåðèÿ, îñíîâàííîãî íà ìàêñèìàëüíîì

îòêëîíåíèè ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà â ñëó÷àå, êîãäà àëüòåðíàòèâà

ñîñòîèò â îäíîêðàòíîì èçìåíåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

â ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðåìåíè, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé íà

èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ. Îäíàêî êðèòåðèè, îñíîâàííûå íà èçìå-

ðåíèÿõ â íåñêîëüêèõ òî÷êàõ, ïðèáëèæàþòñÿ ê íåìó ïî ìîùíîñòè

ñ ðîñòîì ÷èñëà òî÷åê.



208

ÃËÀÂÀ 6

Àíàëèç àäåêâàòíîñòè âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé

ìåäèöèíñêèõ è ýêîíîìè÷åñêèõ äàííûõ

5.6 Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ

Â ýòîé ãëàâå ðàññìîòðåíû 4 ìàññèâà äàííûõ, èçó÷åííûõ ïðè ðåøå-

íèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷, è ïîêàçàíû ðåøåíèÿ, íàéäåííûå àâòîðîì ñ

ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííûõ â äèññåðòàöèè ïîäõîäîâ. Â ïàðàãðàôå 6.2

ýòî äàííûå ìåäèöèíñêîé ñòàòèñòèêè, â ïàðàãðàôàõ 6.3 è 6.4 ýêî-

íîìè÷åñêèå äàííûå, à â ïàðàãðàôå 6.5 äàííûå çàïèñåé ðåçóëüòàòîâ

ìîäåëèðîâàíèÿ êîëåáàíèé ñòðîèòåëüíîé êîíñòðóêöèè. Ðåçóëüòàòû

ïàðàãðàôà 6.3 ÿâëÿþòñÿ ñîâìåñòíûìè ñ Í. Ñ. Àðêàøîâûì è îïóáëè-

êîâàíû â ðàáîòå [168]. Ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 6.5 ÿâëÿþòñÿ ñîâìåñò-

íûìè ñ À.Ì. Øàõðàìàíüÿíîì è îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [201].

5.7 Ìîäåëè çàâèñèìîñòè êîíöåíòðàöèè îò ìàññû òåëà

Ðàññìàòðèâàåìûå äàííûå � êîíöåíòðàöèè Mi (ìã/ë) ìàðêåðîâ FB

MoM è PA MoM â êðîâè ïàöèåíòà â çàâèñèìîñòè îò ìàññû òåëà Wi

(êã) äëÿ 4251 ïàöèåíòà.

Äàííûå ïðåäîñòàâëåíû ôèðìîé ¾Typolog Software Ltd & Co.¿

(Ãåðìàíèÿ), ïîäðÿä÷èêîì ôèðìû ¾SIEMENS Medical Solutions

Diagnostics¿.

Çàäà÷à ñîñòîèò â âûáîðå ìîäåëè äëÿ êîððåêòèðîâêè çíà÷åíèé

MoM â öåëÿõ óñòðàíåíèÿ èõ çàâèñèìîñòè îò ìàññû òåëà. Ïåðâàÿ ìî-

äåëü ïðåäëîæåíà ñîòðóäíèêàìè ôèðìû è ïðèâîäèò ê ìîäåëè íåëè-

íåéíîé ðåãðåññèè. Âòîðàÿ ìîäåëü ïðåäëîæåíà äèññåðòàíòîì è î÷åíü

ïðîñòà â ïðèìåíåíèè.

Çíà÷åíèÿ MoM èìåþò áîëüøîé ðàçìàõ è äàëåêè îò ñîîòâåòñòâèÿ

íîðìàëüíîìó çàêîíó. Ïîýòîìó ïåðåéäåì ê èõ ëîãàðèôìàì. Çíà÷åíèÿ



209

lg MoM â çàâèñèìîñòè îò ìàññû òåëà ïðèâåäåíû íà ðèñ. 6.1.

Ðèñ. 6.1. Ëîãàðèôìû FB MoM

×åðåç M̃i îáîçíà÷èì ñêîððåêòèðîâàííîå çíà÷åíèå MoM, ÷åðåç M

è W ñîîòâåòñòâóþùèå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî lgMi íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû ñ ìàòåìàòè-

÷åñêèì îæèäàíèåì c, è

M̃i =
Mi

a+ (1− a)W 0/Wi

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Êîíñòàíòà W 0 íàçûâàåòñÿ ¾íåéòðàëüíîé

ìàññîé òåëà¿: åñëèWi = W 0, òî M̃i = Mi. Â êà÷åñòâåW 0 âûáèðàåòñÿ

ãåîìåòðè÷åñêîå ñðåäíåå, âû÷èñëåíèÿ äàþò W 0 ≈ 63, 27 êã.

Ïðè èçâåñòíîì a îöåíêà êîíñòàíòû c âû÷èñëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíî ìå-

òîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, à îöåíèâàíèå êîíñòàíòû a ïðèâîäèò
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ê çàäà÷å íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè. Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî,

â ≈ 0, 247 äëÿ FB MoM, â ≈ −0, 334 äëÿ PA MoM.

Äëÿ àíàëèçà àäåêâàòíîñòè ìîäåëè ïîñòðîèì ýìïèðè÷åñêèé ìîñò

äëÿ ñêîððåêòèðîâàííûõ çíà÷åíèé. Íà ðèñ. 6.2 èçîáðàæåí ýìïèðè-

÷åñêèé ìîñò äëÿ FB MoM. Ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå äëÿ íåãî ñî-

ñòàâëÿåò 0,65, äëÿ PA MoM 0,79, ÷òî íå äàåò îñíîâàíèé îòâåðãàòü

ïðåäëîæåííóþ ìîäåëü.

Ðèñ. 6.2. Ýìïèðè÷åñêèé ìîñò äëÿ ëîãàðèôìîâ FB MoM,
èñïðàâëåííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðâîé ìîäåëüþ

Îäíàêî ïåðâàÿ ìîäåëü èìååò äâà íåãàòèâíûõ êà÷åñòâà: îíà ïðè-

âîäèò ê ñëîæíûì âû÷èñëåíèÿì, è ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ îöåíêè ïà-

ðàìåòðà a äëÿ PA MoM îòðèöàòåëåí (â ≈ −0, 334) � íàðóøåíî
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êëàññè÷åñêîå (è èìåþùåå åñòåñòâåííóþ èíòåðïðåòàöèþ) óñëîâèå ïî-

ëîæèòåëüíîñòè ïàðàìåòðà â ìîäåëè Ìèõàýëèñà�Ìåíòåí.

Ïîýòîìó ïåðåéäåì êî âòîðîé ìîäåëè:

lgMi = a+ bWi + εi.

Ïàðàìåòðû îöåíèâàþòñÿ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ: â ≈
0, 308, b̂ ≈ −0, 0046.

Ëîãàðèôìû ñêîððåêòèðîâàííûõ çíà÷åíèé âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîð-

ìóëå

lg M̂i = lgMi − b̂(Wi −W ).

Çäåñü W ≈ 64, 29 êã.

Äëÿ àíàëèçà àäåêâàòíîñòè ìîäåëè ïîñòðîèì ýìïèðè÷åñêèé ìîñò

çíà÷åíèé, ñêîððåêòèðîâàííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ìîäåëüþ. Íà

ðèñ. 6.3 èçîáðàæåí ýìïèðè÷åñêèé ìîñò äëÿ FB MoM (äëÿ PA MoM

ýìïèðè÷åñêèé ìîñò èìååò ñõîæèé âèä). Ìàêñèìàëüíîå åãî îòêëîíå-

íèå ñîñòàâëÿåò 0,81 êàê äëÿ FB MoM, òàê è äëÿ PA MoM, ÷òî íå

äàåò îñíîâàíèé îòâåðãàòü ïðåäëîæåííóþ ìîäåëü. Ýòà áîëåå ïðîñòàÿ

ìîäåëü áûëà ïðèíÿòà è èñïîëüçîâàíà ïðè ðàçðàáîòêå ïðîãðàììíîãî

îáåñïå÷åíèÿ.

Ïîäîáíûé àíàëèç äëÿ êîíöåíòðàöèè èíòåðôåðîíà â êðîâè áûë

ïðîâåäåí â ðàáîòå [180].

5.8 Àíàëèç ìîäåëåé öåí íà æèëóþ íåäâèæèìîñòü

Èçâåñòíî, ÷òî öåíà êâàäðàòíîãî ìåòðà êâàðòèðû çàâèñèò îò ðÿäà

õàðàêòåðèñòèê æèëüÿ, èç êîòîðûõ âàæíåéøèìè ÿâëÿþòñÿ óäîáñòâî

ìåñòîïîëîæåíèÿ, ÷èñëî êîìíàò è ïëàíèðîâêà êâàðòèðû, ìàòåðèàë,

èç êîòîðîãî ïîñòðîåí äîì, âíóòðåííÿÿ îòäåëêà, ãîä ñäà÷è äîìà â ýêñ-

ïëóàòàöèþ è ò.ä. ×àñòü ýòèõ õàðàêòåðèñòèê ìîæåò áûòü ïðÿìî èëè
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Ðèñ. 6.3. Ýìïèðè÷åñêèé ìîñò äëÿ ëîãàðèôìîâ FB MoM,
èñïðàâëåííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñî âòîðîé ìîäåëüþ
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êîñâåííî ïîëó÷åíà èç îáúÿâëåíèé î ïðîäàæå êâàðòèð. Êðîìå òîãî,

íà öåíó ïðåäëîæåíèÿ êâàðòèðû âëèÿåò óðîâåíü îæèäàíèé ïðîäàâöà.

Ìû ïîñòðîèì ðÿä âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé öåíû êâàäðàòíîãî ìåò-

ðà æèëüÿ, èñïîëüçóþùèõ èçâåñòíûå õàðàêòåðèñòèêè êâàðòèð. Êàæ-

äàÿ ìîäåëü ïî çàäàííîìó íàáîðó õàðàêòåðèñòèê âûäàåò ðàñïðåäåëå-

íèå âåðîÿòíîñòåé öåíû, ïîçâîëÿþùåå íàõîäèòü äîâåðèòåëüíûå ãðà-

íèöû.

Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ, íà êîòîðûõ ïðîâîäèòñÿ òåñòèðîâà-

íèå ìîäåëåé, áóäåì èñïîëüçîâàòü áàçó äàííûõ íîâîñèáèðñêîãî èç-

äàíèÿ ¾Ñïðàâî÷íèê ïî íåäâèæèìîñòè¿ çà àïðåëü, ìàé, èþíü 2004

ãîäà.

Â ¾Ñïðàâî÷íèêå ïî íåäâèæèìîñòè¿ ïðèâåäåíû ñëåäóþùèå õàðàê-

òåðèñòèêè êâàðòèð:

1) room � êîä ÷èñëà êîìíàò;

2) district � êîä ðàéîíà;

3) street � êîä óëèöû;

4) �at_�oor � ýòàæ êâàðòèðû;

5) house_�oor � ýòàæíîñòü äîìà;

6) material � êîä ìàòåðèàëà, èç êîòîðîãî ïîñòðîåí äîì;

7) �at_plan � êîä ïëàíèðîâêè êâàðòèðû;

8) �at_type � êîä òèïà êâàðòèðû;

9) sanuzel � êîä òèïà ñàíóçëà;

10) balkon � êîä íàëè÷èÿ áàëêîíà/ëîäæèè;

11) phone � êîä íàëè÷èÿ òåëåôîíà/ëèíèè;

12) sq_all � ïîëíàÿ ïëîùàäü (â êâ. ì.);

13) sq_useful � ïîëåçíàÿ ïëîùàäü;

14) sq_kitchen � ïëîùàäü êóõíè;

15) own � òèï ñîáñòâåííîñòè;

16) price_all � öåíà.
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Êàæäîé èç ïåðâûõ ïÿòíàäöàòè õàðàêòåðèñòèê ñòàâèòñÿ â ñîîòâåò-

ñòâèå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî xj, j = 1, ..., 15. Îáùóþ öåíó (16-óþ õà-

ðàêòåðèñòèêó) áóäåì îáîçíà÷àòü y. ×èñëîâûå äàííûå, ñîîòâåòñòâó-

þùèå óêàçàííûì õàðàêòåðèñòèêàì, óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ:

âî-ïåðâûõ, ïî êîäó ÷èñëà êîìíàò, çàòåì ïî êîäó ðàéîíà è ò.ä., è â

ïîñëåäíþþ î÷åðåäü ïî êîäó òèïà ñîáñòâåííîñòè.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç yt, xt1, ..., xt15 õàðàêòåðèñòèêè êâàðòèðû,

íàõîäÿùåéñÿ â ñïèñêå ïîä íîìåðîì t. ×èñëî ñòðîê ýòîé ìàòðèöû

(÷èñëî êâàðòèð â ñïèñêå) îáîçíà÷èì ÷åðåç n, ñòàëî áûòü t ìåíÿåòñÿ

â äèàïàçîíå îò 1 äî n.

Áóäåì èñõîäèòü èç ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî öåíà êâàäðàòíî-

ãî ìåòðà ïîëó÷àåòñÿ óìíîæåíèåì íåêîòîðîé áàçîâîé öåíû íà êîýô-

ôèöèåíòû, çàâèñÿùèå îò âûøåïåðå÷èñëåííûõ õàðàêòåðèñòèê êâàð-

òèðû, à òàêæå íà ñëó÷àéíûé êîýôôèöèåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé âñåì

íåó÷òåííûì ñâîéñòâàì òîâàðà è óðîâíþ îæèäàíèé ïðîäàâöà.

Ïîñëå ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì ìîäåëü

ln yt =
15∑
j=1

gj(xtj) + c+ ηt. (41)

Çäåñü c � êîíñòàíòà, à gj(·) � ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, îïðå-

äåëÿþùèå êàæäóþ êîíêðåòíóþ ìîäåëü. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû η1, . . . , ηn íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû

ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è êîíå÷íîé íåíóëåâîé äèñ-

ïåðñèåé.

Âûáîð gj ≡ 0 îçíà÷àåò, ÷òî ìîäåëü íå èñïîëüçóåò j-óþ õàðàêòå-

ðèñòèêó â êà÷åñòâå îáúÿñíÿþùåé ïåðåìåííîé. 12-àÿ õàðàêòåðèñòèêà

èãðàåò â íàøåé ìîäåëè îñîáóþ ðîëü. Âûáîð g12(x) = lnx ñîîòâåò-

ñòâóåò ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî öåíà êâàäðàòíîãî ìåòðà íå çàâèñèò

îò îáùåé ïëîùàäè êâàðòèðû.

Â ïåðâîé ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî gj � ìîíîòîííûå ôóíêöèè
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ñïåöèàëüíîãî âèäà, ïðè ýòîì â ñëó÷àå öåëî÷èñëåííîãî àðãóìåíòà

çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà çàìåíÿþòñÿ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ìîíîòîííîñòè. Âî

âòîðîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè gj öåëî÷èñ-

ëåííûõ àðãóìåíòîâ, à g12(x) = lnx. Â òðåòüåé ìîäåëè àâòîðû îò-

êàçûâàþòñÿ îò ýòîãî ïîñëåäíåãî ïðåäïîëîæåíèÿ, ïîäáèðàÿ ôóíê-

öèþ g12 ñïåöèàëüíûì îáðàçîì. Ïðîâåðÿåòñÿ àäåêâàòíîñòü ìîäåëåé â

ïëàíå îòñóòñòâèÿ ñèñòåìàòè÷åñêèõ óêëîíåíèé îñòàòêîâ.

Ïðîâåäåì ïðåäâàðèòåëüíóþ ïîäãîòîâêó äàííûõ � èñêëþ÷èì

ñòðîêè, â êîòîðûõ íå óêàçàíà õîòÿ áû îäíà èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå

øåñòíàäöàòè õàðàêòåðèñòèê.

Çàìåòèì, ÷òî íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå âîçðàñòàþùèõ

ôóíêöèé gi íå àäåêâàòíî ðàññìàòðèâàåìûì äàííûì, äëÿ êîòîðûõ

áîëüøèíñòâî õàðàêòåðèñòèê ÿâëÿþòñÿ êîäàìè ñâîéñòâ êâàðòèð. Îò

ýòèõ õàðàêòåðèñòèê îæèäàåìàÿ öåíà êâàðòèðû çàâèñèò íåìîíîòîí-

íûì îáðàçîì. Íàïðèìåð, åñëè íàçâàíèÿ óëèö óïîðÿäî÷åíû â àëôà-

âèòíîì ïîðÿäêå, òî â ýòîì ñëó÷àå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî âûñêàçû-

âàíèå, ÷òî ÷åì áîëüøå íîìåð óëèöû, íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ êâàðòèðà,

òåì áîëüøå åå öåíà, ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ. Ïîýòîìó äëÿ öåëî-

÷èñëåííûõ õàðàêòåðèñòèê ïðîâåäåì ïðîöåäóðó çàìåíû àðãóìåíòîâ,

ñîñòîÿùóþ â òîì, ÷òî êàæäîå çíà÷åíèå õàðàêòåðèñòèêè çàìåíÿåòñÿ

íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ñðåäíþþ öåíó êâàäðàòíîãî ìåòðà.

×åðåç wt = yt/xt,12 îáîçíà÷èì öåíó êâàäðàòíîãî ìåòðà â êâàðòèðå

ñ íîìåðîì t.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç a1j, . . . , amjj âñå ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ èç ìíîæå-

ñòâà {x1j . . . , xnj} àðãóìåíòîâ õàðàêòåðèñòèêè ñ íîìåðîì j. Çäåñü

mj � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ýòîé õàðàêòåðèñòèêè. Ïóñòü äëÿ

îïðåäåëåííîñòè çíà÷åíèÿ a1j, . . . , amjj óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ.

Êàæäîìó çíà÷åíèþ akj, k = 1, ...,mj ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííîå

ìíîæåñòâî çíà÷åíèé wt, äëÿ êîòîðûõ xtj = akj. Ïî ýòèì ìíîæåñòâàì
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âû÷èñëèì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ w1,j, ..., wmj ,j.

Êàæäîå ÷èñëî aij ìû çàìåíèì íà ñîîòâåòñòâóþùåå åìó çíà÷åíèå

wi,j: åñëè xtj = aij, òî ïîëîæèì x̂tj = wi,j. Òåì ñàìûì ìû âìåñòî ìíî-

æåñòâà {x1j, . . . , xnj} ïîëó÷èì íîâîå ìíîæåñòâî {x̂1j, . . . , x̂nj} àðãó-
ìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ j-îé õàðàêòåðèñòèêå.

Äëÿ íåäèñêðåòíîé õàðàêòåðèñòèêè � ïëîùàäè êâàðòèðû � çàìå-

íà àðãóìåíòîâ íå ïðîèçâîäèòñÿ: x̂t,12 = xt,12, t = 1, . . . , n.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäåëü öåíû êâàðòèðû:

gj(t) = cjf(αj, x̂t,j), (42)

ãäå

f(α, x) =

 ln x, α = 0;
xα−1
α , α ̸= 0,

ãäå c1, c2, ..., c15, α1, ..., α15 � íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû. Ìû èñêëþ÷à-

åì èç ðàññìîòðåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè 13, 14, ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ ýòèõ

äâóõ õàðàêòåðèñòèê ïðèìåðíî ïðîïîðöèîíàëüíû îáùåé ïëîùàäè.

Òàêæå ìû èñêëþ÷àåì è êîä ðàéîíà, ïîñêîëüêó ýòà õàðàêòåðèñòè-

êà âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ êîäîì óëèöû. Ïîýòîìó ìû ïîëàãàåì

g2 ≡ 0, g13 ≡ 0, g14 ≡ 0,

èëè c2 = c13 = c14 = 0.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî åñëè α1 = ... = α15 = 0, òî â ýòîì ñëó÷àå

ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ìîäåëü öåí:

yt =
15∏
j=1

x̂
cj
t,j exp(c+ ηt), (43)

â ýòîé ìîäåëè öåíà ìåíÿåòñÿ ñòåïåííûì îáðàçîì â çàâèñèìîñòè îò

èçâåñòíûõ çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòèê x̂t,j. Åñëè æå α1 = ... = α15 = 1,

ìû ïîëó÷èì òàêóþ ìîäåëü:

ln yt =
15∑
j=1

cjx̂t,j + c+ ηt, (44)
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â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò îáû÷íàÿ ìîäåëü ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè

ñ ëîãàðèôìè÷åñêè ñãëàæåííûìè îòêëèêàìè (ñì. [??]).

Áóäåì â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî (α1, ..., α15) ∈ [0, 1]15. Íà-

õîäèòü îöåíêè ïàðàìåòðîâ áóäåì ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ,

ìèíèìèçèðóÿ ôóíêöèþ

S(α1, ..., α15, c1, ..., c15, c) =
n∑

t=1

(ln yt −
15∑
j=1

cjf(αj, x̂t,j)− c)2.

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî

η1, . . . , ηn, ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äàåò íåñìåùåííûå îöåíêè

ïàðàìåòðîâ ñ íàèìåíüøåé äèñïåðñèåé â ëèíåéíîé ìîäåëè â êëàññå

âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé îò íàáëþäåíèé {ln yt}t=1,...,n.

Äëÿ êàæäîãî íàáîðà (α1, ..., α15) ÷èñëåííî íàõîäèì ìèíèìóì

ôóíêöèè S(α1, ..., α15, c1, ..., c15, c) ïî ïàðàìåòðàì c1, ..., c15, c, èñïîëü-

çóÿ âñòðîåííóþ ïðîöåäóðó Excel. Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì

S∗(α1, ..., α15) = min
c1,...,c15,c

S(α1, ..., α15, c1, ..., c15, c).

Çíà÷åíèÿ (α1, ..., α15) ∈ [0, 1]15, íà êîòîðûõ äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíè-

ìóìà ôóíêöèÿ S∗(α1, ..., α15), ìû ïðèìåì â êà÷åñòâå îïðåäåëÿþùèõ

äëÿ ìîäåëè (42).

Ðàñ÷åò ïðîèçâîäèëñÿ ïî õàðàêòåðèñòèêàì 1, 3�12, 15.

Ïîñëå âû÷èñëåíèé áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:
j 1 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 15

α̃j 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,5 0

c̃j -0,38 0,89 0,12 0,32 0,37 0,53 -0,08 -0,14 -0,05 0,17 0,23 0,42

Çäåñü j � íîìåð õàðàêòåðèñòèêè, α̃j, c̃j � íàéäåííûå îöåíêè

ïàðàìåòðîâ. Îöåíêà êîíñòàíòû c̃ = 9, 56. Âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ

îñòàòêîâ σ̃2 = 0, 021. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäè-

ëèñü äëÿ äàííûõ çà àïðåëü, ìàé è èþíü, è äëÿ âñåõ òðåõ ìåñÿöåâ

áûëè ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ αj, ïðèâåäåííûå â òàáëèöå.

Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèÿ α1, ..., α15 èç

òàáëèöû. Ïîñëå ôèêñàöèè ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëü îïèñûâàåò-
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ñÿ äâåíàäöàòüþ ïàðàìåòðàìè. Ïðåèìóùåñòâî ýòîé ìîäåëè â ñðàâíè-

òåëüíî ìàëîì ÷èñëå ïàðàìåòðîâ è â ðåàëèçàöèè ðàñ÷åòîâ ïðèìåíåíè-

åì ôîðìàëüíûõ ïðîöåäóð. Íåäîñòàòêè ìîäåëè � îòñóòñòâèå ÿâíîé

èíòåðïðåòàöèè îöåíîê ïàðàìåòðîâ è äîâîëüíî áîëüøàÿ âûáîðî÷íàÿ

äèñïåðñèÿ îñòàòêîâ. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì ìîäå-

ëè ÿâëÿåòñÿ ïîäâåðæåííîñòü ñèñòåìàòè÷åñêèì óêëîíåíèÿì îñòàòêîâ

(ñì. ðèñ. 6.4).

Ðèñ. 6.4. Ýìïèðè÷åñêèé ìîñò äëÿ ïåðâîé ìîäåëè

Ðàññìîòðèì ìîäåëü, â êîòîðîé ôóíêöèè gj(·) (ñì. (41)) öåëî÷èñ-
ëåííûõ õàðàêòåðèñòèê ÿâëÿþòñÿ ñòóïåí÷àòûìè, è ÷èñëî ñòóïåíåê

ðàâíî ÷èñëó ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé öåëî÷èñëåííîé õàðàêòåðèñòèêè.

Äëÿ ýòèõ õàðàêòåðèñòèê

gj(x) = cij, åñëè x = aij, i = 1, . . . ,mj (45)

(îáîçíà÷åíèÿ aij è mj áûëè ââåäåíû â îïèñàíèè ïðåäûäóùåé ìîäå-

ëè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî j çíà÷åíèÿ aij, i = 1, . . . ,mj,
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óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ).

Â ýòîé ìîäåëè íåîáõîäèìî ïðèíÿòü ðåøåíèå îá èñïîëüçîâàíèè

íåöåëî÷èñëåííûõ õàðàêòåðèñòèê (x12 � ïîëíàÿ ïëîùàäü (â êâ. ì.);

x13 � ïîëåçíàÿ ïëîùàäü; x14 � ïëîùàäü êóõíè).

Ðàñññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü g12(x) = ln x (ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îæèäà-

åìàÿ öåíà êâàäðàòíîãî ìåòðà ôàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò îáùåé ïëî-

ùàäè); g13 ≡ 0 (îòêàçàëèñü èñïîëüçîâàòü ñâåäåíèÿ î ïîëåçíîé ïëî-

ùàäè, òàê êàê ïîëåçíàÿ ïëîùàäü ïî÷òè ïðîïîðöèîíàëüíà ïîëíîé);

âìåñòî íåïðåðûâíîé õàðàêòåðèñòèêè x14 ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü

äèñêðåòíóþ õàðàêòåðèñòèêó I{x14 ≥ 10} (ââåëè â ðàññìîòðåíèå èí-
äèêàòîð áîëüøîé ïëîùàäè êóõíè, íàäåÿñü ïî ýòîé õàðàêòåðèñòèêå

âûÿâèòü êâàðòèðû â íåäàâíî ïîñòðîåííûõ äîìàõ). Äëÿ äèñêðåòíîé

õàðàêòåðèñòèêè I{x14 ≥ 10} ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì

ñòàðîå îáîçíà÷åíèå x14, íî òåïåðü ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ïîä x14

äèñêðåòíóþ õàðàêòåðèñòèêó. Õàðàêòåðèñòèêó ¾êîä ðàéîíà¿ ìû èñ-

êëþ÷àåì èç ðàññìîòðåíèÿ, íèæå ìû ïîäðîáíî ðàçáåðåì ïðè÷èíû

ýòîãî èñêëþ÷åíèÿ. Ïîýòîìó ìû ïîëàãàåì, ÷òî g2 ≡ 0.

×åðåç wt = yt/xt,12 ìû áóäåì ïî-ïðåæíåìó îáîçíà÷àòü öåíó êâàä-

ðàòíîãî ìåòðà â êâàðòèðå ñ íîìåðîì t, ñîîòâåòñòâåííî zt = lnwt �

ëîãàðèôì öåíû êâàäðàòíîãî ìåòðà.

Èòàê, ìû ðàññìàòðèâàåì ðîâíî 12 äèñêðåòíûõ õàðàêòåðèñòèê, íî-

ìåðà ýòèõ õàðàêòåðèñòèê: {1, 3 . . . , 11, 14, 15}. Äëÿ óäîáñòâà äàëü-

íåéøåãî èçëîæåíèÿ ïåðåíóìåðóåì ýòè õàðàêòåðèñòèêè: õàðàêòåðè-

ñòèêå ñ íîìåðîì 1 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå îïÿòü íîìåð 1, õàðàê-

òåðèñòèêå ñ íîìåðîì 3 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íîâûé íîìåð 2, õà-

ðàêòåðèñòèêå ñ íîìåðîì 4 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íîâûé íîìåð 3

è ò.ä., õàðàêòåðèñòèêå ñ íîìåðîì 15 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íîâûé

íîìåð 12. Åñòåñòâåííî, ïðè ýòîì èçìåíÿòñÿ èíäåêñû ó ôóíêöèé gj.

Äàëåå äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà xtl íàéäåì ÷èñëî kl òàêîå ÷òî akll =
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xtl. Ïîñòðîèì ìàòðèöó B ðàçìåðà (n × ∑12
j=1mj) ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: êàæäûé ýëåìåíò ìàòðèöû B â t-îé ñòðîêå è ñòîëáöå ñ íîìåðîì∑l−1
j=1mj + kl, 1 ≤ kl ≤ ml, l = 1, . . . , 12 ïîëîæèì ðàâíûì åäèíèöå, à

âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ïîëîæèì ðàâíûìè íóëþ. Ðàññìîòðèì òàê-

æå âåêòîð d = (c1,1, c2,1, ..., cm1,1, ..., c1,12, ..., cm12,12)
T . Îòìåòèì, ÷òî

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

12∑
j=1

gj(xtj) = (Bd)t,

ãäå (Bd)t � t-àÿ ñòðîêà ìàòðèöû Bd. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî åñëè

äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè l1, ..., l12 òàêîé, ÷òî 1 ≤ lj ≤ mj,

îïðåäåëèòü ôóíêöèè rj(·) = gj(·) − cljj, j = 1, ..., 12, â ýòîì ñëó÷àå

ìû ïîëó÷èì òàêæå ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè, ïðè ýòîì rj(aljj) = 0. Çà-

ìåòèì, ÷òî ñóììà
∑12

j=1 gj(xtj) áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ñóììû
∑12

j=1 rj(xtj)

ëèøü êîíñòàíòîé, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü

ôóíêöèè gj, â êîòîðûõ äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè l1, ..., l12

âûïîëíÿåòñÿ cljj = 0 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü l1, ..., l12 áóäåì âûáèðàòü

ñëåäóþùèì ñïåöèàëüíûì îáðàçîì: ðàññìîòðèì íåíóëåâûå ýëåìåíòû

s-îé ñòðîêè ìàòðèöû B (ìû áðàëè s = 20, õîòÿ ìîæíî âçÿòü ëþ-

áîå çíà÷åíèå îò 1 äî n). Ïóñòü ýòèì íåíóëåâûì ýëåìåíòàì îòâå÷àþò

ïåðåìåííûå cljj, j = 1, ..., 12, èíäåêñû lj è äàþò íàì íåîáõîäèìóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïîñêîëüêó ìû ïîëàãàåì cljj, j = 1, ..., 12 ðàâ-

íûìè íóëþ, ìû ìîæåì âû÷åðêíóòü ñòîëáöû ìàòðèöû B, â êîòîðûõ â

s-îé ñòðîêå íàõîäÿòñÿ íåíóëåâûå ýëåìåíòû, ïðè ýòîì ÷èñëî ñòîëáöîâ

íîâîé ìàòðèöû B óìåíüøèòñÿ ðîâíî íà 12. Êðîìå òîãî, ìû äîëæíû

âû÷åðêíóòü è ðîâíî 12 ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò âåêòîðà d. Â

èòîãå, ðàâåíñòâî (41) ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü â âèäå:

zt = (Bd)t + c+ ηt. (46)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ. ×åðåç z îáîçíà÷èì âåêòîð (z1, ..., zn)
T , ÷åðåç
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η îáîçíà÷èì âåêòîð (η1, ..., ηn)
T . Ïðèñîåäèíèì ê ìàòðèöå B âåêòîð-

ñòîëáåö, ñîñòàâëåííûé èç åäèíèö (1, ..., 1)T â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî

ñòîëáöà, ïîëó÷èâøóþñÿ ìàòðèöó îáîçíà÷èì ÷åðåç D.

Ê âåêòîðó d ïðèñîåäèíèì êîíñòàíòó c â êà÷åñòâå ïîñëåäíåé êîì-

ïîíåíòû, ïîëó÷åííûé âåêòîð îáîçíà÷èì ÷åðåç e. Ôîðìóëó (46) ìîæ-

íî ïåðåïèñàòü òàê

z = De+ η. (47)

Ðåøåíèå çàäà÷è ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (z−De)2 → mine

ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

DtDe = Dtz, (48)

ïðè÷åì ðàçìåðíîñòü âåêòîðà e � ÷èñëî îòëè÷íûõ îò íóëÿ ïàðàìåò-

ðîâ � ðàâíÿåòñÿ
∑12

j=1mj − 11.

Çäåñü ñäåëàåì îäíî î÷åíü âàæíîå çàìå÷àíèå. Åñëè áû ìû íå

âû÷åðêíóëè ñòîëáöû, ñîîòâåòñòâóþùèå íåíóëåâûì ýëåìåíòàì s-îé

ñòðîêè ìàòðèöû B, òîãäà áû âåêòîð (1, ..., 1)T ëèíåéíî âûðàæàëñÿ

÷åðåç âåêòîð-ñòîëáöû ìàòðèöû B, ÷òî ïðèâåëî áû ê íåðàçðåøèìî-

ñòè ñèñòåìû (48), âû÷åðêèâàíèå æå óïîìÿíóòûõ ñòîëáöîâ ïðèâîäèò

ê òîìó, ÷òî s-àÿ ñòðîêà ìàòðèöû B áóäåò ñîñòîÿòü èç íóëåé, ïîýòîìó

âåêòîð (1, ..., 1)T óæå íå ìîæåò ëèíåéíî âûðàæàòüñÿ ÷åðåç ñòîëáöû

ïðåîáðàçîâàííîé ìàòðèöû B.

Îòìåòèì ñëåäóþùóþ îñîáåííîñòü ìîäåëè ñî ñòóïåí÷àòûìè ôóíê-

öèÿìè. Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè gj íàäî îïðåäåëèòü íîìåð ñòóïåíè lj,

êîòîðàÿ èìååò íóëåâóþ âûñîòó: cljj = 0, èíà÷å ñèñòåìà (48) íå îïðå-

äåëåíà. Îäíàêî â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ è ýòîãî íå äîñòàòî÷íî � òðå-

áóåòñÿ ââåäåíèå äîïîëíèòåëüíûõ íóëåâûõ çíà÷åíèé. Äëÿ ðàññìàòðè-

âàåìîé ìîäåëè òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïðè ðàññìîòðåíèè õàðàê-

òåðèñòèê ¾êîä óëèöû¿ è ¾êîä ðàéîíà¿. Â òèïè÷íîì ñëó÷àå óëèöà öå-

ëèêîì ñîäåðæèòñÿ âíóòðè ðàéîíà, íî âñòðå÷àþòñÿ óëèöû, êîòîðûå
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îòíîñÿòñÿ ê äâóì ðàéîíàì. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñîâìåñòíîì ðàññìîò-

ðåíèè ýòèõ õàðàêòåðèñòèê íåîáõîäèìî ïðèíÿòü ðàâíîé íóëþ âûñîòó

ðîâíî îäíîé ñòóïåíè äëÿ óëèöû â ãðóïïå ðàéîíîâ, ñâÿçàííûõ îáùè-

ìè óëèöàìè. Ýòî î÷åíü íåóäîáíî â ïëàíå èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòà-

òîâ, è ïîýòîìó àâòîðû îòêàçàëèñü îò èñïîëüçîâàíèÿ õàðàêòåðèñòèêè

¾êîä ðàéîíà¿ â ýòîé ìîäåëè, ïîýòîìó ïîëàãàåì, ÷òî g2 ≡ 0.

Ïî õàðàêòåðèñòèêàì êâàðòèð ýòî ÷èñëî ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëè-

ëîñü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

7 ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóþò õàðàêòåðèñòèêå ¾÷èñëî êîìíàò¿ (ïðè

ýòîì ìû îáúåäèíèëè õàðàêòåðèñòèêè 7 êîìíàò è 8 êîìíàò);

593 ïàðàìåòðîâ � õàðàêòåðèñòèêå ¾êîä óëèöû¿;

18 ïàðàìåòðîâ � õàðàêòåðèñòèêå ¾ýòàæ êâàðòèðû¿;

22 ïàðàìåòðîâ � õàðàêòåðèñòèêå ¾ýòàæíîñòü äîìà¿;

11 ïàðàìåòðîâ � õàðàêòåðèñòèêå ¾êîä ìàòåðèàëà¿;

4 ïàðàìåòðà � õàðàêòåðèñòèêå ¾êîä ïëàíèðîâêè êâàðòèðû¿;

8 ïàðàìåòðîâ � õàðàêòåðèñòèêå ¾êîä òèïà êâàðòèðû¿;

5 ïàðàìåòðîâ � õàðàêòåðèñòèêå ¾êîä òèïà ñàíóçëà¿;

18 ïàðàìåòðîâ � õàðàêòåðèñòèêå ¾êîä íàëè÷èÿ áàëêîíà/ëîäæèè¿;

4 ïàðàìåòðà � õàðàêòåðèñòèêå ¾êîä íàëè÷èÿ òåëåôîíà/ëèíèè¿;

5 ïàðàìåòðîâ � õàðàêòåðèñòèêà ¾êîä ôîðìû ñîáñòâåííîñè¿;

1 ïàðàìåòð � ¾èíäèêàòîð áîëüøîé êóõíè¿ (òîãî, ÷òî ïëîùàäü

êóõíè íå ìåíåå 10 êâ. ì.);

1 ïàðàìåòð � êîíñòàíòà (ëîãàðèôì áàçîâîé öåíû êâàäðàòíîãî

ìåòðà).

Ëîãàðèôì áàçîâîé öåíû êâàäðàòíîãî ìåòðà âû÷èñëÿåòñÿ ïðè çíà-

÷åíèÿõ îñòàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê, ñîîòâåòñòâóþùèõ íóëåâûì çíà÷å-

íèÿì ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé. Ñìûñë êàæäîãî èç îñòàëüíûõ ïàðàìåò-

ðîâ � âåëè÷èíà îòêëîíåíèÿ ëîãàðèôìà öåíû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî

çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèêè.
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Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû DtD âîâñå íå îáÿçàòåëü-

íî ïåðåìíîæàòü ìàòðèöû ãðîìàäíîé ðàçìåðíîñòè. Ìàòðèöà ôîðìè-

ðóåòñÿ ïðè îäíîêðàòíîì àíàëèçå ñòðîê èñõîäíûõ äàííûõ. Ñíà÷àëà

ìàòðèöà çàïîëíÿåòñÿ íóëÿìè. Åñëè ýëåìåíòû ñ íîìåðàìè j1 è j2 â

ñòðîêå ñ íîìåðîì t ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ai1j1 è ai2j2, òî ê ñîîòâåò-

ñòâóþùåìó ýëåìåíòó ìàòðèöû DtD ïðèáàâëÿåòñÿ 1, çàòåì ïðîèñõî-

äèò ïåðåõîä ê ñëåäóþùåé ñòðîêå.

Ïîëó÷åííîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî e ðåøàåòñÿ ìåòî-

äîì Ãàóññà.

Îöåíêà êîíñòàíòû c̃ = 10, 061. Âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ îñòàòêîâ

σ̃2 = 0, 0189. Ýìïèðè÷åñêèé ìîñò îñòàòêîâ ïðèâåäåí íà ðèñ. 6.5.

Ðèñ. 6.5. Ýìïèðè÷åñêèé ìîñò äëÿ âòîðîé ìîäåëè

Ðàññìîòðèì ìîäåëü, â êîòîðîé äëÿ öåëî÷èñëåííûõ õàðàêòåðèñòèê

èñïîëüçóþòñÿ ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè. Èõ, êàê è â ïðåäûäóùåé ìîäå-

ëè. Ñëåäóÿ íóìåðàöèè õàðàêòåðèñòèê, óñòàíîâëåííîé äëÿ ïðåäûäó-

ùåé ìîäåëè, õàðàêòåðèñòèêå ¾îáùàÿ ïëîùàäü¿ áóäåò ñîîòâåòñòâî-
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âàòü íîìåð 13. Ôóíêöèþ g13(t) áóäåì èñêàòü â âèäå

g13(t) = βf(α, xt,13), (49)

ãäå

f(α, x) =

 ln x, α = 0;
xα−1
α , α ̸= 0,

β, α � íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû.
Íàõîäèòü îöåíêè ïàðàìåòðîâ áóäåì ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðà-

òîâ, ìèíèìèçèðóÿ ôóíêöèþ

S(β, c11, ..., cm11, c12, ..., cm22, ..., c1,12, ..., cm1212, c) =

n∑
t=1

(ln yt −
13∑
j=1

gj(xtj)− c)2.

Èòàê, äëÿ âñåõ β ∈ [0, 1] ÷èñëåííî íàõîäèì ìèíèìóì ôóíê-

öèè S(β, c11, ..., cm11, c12, ..., cm22, ..., c1,12, ..., cm1212) ïî ïàðàìåòðàì

c11, ..., cm11, c12, ..., cm22, ..., c1,12, ..., cm1212, èñêëþ÷àÿ èç ðàññìîòðåíèÿ

ïåðåìåííûå cljj, j = 1, ..., 12 � ýòè ïåðåìåííûå äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {lj}j=1..12 ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ. Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì

S∗(β) = min
c11,...,cm1212

S(β, c11, ...cm11, c12, ..., cm22, ..., c1,12, ..., cm1212).

Çíà÷åíèå β ∈ [0, 1], íà êîòîðûõ äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà ôóíê-

öèÿ S∗(β), ìû ïðèìåì â êà÷åñòâå îïðåäåëÿþùèõ äëÿ ìîäåëè (49).

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé áûëî ïîëó÷åíî çíà÷åíèå β, ðàâíîå 0, 5.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó B, ââåäåííóþ â ïðåäûäóùåé ìîäåëè. Ïðèñî-

åäèíèì ê ìàòðèöå B ðàçìåðà (n × ∑12
j=1mj − 12) âåêòîð-ñòîëáöû

(
√
x1,13, ...,

√
xn,13)

T è (1, ..., 1)T â êà÷åñòâå ïðåäïîñëåäíåãî è ïîñëåä-

íåãî ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷èâøóþñÿ ìàòðèöó îáîçíà÷èì ÷åðåç D, ê

âåêòîðó d ïðèñîåäèíèì β è êîíñòàíòó c â êà÷åñòâå ïðåäïîñëåäíåé è

ïîñëåäíåé êîìïîíåíòû ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷åííûé âåêòîð îáîçíà-

÷èì ÷åðåç e. Ïî àíàëîãèè ñ ôîðìóëîé (47) ïîëó÷èì

z = De+ η. (50)
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Ðåøåíèå çàäà÷è ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (z−De)2 → mine

ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé DTDe = DTz, ïðè÷åì ðàç-

ìåðíîñòü âåêòîðà e � ÷èñëî îòëè÷íûõ îò íóëÿ ïàðàìåòðîâ � ðàâ-

íÿåòñÿ
∑12

j=1mj − 10.

Ïîëó÷åííîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî e ðåøàåòñÿ ìåòî-

äîì Ãàóññà.

Âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ îñòàòêîâ σ̃2 = 0, 0176.

Èññëåäóåì àäåêâàòíîñòü ïðåäëîæåííûõ ìîäåëåé. Ýìïèðè÷åñêèì

ìîñòîì, ïîñòðîåííûì ïî çíà÷åíèÿì ξ1, . . . , ξn, íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâ-

íàÿ ñëó÷àéíàÿ ëîìàíàÿ ñ óçëàìè â òî÷êàõ (k/n, (nSk−kSn)/(n
3/2σ̃)),

k = 0, 1, . . . , n. Çäåñü S0 = 0, Sk = ξ1 + . . .+ ξk, à σ̃ � âûáîðî÷íîå

ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå: σ̃ =
√
ξ2 − ξ

2
. Â ñëó÷àå, êîãäà

ξ1, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ êîíå÷íîé íåíóëåâîé äèñ-

ïåðñèåé, ýìïèðè÷åñêèé ìîñò C-ñõîäèòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó áðîóíîâ-

ñêîìó ìîñòó ïðè n → ∞. Â [164] ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå êðèòåðèåâ îá-

íàðóæåíèÿ ðàçëàäêè â ìîäåëè âûáîðêè. Êðèòåðèé, îñíîâàííûé íà

ìàêñèìóìå ìîäóëÿ ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà, îêàçûâàåòñÿ íàèëó÷øèì â

øèðîêîì êëàññå êðèòåðèåâ ñ òî÷êè çðåíèÿ îòíîñèòåëüíîé àñèìïòî-

òè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè ïî Ïèòìåíó (ñì. ãëàâó 1).

Îáîçíà÷èì Jn = max0<k<n |(nSk − kSn)/(n
3/2σ̃)|. Èçâåñòíî, ÷òî â

ìîäåëè âûáîðêè ðàñïðåäåëåíèå Jn ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ

Êîëìîãîðîâà ïðè n → ∞.

Äëÿ îñòàòêîâ ðåãðåññèè íåò îòìå÷åííûõ ñõîäèìîñòåé. Ïðåäåëü-

íûé ïðîöåññ äëÿ ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà, ïîñòðîåííîãî ïî ðåãðåññè-

îííûì îñòàòêàì, óñòðîåí ñëîæíûì îáðàçîì, ÷òî íå ïîçâîëÿåò èñ-

ïîëüçîâàòü ðàñïðåäåëåíèå Êîëìîãîðîâà äëÿ âû÷èñëåíèÿ äîñòèãíó-

òîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè ãèïîòåçû îá îäíîðîäíîñòè îñòàòêîâ. Îäíà-

êî ïî âèäó ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà ìû áóäåì ñóäèòü îá àäåêâàòíîñòè

ìîäåëè, òî åñòü îá îòñóòñòâèè èëè íàëè÷èè ñèñòåìàòè÷åñêèõ îòêëî-
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íåíèé îñòàòêîâ. Ôîðìàëüíûé êðèòåðèé áóäåò ñîñòîÿòü â ïîäñ÷åòå

ýìïèðè÷åñêîãî äîñòèãíóòîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè: 500 ðàç ïåðåñòàâ-

ëÿÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì îñòàòêè ðåãðåññèè è ïîäñ÷èòûâàÿ äëÿ íèõ

çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèêè Jn, âû÷èñëèì ýìïèðè÷åñêèé ÐÄÓÇ � ÷àñòî-

òó, ñ êîòîðîé çíà÷åíèå Jn äëÿ ñëó÷àéíîé ïåðåñòàíîâêè ïðåâçîéäåò

çíà÷åíèå Jn, äîñòèãíóòîå èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îñòàòêîâ.

Ïîëó÷åííûå ÷àñòîòû îêàçûâàþòñÿ äîâîëüíî áëèçêèìè ê çíà÷åíè-

ÿì õâîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ Êîëìîãîðîâà, ïðèâåäåííûìè â ïîñëåäíåé

ñòðîêå òàáëèöû.

Âû÷èñëåíèÿ äàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ.
ìîäåëü 1 2 3

Jn 4,84 0,896 0,965

÷èñëî ñëó÷àéíûõ ïåðåñòàíîâîê 500 500 500

÷èñëî ñëó÷àåâ ïðåâûøåíèÿ óðîâíÿ Jn 0 195 144

ýìïèðè÷åñêèé ÐÄÓÇ 0 0,390 0,288

õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ Êîëìîãîðîâà 9 · 10−21 0,399 0,309
Íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííîãî àíàëèçà àäåêâàòíîñòè âûÿñíåíî, ÷òî

ïåðâàÿ ìîäåëü íàèáîëåå ïîäâåðæåíà ñèñòåìàòè÷åñêèì óêëîíåíèÿì

îñòàòêîâ. Ìîäåëü 2 â ýòîì îòíîøåíèè îêàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî ëó÷øå

ìîäåëè 3.

Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçóåìûé êðèòåðèé ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà õà-

ðàêòåðèçóåò êà÷åñòâî ìîäåëè ïî îòíîøåíèþ ê ôèêñèðîâàííîìó óïî-

ðÿäî÷åíèþ. Â íàøåì ñëó÷àå èñïîëüçîâàëîñü èñõîäíîå óïîðÿäî÷åíèå

ïî âîçðàñòàíèþ ÷èñëà êîìíàò, çàòåì ïî íàçâàíèþ ðàéîíà. Îäíàêî

ýêñïåðèìåíòû ñ ïåðåóïîðÿäî÷èâàíèåì äàííûõ ñíà÷àëà ïî íàçâàíèþ

ðàéîíà, à çàòåì ïî ÷èñëó êîìíàò äàëè áëèçêèå ðåçóëüòàòû, òî åñòü

è ïðè äðóãîì ïåðåóïîðÿäî÷èâàíèè ìîäåëü 2 íå äîïóñêàåò áîëüøèõ

ñèñòåìàòè÷åñêèõ óêëîíåíèé îñòàòêîâ.
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5.9 Àíàëèç ìîäåëåé öåí íà àâòîìîáèëè íà âòîðè÷íîì ðûí-

êå

Â ýòîì ïàðàãðàôå àíàëèçèðóþòñÿ îáúÿâëåíèÿ î ïðîäàæå àâòîìîáè-

ëåé ¾Òîéîòà Êîðîëëà¿ íà ñàéòå www.ngs.ru ïî äàííûì íà 02.06.2012

(âñåãî 525 îáúÿâëåíèé). Ñòàíäàðòíûé ðåãðåññèîííûé àíàëèç ïîêà-

çûâàåò, ÷òî åäèñòâåííûå çíà÷èìûå ôàêòîðû � ïîëîæåíèå ðóëÿ è

ãîä âûïóñêà. Èññëåäóåì çàâèñèìîñòü öåíû Yi îò ãîäà âûïóñêà Xi.

Ðèñ. 6.6. Ëîãàðèôìû öåí â çàâèñèìîcòè îò ãîäà âûïóñêà

Èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü

lnYi = aXi + b+ εi, i = 1, . . . , n. (51)

Îöåíêè ïàðàìåòðîâ (ñ òî÷íîñòüþ äî 4 çíàêîâ)

â = 0.1089, b̂ = −205.3.

Îöåíèì Yi è âû÷èñëèì ðåãðåññèîííûå îñòàòêè. Èõ âûáîðî÷íîå

ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå S = 0, 2469. Óäàëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíî îáú-
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ÿâëåíèÿ ñ îñòàòêàìè, âûõîäÿùèìè çà ðàìêè 3 ñèãì. Â ðåçóëüòàòå

îñòàëîñü 364 îáúÿâëåíèé,

â = 0.09558, b̂ = −178.7, S = 0.1291.

Ìû óìåíüøèëè S ïî÷òè âäâîå. Âû÷èñëÿåì ýìïèðè÷åñêèé ìîñò

è îáíàðóæèâàåì, ÷òî îí èìååò îñòðûå ïèêè â òî÷êàõ 16 è 154. Íå

áóäåì àíàëèçèðîâàòü çíà÷åíèÿ ñ 1 ïî 16 èç-çà ìàëîãî ÷èñëà òî÷åê.

Îñòàëüíûå èíòåðâàëû íåñêîëüêî ñêððåêòèðóåì: ñ 17 äî 148 òî÷êè

ñîîòâåòñòâóþò ãîäàì ñ 1991 äî 1999, ñ 149 äî 364 òî÷êè � ãîäàì ñ

2000 äî 2008.

Ðèñ. 6.7. Ýìïèðè÷åñêèé ìîñò îñòàòêîâ ëîãàðèôìîâ öåí íà
àâòîìîáèëè

Äëÿ ïåðâîãî èíòåðâàëà

â = 0.06484, b̂ = −117.3, S = 0.1356.

Äëÿ âòîðîãî

â = 0.07144, b̂ = −130.3, S = 0.08699.
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Ïðîòåñòèðóåì ïðåäëîæåííûå ìîäåëè.

Ïóñòü Ŷi = â+ b̂Xi, ε̂i = Yi − Ŷi, ∆̂0
i = ε̂1 + . . .+ ε̂i.

Îáîçíà÷èì GLF (t) =
t∫
0
F−1(s) ds, GLn(t) =

1
n

∑[nt]
i=1Xi.

Èñïîëüçóåì òåîðåìó èç [?]:

Theorem 6.1 Ïóñòü Xi � ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè èç âûáîðêè

{εi}ni=1 ñ ô. ð. F , è {εi} è {ξi} íåçàâèñèìû. Åñëè 0 < Dξ1 < ∞, òî

Ẑn =⇒ Z0
F Z0

F � ãàóññîâñêèé ïðîöåññ (öåíòðèðîâàííûé) ñî

ñòðóêòóðíîé ôóíêöèåé

K0
F (t, u) = min{t, u} − tu− GL0

F (t)GL0
F (u)

Varξ1
, t, u ∈ [0, 1].

Ïóñòü

K0
n(t, u) = min{t, u} − tu− GL0

n(t)GL0
n(u)

S2
, t, u ∈ [0, 1].

Òîãäà K0
n(t, u) → K0

F (t, u) ðàâíîìåðíî ïðè n → ∞.

Ïóñòü

a = (a1, . . . , ad) =

(
1

d+ 1
, . . . ,

d

d+ 1

)
,

G =
(
K0

F (ai, aj)
)d
i,j=1

, Gn =
(
K0

n(ai, aj)
)d
i,j=1

,

q = (Ẑn(a1), . . . , Ẑn(ad))
T .

Ñëåäñòâèå 6.1 Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 6.1, è ìàò-

ðèöà G−1 ñóùåñòâóåò, òî ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè qTG−1
n q ñõî-

äèòñÿ ê χ2-ðàñïðåäåëåíèþ ñ d ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

ÐÄÓÇ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå α∗ = 1− Fχ2
d
(qTG−1

n q).

Âûáåðåì d = [n1/3] + 1. Äëÿ âñåé âûáîðêè n = 364, d = 8, äëÿ

ïåðâîé è âòîðîé ÷àñòè n1 = 132, d1 = 6, n2 = 216, d2 = 7 (ãîäû

1991�1999 è 2000�2008).

Âû÷èñëåíèÿ äàþò α∗ << 10−4 äëÿ âñåé âûáîðêè, α∗
1 = 0.1677

äëÿ ïåðâîé ÷àñòè, α∗
2 = 0.07505 äëÿ âòîðîé ÷àñòè. Ïîýòîìó ìîäåëü
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Year 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999

Price 130 139 148 158 169 180 192 205 219

Year 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008

Price 290 312 335 360 386 415 446 479 514

îòâåðãàåòñÿ äëÿ âñåé âûáîðêè è ïðèíèìàåòñÿ äëÿ èíòåðâàëîâ 1991�

1999 è 2000�2008.

Âû÷èñëèì îöåíêè öåíû â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.

Ðèñ. 6.8. Ñêîððåêòèðîâàííàÿ ìîäåëü öåíû àâòîìîáèëÿ

5.10 Àíàëèç äåôåêòîâ ñòðîèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé

Ëîêàëèçàöèÿ äåôåêòà ñòðîèòåëüíîé êîíñòðóêöèè âî âðåìåíè è â

ïðîñòðàíñòâå èìååò îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèå äëÿ åãî ñâîåâðåìåííîãî

óñòðàíåíèÿ è ïðåäîòâðàùåíèÿ ðàçðóøåíèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàç-

ðàáîòàíû ìåòîäû êîíòðîëÿ êîëåáàíèé ñòðîèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé

è èõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
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[96]. Â íàøåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé, ïîçâî-

ëÿþùèé ïî ñîáðàííûì äàí-íûì äåëàòü âûâîä î ìîìåíòå îáðàçîâà-

íèÿ äåôåêòà, à òàêæå î åãî ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèè. Ýòîò

êðèòåðèé îñíîâàí íà èçó÷åíèè ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà � ñëó÷àéíîé

ëîìàíîé, ââåäåííîé â ñòàòüå [164]. Îñíîâíàÿ ãèïîòåçà ïðåäïîëàãà-

åò, ÷òî íåîäíîðîäíîñòè íåò. Âîçíèêíîâåíèå íåîäíîðîäíîñòè äîëæíî

áûòü îáíàðóæåíî âíåøíèìè ñðåäñòâàìè � ðåçóëüòàòàìè ìàòåìàòè-

÷åñêîé îáðàáîòêè çàïèñåé êîëåáàíèé äàò÷èêîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà

ôèêñèðîâàííûõ ýòàæàõ.

Èñõîäíûå äàííûå, íà îñíîâàíèè êîòîðûõ íàäî ïðèíÿòü ðåøåíèå î

íàëè÷èè íåîäíîðîäíîñòè � ýòî ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ êîëåáà-

íèé çäàíèÿ, êîòîðûå ôèçè÷åñêè îïèñûâàþòñÿ êàê ìãíîâåííûå çíà-

÷åíèÿ óñêîðåíèé, à ìàòåìàòè÷åñêè � êàê ñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîé

âðåìåííûå ðÿäû êîëåáàíèé ñ àääèòèâíûì øóìîì íà âûáðàííûõ ýòà-

æàõ ïî êàæäîé èç îñåé êîîðäèíàò. Èññëåäóåòñÿ ìîäåëüíàÿ çàäà÷à

èñêóññòâåííîãî ââåäåíèÿ íåîäíîðîäíîñòè ïóòåì óòÿæåëåíèÿ îäíî-

ãî èç ýòàæåé âäâîå. Ñïåöèôèêà èçó÷àåìûõ â ðàáîòå ïðîöåññîâ ñî-

ñòîèò â òîì, ÷òî íà ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáà-íèÿ íàêëàäûâàåòñÿ ñëó-

÷àéíûé øóì. Â ýòîé ñèòóàöèè ðàñïðåäåëåíèå ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà

îòëè÷àåòñÿ îò ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ìîäåëè ïðîñòîé ñëó÷àéíîé âûáîð-

êè. Ýòîò âîïðîñ ñïåöèàëüíî èçó÷àëñÿ â ñòàòüå [199]. Êàê ïîêàçàíî

òàì, ëîãàðèôìè÷åñêèå àñèìïòîòèêè ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî

îòêëîíåíèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà îò îñè àáñöèññ â ýòèõ äâóõ ñèòóàöè-

ÿõ ñîâïàäàþò, à ïðè ïðàêòè÷åñêîì âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòè ñëåäóåò

ââîäèòü ïîïðàâêè, íå ïðåâîñõîäÿùèå 29%. Â ñâÿçè ñ ýòèì äîñòèãàå-

ìûå óðîâíè çíà÷èìîñòè âû÷èñëÿþòñÿ â äàííîé ðàáîòå íà îñíîâàíèè

ðàñïðåäåëåíèÿ Êîëìîãîðîâà ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîé çíà÷àùåé öèôðû.

Ìîìåíò ðàçëàäêè îïðåäåëÿåòñÿ êàê àáñöèññà íàèáîëüøåãî îòêëîíå-

íèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà îò îñè àáñöèññ íà îñíîâàíèè ðàáîòû [115].
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Èñõîäíûå äàííûå � ýòî ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ êîëåáàíèé

çäàíèÿ äëÿ óðîâíåé -2 (ìèíóñ âòîðîãî), 10, 20, 30 è 40 ýòàæà. Èñ-

ïîëüçóþòñÿ äâà ðåæèìà ìîäåëèðîâàíèÿ: áåç äåôåêòà è ñ äåôåêòîì.

Â êà÷åñòâå äåôåêòà ðàññìàòðèâàåòñÿ çäàíèå, â êîòîðîì ìàññà îä-

íîãî èç ýòàæåé (à èìåííî, 25-ãî ýòàæà) â 2 ðàçà áîëüøå, ÷åì â èñ-

õîäíîé ìîäåëè. Êîëåáàíèÿ (çíà÷åíèÿ óñêîðåíèé) èçìåðÿþòñÿ ïî 3

êîîðäèíàòàì ñ âðåìåííûì øàãîì 0,01 ñ â òå÷åíèå 4 ìèíóò (âñåãî

24000 îòñ÷åòîâ). Â êà÷åñòâå êîëåáàíèé íà óðîâíå -2 âçÿòû ðåçóëü-

òàòû çàïèñè, îñóùåñòâëåííûå íà ðåàëüíîì îáúåêòå è îïèñàííûå â

ðàáîòå [96]. Êîëåáàíèÿ çäàíèÿ âîçíèêàþò èç-çà êîëåáàíèé îñíîâà-

íèÿ. Ìîäåëèðîâàíèå êîëåáàíèé ïîä ýòèì âîçäåéñòâèåì íà÷èíàåòñÿ

èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ. Îñè êîîðäèíàò ïðèâÿçàíû ê îñÿì çäàíèÿ: îñü

õ íàïðàâëåíà âäîëü ôðîíòàëüíîé îñè çäàíèÿ. Ãðàôèêè êîëåáàíèé

ïðèâåäåíû â ðàáîòå [96]. Äëÿ ìîäåëè áåç äåôåêòà õàðàêòåðíû áî-

ëåå áûñòðûé ðîñò è áîëåå ìåäëåííîå çàòóõàíèå êîëåáàíèé, ÷åì äëÿ

ìîäåëè ñ äåôåêòîì. Îñîáåííî âåëèêè îòëè÷èÿ äëÿ êîëåáàíèé âäîëü

âåðòèêàëüíîé îñè. Îíè ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ äëÿ ðàçíûõ ðåæèìîâ,

íî èçó÷åíèå ãðàôèêîâ íå äàåò îòâåòà íà âîïðîñ, êàêîé ýòàæ èìååò

ìàññó, âäâîå ïðåâûøàþùóþ ìàññó îñòàëüíûõ. ×åðåç xd, yd, zd áóäåì

îáîçíà÷àòü êîîðäèíàòû êîëåáàíèé íà ñîîòâåòñòâóþùåì óðîâíå ïðè

íàëè÷èè äåôåêòà, à ÷åðåç xn, yn, zn � ïðè îòñóòñòâèè äåôåêòà. Äëÿ

êàæäîãî óðîâíÿ îò 10 äî 40 âû÷èñëèì êâàäðàòû àìïëèòóä êîëåáà-

íèé è íàéäåì èõ ðàçíîñòè r = x2d + y2d + z2d − (x2n + y2n + z2n). Äëÿ ìè-

íóñ âòîðîãî ýòàæà ýòè âû÷èñëåíèÿ íå ïðîâîäÿòñÿ, òàê êàê äëÿ íåãî

íàãðóæåííûé è íåíàãðóæåííûé ñëó÷àè íå îòëè÷àþòñÿ � ðàçíîñòè

ðàâíû íóëþ. Âû÷èñëèì êóìóëÿòèâíûå ñóììû rL = cumsum(r). Ðàç-

äåëèì êóìóëÿòèâíûå ñóììû íà âûáîðî÷íîå ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå

è íà êîðåíü êâàäðàòíûé èç ÷èñëà îòñ÷åòîâ n = 24000. Ïîëó÷èì íîð-

ìèðîâàííûå êóìóëÿòèâíûå ñóììû rN = (var(r)n)−1/2rL.
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Áûëè èçó÷åíû àìïëèòóäû ñïåêòðîâ ñèãíàëîâ ïî êàæäîé îñè êî-

îðäèíàò íà êàæäîì óðîâíå îò 10 äî 40. Òàê êàê çàìåðû ïðîèçâå-

äåíû â òå÷åíèå 240 ñåêóíä ñ äèñêðåòíîñòüþ 0,01 ñ, òî äèñêðåòíîå

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äàåò ÷àñòîòû îò 1/240 Ãö äî 50 Ãö ñ øàãîì

1/240 Ãö. Àìïëèòóäû âû÷èñëÿþòñÿ äåëåíèåì çíà÷åíèé äèñêðåòíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íà ÷èñëî îòñ÷åòîâ (24000). Àíàëèç ïîêàçû-

âàåò ðàñùåïëåíèå ïèêîâîé ÷àñòîòû, ïðèáëèæåííî ðàâíîé 5 Ãö, äëÿ

êîëåáàíèé ïî îñè Z â ìîäåëÿõ ñ äåôåêòîì: ìåæäó äâóìÿ ìàêñèìó-

ìàìè àìïëèòóä îáðàçóåòñÿ ìèíèìóì. Â ðåçóëüòàòå ñóùåñòâåííî ïî-

íèæàåòñÿ âûñîòà ñïåêòðàëüíîãî ïèêà. Êðîìå òîãî, ïðîèñõîäèò ñäâèã

(óìåíüøåíèå) ïèêîâîé ÷àñòîòû. Òàê, íà óðîâíå 20-ãî ýòàæà çíà÷å-

íèå ïèêîâîé ÷àñòîòû èçìåíèëîñü ñ 5.07 Ãö â ìîäåëè áåç äåôåêòà äî

4.99 Ãö â ìîäåëè ñ äåôåêòîì. Ýòè îòëè÷èÿ îïðåäåëÿþò âîçìîæíîñòü

äåòåêòèðîâàíèÿ äåôåêòà (íàãðóæåííîãî ýòàæà) ñïåêòðàëüíûì ìåòî-

äîì.

Àíàëèç êóìóëÿòèâíûõ ñóìì íà ðàçíûõ óðîâíÿõ ïîêàçûâàåò ðîñò

çàøóìëåíèÿ ñ ðîñòîì âûñîòû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû àíàëèçèðîâàòü çà-

øóìëåíèå, îñóùåñòâèì îðòîãîíàëèçàöèþ êóìóëÿòèâíûõ ñóìì S ïî

ñîîòâåòñòâóþùèì êîîðäèíàòàì ñ êóìóëÿòèâíûìè ñóììàìè S0 íà

óðîâíå -2 ïî ôîðìóëå S0 = S− < S, S0 > S0/ < S0, S0 >.

Îò îðòîãîíàëèçîâàííûõ ñóìì S0 ïåðåéäåì ê èõ ïðèðàùåíèÿì,

òî åñòü ê èñïðàâëåííûì çíà÷åíèÿì ïðîöåññà x0, y0, z0, à çàòåì

ê ïðèðàùåíèÿì ïðîöåññà ∆x0, ∆y0, ∆z0. Ïðîñóììèðóåì êâàäðà-

òû ïðèðàùåíèé ïî âñåì êîîðäèíàòàì è ïî âñåì óðîâíÿì: v(i) =∑
j((∆x0j)

2 + (∆y0j )
2 + (∆z0j )

2). Çäåñü ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì

óðîâíÿì j > 0. Ïî ýòèì ñóììàì ïîñòðîèì ýìïèðè÷åñêèé ìîñò: ëî-

ìàíóþ ñ óçëàìè â òî÷êàõ (k/n, (
∑

i≤k v(i)k
∑

i≤n v(i)/n)σ
−1n−1/2).

Çäåñü σ - âûáîðî÷íîå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå äëÿ

{v(i)}i≤n. Äëÿ èíòåðâàëà ñòàöèîíàðíîñòè õàðàêòåðíî ëèíåéíîå ïî-
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âåäåíèå ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîñòîÿííîìó ñðåä-

íåìó çíà÷åíèþ (â äàííîì ñëó÷àå êâàäðàòîâ ïðèðàùåíèé). Ìîæíî

âûäåëèòü 4 èíòåðâàëà ëèíåéíîãî ïîâåäåíèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà

êàê äëÿ ìîäåëè áåç äåôåêòà, òàê è äëÿ ìîäåëè ñ äåôåêòîì. Ãðà-

íèöû èíòåðâàëîâ � ýòî òî÷êè, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò èçëîì ýì-

ïèðè÷åñêîãî ìîñòà � îäíà àïïðîêñèìèðóþùàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ

ñìåíÿåòñÿ äðóãîé. Ýòè èíòåðâàëû îòûñêèâàþòñÿ àíàëèòè÷åñêè êàê

ìîìåíòû íàèáîëüøåãî îòêëîíåíèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà îò ãîðèçîí-

òàëüíîé îñè. Â ýòè ìîìåíòû âðåìåííîé ðÿä ðàçðåçàåòñÿ íà 2 ÷à-

ñòè, è ïðîöåäóðà âûïîëíÿåòñÿ ñíîâà. Â ðåçóëüòàòå ýòîé ïðîöåäóðû

íàéäåíû ñëåäóþùèå ãðàíèöû èíòåðâàëîâ: â ìîäåëè áåç äåôåêòà 1,

7304, 9392, 16816, 24000; â ìîäåëè ñ äåôåêòîì 1, 7312, 9388, 16284,

24000. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà îòêëîíåíèÿ íà ïîñëåäíåì èíòåðâàëå ñî-

ñòàâëÿåò 4.54 äëÿ ìîäåëè áåç äåôåêòà è 4.31 äëÿ ìîäåëè ñ äåôåê-

òîì. Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà áåðåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ýòèõ èíòåðâà-

ëîâ, òî åñòü èíòåðâàë îò 16816 äî 24000, ñîäåðæàùèé 7185 çíà÷å-

íèé. Ýòîò èíòåðâàë ñîîòâåòñòâóåò ñòàöèîíàðíîìó ðåæèìó, êîãäà ñè-

ñòåìà, ñòàðòîâàâøàÿ èç íåïîäâèæíîãî ñîñòîÿíèÿ, ïðèøëà â ñîñòîÿ-

íèå ñòîõàñòè÷åñêîé ñòàáèëüíîñòè. Ïîñòðîèì ýìïèðè÷åñêèå ìîñòû ïî

êâàäðàòàì ïðèðàùåíèé íà êàæäîì ïîëîæèòåëüíîì óðîâíå ïî êàæ-

äîé êîîðäèíàòå. Ïðîàíàëèçèðóåì ïîâåäåíèå ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà

ñîîòâåòñòâóþùèì ñòàòèñòè÷åñêèì êðèòåðèåì: äîñòèãíóòûé óðîâåíü

çíà÷èìîñòè âû÷èñëÿåòñÿ êàê ¾õâîñò¿ ðàñïðåäåëåíèÿ Êîëìîãîðîâà.
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Áåç äåôåêòà Ñ äåôåêòîì

Çíà÷åíèå Äîñòèãíóòûé Çíà÷åíèå Äîñòèãíóòûé

Ýòàæ ñòàòèñòèêè óðîâåíü ñòàòèñòèêè óðîâåíü

çíà÷èìîñòè çíà÷èìîñòè

10 1,284 0,07 1,381 0,04

20 1,136 0,2 1,879 0,002

30 1,370 0,05 1,794 0,003

40 1,540 0,02 2,633 0,000002
Òàêèì îáðàçîì, êðèòåðèé ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà (ïðè âûáîðå êðè-

òè÷åñêîãî óðîâíÿ 0,01) ïðèíèìàåò ãèïîòåçó îá îäíîðîäíîñòè íàáëþ-

äåíèé äëÿ âñåõ ýòàæåé â ìîäåëè áåç äåôåêòà, è îòâåðãàåò äëÿ âñåõ

ýòàæåé, íà÷èíàÿ ñ 20-ãî, â ìîäåëè ñ äåôåêòîì. Íàèáîëåå ñèëüíîå îò-

ëè÷èå çàôèêñèðîâàíî äëÿ ìîäåëè ñ äåôåêòîì íà 40-ì ýòàæå. Èòàê,

âîçìîæíî èñïîëüçîâàòü äàííûé ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé äëÿ âû-

ÿâëåíèÿ íàëè÷èÿ äåôåêòîâ è èõ ïðîñòðàíñòâåííîãî ïîëîæåíèÿ.

Ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè, ðàçâèòîé â ñòàòüå [199], ìàêñèìàëüíîå

îòêëîíåíèå ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà ïðè îñíîâíîé ãèïîòåçå èìååò ðàñ-

ïðåäåëåíèå, áëèçêîå ê ðàñïðåäåëåíèþ Êîëìîãîðîâà, à ïðè àëüòåð-

íàòèâíîé ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî âåëè÷èíå íåîäíîðîäíîñòè (â íà-

øåì ñëó÷àå �� èçìåíåíèþ ìàññû ýòàæà). Ïîýòîìó ïðè ñíèæåíèè

âåëè÷èíû îòêëîíåíèÿ îò íîðìû ñî 100% äî 50% è 25% ñëåäóåò îæè-

äàòü, ÷òî ïðèìåíÿåìàÿ ñòàòèñòèêà êðèòåðèÿ óìåíüøèòñÿ ïðèáëè-

çèòåëüíî â 2 è 4 ðàçà ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Êîëìîãîðîâà äîñòèãíóòûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè èìååò àñèìïòîòèêó

α ∼ 2 exp(−2x2), òî â ñëó÷àå, êîãäà äëÿ 100%-ãî îòêëîíåíèÿ îí äî-

ñòàòî÷íî ìàë, äëÿ 50% è 25% îí áóäåò ñîîòâåòñòâåííî ñîñòàâëÿòü

ïðèìåðíî α1/4 è α1/16. Â ÷àñòíîñòè, åñëè α < 10−6, òî äëÿ îòêëîíå-

íèÿ â 50% ãèïîòåçà îá îäíîðîäíîñòè îòâåðãàåòñÿ íà óðîâíå çíà÷è-

ìîñòè 0,032, à äëÿ îòêëîíåíèÿ â 25% - ëèøü íà óðîâíå 0,42. Òàêèì
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îáðàçîì, ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðàçðàáîòàííûé ïîäõîä ïðèåìëåìûì ïðè

50% îòêëîíåíèÿ ìàññû ýòàæà îò íîìèíàëà è ìàëîïðèåìëåìûì ïðè

25%.

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî àíàëèçà ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ ïî

âîçìîæíîñòè îáíàðóæåíèÿ äåôåêòà, ñîñòîÿùèå èç ñëåäóþùèõ øà-

ãîâ.

1. Âû÷èñëÿþòñÿ êóìóëÿòèâíûå ñóììû çíà÷åíèé ïî îñÿì êîîðäè-

íàò.

2. Êóìóëÿòèâíûå ñóììû îðòîãîíàëèçóþòñÿ ñ êóìóëÿòèâíûìè

ñóììàìè â ïîäâàëå (íà ìèíóñ âòîðîì ýòàæå), òî åñòü ñ óïðàâëÿþùèì

âîçäåéñòâèåì.

3. Îò îðòîãîíàëèçîâàííûõ êóìóëÿòèâíûõ ñóìì ïåðåõîäèì ê çíà-

÷åíèÿì ïðîöåññà, à çàòåì ê ïðèðàùåíèÿì ïðîöåññà.

4. Êâàäðàòû ïðèðàùåíèé ïðîöåññà ñóììèðóþòñÿ ïî âñåì êîîðäè-

íàòàì è ýòàæàì.

5. Ïî ýòèì ñóììèðîâàííûì äàííûì ñòðîèòñÿ ýìïèðè÷åñêèé ìîñò,

è îïðåäåëÿåòñÿ èíòåðâàë ñòàöèîíàðíîñòè (íà ýòîì èíòåðâàëå ìàêñè-

ìóì ìîäóëÿ ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà íå äîëæåí ïðåâûøàòü 5).

6. Íà èíòåðâàëå ñòàöèîíàðíîñòè ñòðîÿòñÿ ýìïèðè÷åñêèå ìîñòû ïî

êâàäðàòàì ïðèðàùå-íèé ïðîöåññà íà êàæäîì ýòàæå è ïî êàæäîé

êîîðäèíàòå.

7. Ïðîöåññ ñ÷èòàåòñÿ íåîäíîðîäíûì, åñëè äîñòèãíóòûé óðîâåíü

çíà÷èìîñòè ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ìåíüøå 0,01, òî åñòü ìàêñèìóì ìî-

äóëÿ ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà áîëüøå 1,63.

8. Ìîìåíò ïîÿâëåíèÿ íåîäíîðîäíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìîìåíò

íàèáîëüøåãî îòêëîíåíèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà îò îñè àáñöèññ.

Ïóíêòû 1-2 îáîñíîâûâàþòñÿ íåîáõîäèìîñòüþ èçó÷àòü íå óïðàâ-

ëÿþùåå âîçäåéñòâèå, à ðåàêöèþ êîíñòðóêöèè íà íåãî. Ïóíêòû 3-4

íåîáõîäèìû â ñèëó òîãî, ÷òî ïðîöåññ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áûñòðûå
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êîëåáàíèÿ, è îòëè÷èÿ íàãðóæåííîãî è íåíàãðóæåííîãî ðåæèìîâ ìî-

ãóò áûòü íàéäåíû òîëüêî ïðè àíàëèçå äèíàìèêè àìïëèòóä ýòèõ êî-

ëåáàíèé. Ïóíêò 5 íåîáõîäèì äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëà ñòàöèîíàð-

íîñòè ïðîöåññà, òàê êàê âíå ýòîãî èíòåðâàëà ìåòîäû îáíàðóæåíèÿ

ðàçëàäêè íå ðàáîòàþò. Ïóíêòû 6-7 îïèñûâàþò ìåòîäèêó ïðèìåíå-

íèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà ê àíàëèçó îäíîðîäíîñòè [199]. Ïóíêò 8

îïèñûâàåò ïðîöåäóðó îòûñêàíèÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêè ìîìåíòà ðàç-

ëàäêè [115]. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ïðåäëà-

ãàåìîãî àëãîðèòìà òðåáóåòñÿ îòëàäêà íà äàííûõ, ïîëó÷åííûõ íå â

ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ, à â ðåçóëüòàòå ïðÿìîé çàïèñè íàáëþäå-

íèé. Ïðîáëåìà çäåñü ñîñòîèò â òîì, ÷òî òðóäíî ïîëó÷èòü íàáëþäå-

íèÿ ñ íàëè÷èåì äåôåêòà: êàê îïèñàíî âûøå, íà ìîäåëüíûõ äàííûõ

÷óâñòâèòåëüíîñòü ìåòîäà ïîçâîëÿåò îáíàðóæèâàòü, ÷òî ìàññà ýòàæà

óâåëè÷èëàñü íà 50%, íî äëÿ ðåàëüíûõ îáúåêòîâ òàêîå óâåëè÷åíèå

ìàññû ïðîñòî íåäîïóñòèìî èëè êðàéíå òðóäîåìêî. Åñòü ïðåäïîëî-

æåíèå (ñëåäóþùåå èç âñåé ëîãèêè ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà), ÷òî ïî

áîëåå äëèííîé çàïèñè íàáëþäåíèé óäàñòñÿ îáíàðóæèòü çíà÷èòåëüíî

ìåíüøèå îòêëîíåíèÿ ìàññû, îäíàêî (ââèäó òðóäîåìêîñòè çàãðóçêè

çäàíèÿ) îïûòû ñëåäóåò íà÷àòü ëèáî ñ ìàñøòàáíûõ ìîäåëåé çäàíèé,

ëèáî ñ íàáëþäåíèé çà åñòåñòâåííûì èçìåíåíèåì ìàññû (âûïàäåíèå

ñíåãà íà êðûøó, âîçìîæíî, äàåò íåîäíîðîäíîñòü òðåáóåìîãî ìàñøòà-

áà).

5.11 Ðåçóëüòàòû ãëàâû 6

Â ãëàâå 6 ïðîäåìîíñòðèðîâàíû ïðèìåíåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòå-

ðèåâ, îñíîâàííûõ íà ìåòîäå ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà, ê âûáîðó âåðîÿò-

íîñòíîé ìîäåëè.

• Àíàëèçèðóþòñÿ äâå ìîäåëè ìåäèöèíñêèõ äàííûõ: çàâèñèìîñòè
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êîíöåíòðàöèè ìàðêåðîâ îò ìàññû òåëà. Îòäàåòñÿ ïðåäïî÷òåíèå

áîëåå ïðîñòîé ìîäåëè êàê áîëåå ëîãè÷íîé è âïîëíå óäîâëåòâî-

ðÿþùåé ñòàòèñòè÷åñêîìó êðèòåðèþ.

• Ïðîàíàëèçèðîâàíû òðè ìîäåëè öåíû êâàäðàòíîãî ìåòðà êâàð-

òèðû â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðèñòèê, ïðèâåäåííûõ â ñïðàâî÷-

íèêå ïî íåäâèæèìîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïåðâàÿ ìîäåëü (â îòëè÷èå

îò âòîðîé è òðåòüåé) îòâåðãàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèì êðèòåðèåì íà

íèçêîì óðîâíå çíà÷èìîñòè.

• Îáíàðóæåíî ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå õàðàêòåðèñòèê ìîäåëè

ïðè àíàëèçå çàâèñèìîñòè öåíû àâòîìîáèëÿ îò ãîäà âûïóñêà. Ïî-

êàçàíî, ÷òî èñïðàâëåííàÿ ìîäåëü õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ äàííû-

ìè.

• Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì àíàëèçà íåîäíîðîäíîñòè ñòðîèòåëüíîé

êîíñòðóêöèè ïî çàïèñè åå êîëåáàíèé.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû, ñîñòàâëÿþ-

ùèå íàó÷íóþ íîâèçíó, òåîðåòè÷åñêóþ è ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü.

Îáîñíîâàíà äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ è ñôîðìóëèðîâàíû ïîëîæå-

íèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

1. Âïåðâûå ââåäåí øèðîêèé êëàññ àëãîðèòìîâ àïîñòåðèîðíîãî îá-

íàðóæåíèÿ ðàçëàäêè â ìîäåëè âûáîðêè ñ åäèíûõ ïîçèöèé: àëãî-

ðèòìû ïîñòðîåíû íà îñíîâàíèè ôóíêöèîíàëîâ îò ýìïèðè÷åñêîãî

ìîñòà. Ðàññìîòðåíû ôóíêöèîíàëû, îñíîâàííûå íà âçâåøåííûõ

ñóììàõ; Lp-íîðìû è èõ ìîäèôèêàöèè; L∞-íîðìà è ðàçìàõ ýì-

ïèðè÷åñêîãî ìîñòà.

2. Âïåðâûå ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ àïîñòåðèîðíîãî îáíà-

ðóæåíèÿ ðàçëàäêè â ìîäåëè âûáîðêè ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ îòíîñè-

òåëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè ïî Ïèòìåíó. Âûáðàí

íàèëó÷øèé êðèòåðèé, îñíîâàííûé íà L∞-íîðìå ýìïèðè÷åñêîãî

ìîñòà.

3. Âïåðâûå ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ïðèìåíåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî êðè-

òåðèÿ, îñíîâàííîãî íà íîðìå ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà, ê àíàëèçó

îäíîðîäíîñòè òåêñòà íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå. Âûÿâëåíà çàâè-

ñèìîñòü ðåàëüíî äîñòèãàåìîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ îò

îáúåìà òåêñòà, ïðèâîäÿùàÿ ê íåàäåêâàòíîñòè ìîäåëè âûáîðêè

äëÿ òåêñòà áîëüøîãî îáúåìà.

4. Âïåðâûå ïðåäëîæåíû ìîäåëè ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî ìîñòà

è ñêëåéêè ôðàêòàëüíûõ áðîóíîâñêèõ äâèæåíèé äëÿ âðåìåííîãî

ðÿäà, ïîñòðîåííîãî ïî òåêñòó íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå.
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5. Âïåðâûå ïðåäëîæåíû öåíòðèðîâàííûé çíàêîâûé ìåòîä, ìîäè-

ôèöèðîâàííûé çíàêîâûé ìåòîä è áèíàðíûé çíàêîâûé ìåòîä îöå-

íèâàíèÿ ïàðàìåòðà Õåðñòà. Ïîñòðîåí ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé

ïðîâåðêè ãèïîòåçû ôðàêòàëüíîñòè.

6. Âïåðâûå ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû ôðàê-

òàëüíîñòè ïðèìåíåí äëÿ ïðîâåðêè ôðàêòàëüíîñòè òåêñòîâ íà

åñòåñòâåííîì ÿçûêå.

7. Âïåðâûå ïîñòðîåí ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé ïðîâåðêè ðàçëàä-

êè ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà, îñíîâàííûé íà ðàçíîñòè

îöåíîê ïàðàìåòðà Õåðñòà. Êðèòåðèé ïðèìåíåí ê àíàëèçó îäíî-

ðîäíîñòè òåêñòà íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì

âûÿâëåíèÿ ñêëåéêè òåêñòîâ.

8. Âïåðâûå ðàçðàáîòàí êëàññ êðèòåðèåâ îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè ðå-

ãðåññèè ñ öèêëè÷åñêèì òðåíäîì, îñíîâàííûõ íà çíà÷åíèÿõ ýì-

ïèðè÷åñêîãî ìîñòà. Íà ÷èñëåííîì ïðèìåðå ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå

ìîùíîñòåé ðàçðàáîòàííûõ êðèòåðèåâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

1. Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèåâ íàëè÷èÿ ðàçëàäêè íà îñíîâàíèè

ôóíêöèîíàëîâ îò ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà ñèñòåìàòèçèðóåò ïðîöå-

äóðû ïîñòðîåíèÿ òàêèõ êðèòåðèåâ è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí

äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçëàäêè â áîëåå ñëîæíûõ, â òîì ÷èñëå ðå-

ãðåññèîííûõ, ìîäåëÿõ.

2. Ïðîöåäóðà ñðàâíåíèÿ êðèòåðèåâ íàëè÷èÿ ðàçëàäêè è âûÿâëåíèÿ

ëó÷øåãî â øèðîêîì êëàññå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ê äðóãèì âå-

ðîÿòíîñòíûì ìîäåëÿì.

3. Ðàçðàáîòàííûå ìîäèôèêàöèè çíàêîâûõ ìåòîäîâ îöåíèâàíèÿ ïà-

ðàìåòðà Õåðñòà ñòàíîâÿòñÿ êëàññîì ìåòîäîâ, èíâàðèàíòíûõ îò-
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íîñèòåëüíî ñòðîãî ìîíîòîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà

çíà÷åíèé.

4. Ïîñòðîåíû ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè âðåìåííîãî ðÿäà, îáðàçîâàí-

íîãî ïî òåêñòó íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå, â îäíîðîäíîì è íåîäíî-

ðîäíîì ñëó÷àÿõ. Ýòè ìîäåëè ïðîòåñòèðîâàíû íà àäåêâàòíîñòü

ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîç-

âîëÿåò âûáèðàòü ïðàâèëüíóþ ìîäåëü â çàâèñèìîñòè îò îáúåìà

òåêñòà, à òàêæå ðàçëè÷àòü îäíîðîäíûå è íåîäíîðîäíûå òåêñòû.

5. Ðàçðàáîòàíû ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè

ðåãðåññèè ñ öèêëè÷åñêèì òðåíäîì.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

1. Ðàçðàáîòàíû êðèòåðèè àïîñòåðèîðíîãî îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè

â ìîäåëè âûáîðêè, ïîçâîëÿþùèå ðåøàòü çàäà÷è îá îäíîðîäíî-

ñòè ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Îáîñíîâàí âûáîð êðèòå-

ðèÿ, èìåþùåãî íàèáîëüøóþ îòíîñèòåëüíóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ

ýôôåêòèâíîñòü ïî Ïèòìåíó, è ïîòîìó íàèáîëåå ïîëåçíîãî ïðè

ïðàêòè÷åñêîì ðàçëè÷åíèè áëèçêèõ ãèïîòåç, òî åñòü â ñèòóàöèè,

êîãäà ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ äî è ïîñëå ðàçëàäêè ðàçëè÷à-

þòñÿ íåçíà÷èòåëüíî.

2. Ðàçðàáîòàíû ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè, ïîçâîëÿþùèå ïî ñòàòè-

ñòèêå ïåðìåí çíàêîâ îöåíèâàòü ïàðàìåòð Õåðñòà. Â ÷àñòíîñòè,

ïðèíèìàòü èëè îòâåðãàòü ìîäåëü ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî

äâèæåíèÿ. Òàêæå ðàçðàáîòàíû êðèòåðèè, ïîçâîëÿþùèå äèàãíî-

ñòèðîâàòü ðàçëàäêó â ìîäåëè ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâè-

æåíèÿ.

3. Ìåòîäèêà ïðèìåíåíèÿ ðàçðàáîòàííûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðè-

åâ ê àíàëèçó îäíîðîäíîñòè òåêñòà íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå ïîçâî-
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ëÿåò àíàëèçèðîâàòü òåêñòû íà îäíîðîäíîñòü.

4. Ïðåäëîæåííûå ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè ïîçâîëÿþò òåñòèðî-

âàòü íàëè÷èå ðàçëàäêè ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé ñ öèêëè÷åñêèì

òðåíäîì. Â ÷àñòíîñòè, îíè ïðèìåíÿëèñü â êà÷åñòâå ðåøàþùèõ

ïðàâèë äëÿ âûÿâëåíèÿ íàëè÷èÿ èëè îòñóòñòâèÿ èçìåíåíèé ïðî÷-

íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê âûñîòíûõ è óíèêàëüíûõ çäàíèé íà îñ-

íîâàíèè çàïèñåé èõ êîëåáàíèé, âûïîëíåííûõ ÍÏÎ ¾Ñîäèñ¿ (ã.

Ìîñêâà).

5. Ïðåäëîæåííûå êðèòåðèè ïîçâîëÿþò îáíàðóæèâàòü ðàçëàäêó â

ðåãðåññèîííûõ ìîäåëÿõ. Òàê, îíè ïðèìåíÿëèñü äëÿ âûáîðà ìîäå-

ëè çàâèñèìîñòè êîíöåíòðàöèè ìàðêåðîâ â êðîâè îò ìàññû òåëà;

çàâèñèìîñòè öåíû êâàðòèðû îò åå õàðàêòåðèñòèê; çàâèñèìîñòè

öåíû àâòîìîáèëÿ îò ãîäà âûïóñêà.

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè ïîäòâåðæäàåòñÿ èõ

ñîâïàäåíèåì â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ, âûïîëíåí-

íûõ äðóãèìè àâòîðàìè è ñ ïîìîùüþ äðóãèõ ìåòîäîâ. Òåîðåòè÷åñêèå

ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â âåäóùèõ æóðíàëàõ, äîêëàäûâàëèñü íà

êðóïíûõ ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ è ïðåäñòàâëåíû â èõ ïóáëè-

êàöèÿõ. Îíè èçâåñòíû â íàó÷íîì ñîîáùåñòâå è öèòèðóþòñÿ â ðàáîòàõ

äðóãèõ àâòîðîâ.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ

1. Ïîñòðîåíèå êëàññà ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ (ðåøàþùèõ ïðà-

âèë) è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì àëãîðèòìîâ àïîñòåðèîðíîãî îáíàðó-

æåíèÿ ðàçëàäêè â ìîäåëè âûáîðêè íà îñíîâàíèè ôóíêöèîíàëîâ

îò ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà.

2. Ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ àïîñòåðèîðíîãî îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè â
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ìîäåëè âûáîðêè ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ îòíîñèòåëüíîé àñèìïòîòè÷å-

ñêîé ýôôåêòèâíîñòè ïî Ïèòìåíó.

3. Àëãîðèòì ïðèìåíåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ, îñíîâàííîãî

íà íîðìå ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà, ê àíàëèçó îäíîðîäíîñòè òåêñòà

íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå. Âûÿâëåíèå çàâèñèìîñòè ðåàëüíî äîñòè-

ãàåìîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ îò îáúåìà òåêñòà, ïðèâî-

äÿùàÿ ê íåàäåêâàòíîñòè ìîäåëè âûáîðêè äëÿ òåêñòà áîëüøîãî

îáúåìà.

4. Ìîäåëè ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî ìîñòà è ñêëåéêè ôðàêòàëü-

íûõ áðîóíîâñêèõ äâèæåíèé äëÿ âðåìåííîãî ðÿäà, ïîñòðîåííîãî

ïî òåêñòó íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå.

5. Öåíòðèðîâàííûé çíàêîâûé ìåòîä, ìîäèôèöèðîâàííûé çíàêî-

âûé ìåòîä è áèíàðíûé çíàêîâûé ìåòîä îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà

Õåðñòà. Ïîñòðîåíèå ðåøàþùåãî ïðàâèëà è àëãîðèòìà ïðîâåðêè

ãèïîòåçû ôðàêòàëüíîñòè.

6. Àëãîðèòì ïðîâåðêè ôðàêòàëüíîé ìîäåëè äëÿ òåêñòîâ íà åñòå-

ñòâåííîì ÿçûêå ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííîãî ñòàòè-

ñòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ.

7. Ðàçðàáîòêà àëãîðèòìà ïðîâåðêè ðàçëàäêè ôðàêòàëüíîãî ãàóñ-

ñîâñêîãî øóìà, îñíîâàííîãî íà ðàçíîñòè îöåíîê ïàðàìåòðà Õåð-

ñòà, åãî ïðèìåíåíèå ê àíàëèçó îäíîðîäíîñòè òåêñòà íà åñòåñòâåí-

íîì ÿçûêå. Ðàçðàáîòêà àëãîðèòìà âûÿâëåíèÿ ñêëåéêè òåêñòîâ.

8. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ ÷èñëà ðàçíûõ ýëåìåí-

òîâ âûáîðêè è àëãîðèòìû åå ïðèìåíåíèÿ ê àíàëèçó òåêñòîâ.

9. Àëãîðèòìû îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè ðåãðåññèè íà ïîðÿäêîâûå

ñòàòèñòèêè è ðåãðåññèè ñ öèêëè÷åñêèì òðåíäîì, îñíîâàííûå íà

ôóíêöèîíàëàõ îò ýìïèðè÷åñêîãî ìîñòà.
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Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîèì ó÷èòåëÿì

Þ. Å. Õàéêèíó, À. È. Ñàõàíåíêî, Ñ. Ã. Ôîññó, Â. À. Ñåëåçíåâó.
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