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� ������� �/ �0���� �� ����� ������/ ����� �������(�� �!
���$���� ����������������� 1 ����!�� ���������� �������� ����.�
2��� ����/ ��3��/ ������4� ��� ����������� ����� � �����������
������� �5��� �(�3����� �����������/ �(���������

*���!� ��������(�� �� ��6�� ����� ��6�������� 6��$(-���
��6����5�����/ �/��(���4� *����+�� �� �(� ��$����� ���� �$���
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���� ������  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !
��"� # �$ �%�&'()�* +# ,%-,� .' +����.,�#�$ � � � � � � � � � � � /
��0� ������ #��1* 2�.#& +# �$, ���3 +����.,�#�#$ � � � � � � � � � � 4
��!� �%5#� .2 ��'., +# 6$, ���3 +����.,�#�#$ � � � � � � � � � � � � 7
��/� ��$'�� ��1* 2�.#& +# �$, ���3 +����.,�#�#$ � � � � � � � � � � � 8
��9� �:��$, ;--�$. ��#�. ,%5#� .2#� +���<#�,
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 ������� N ��+������ �����(�3�� N ��+(� �
��/ �!>���� � ��� � �������� ������� #������� �(� ��/ �!>�
���� 9 a, b � c 9 �$2���$� 0��- ����������� abc� acb� bac�
bca� cab� cba� �(� ���3���� �+ N 7(����� ��3�� ��������- N !
��+(� ��/ ����������� ���$. ��+�5�. ��3�� +����- N �����!��
��� ����$. 9 N − 1 �����!��� ��� ��� ���� 7(��� $3 +����� �
�� �� #� ���(�� ���� ��3�� ��������- ��(-�� ���� �����0�4�� 7(�
���� ?(�����(-��� �!2 ��(� ���� ��������� ����������� �����
N · (N − 1) · (N − 2) · ... · 1 = N !�

*��������� ��3�� ��� �+$ ��� �(�������� ����������� ��� ���
��� /���0� 6����(�+$.� �������� �������(��� �$������ ���/
��/����/ �����/� �(� ���(������� 766��������� ��+(� ��/ ����
��� ���������� �$3�� $��- ���� ������-  ��(� ����������� �����
�� +�����(�.� ��������- �������4 0�� �(������� ����(���  ���
(� ��+�

*�3�  � ���������- ������� ����� ��($ ��� ��/ ������
����� �+ N �!>����� ���������� ������� ��3�� ��������

���� ��������

*$��- ���� !�+��� ���3���� �+ N 7(����� 1, 2, 3, ..., N � �� ���
�������� a1, a2, ..., aN � *��� (ai, aj) ��+������ ��������
 �����������
�(� ai > aj ��� i < j� #������� ���������� 4, 1, 3, 2 ���  ���
�������� (4, 1)� (3, 2)� (4, 3) � (4, 2)� @���������4 ����������4� � ���
��3�24 ������4� ��(���� $������ ���� ���������� 1, 2, 3, ..., N �
A���� �!��+��� ��3��� ������� 9 7�� ���� 7(����� �����������
���$0�.2�/  $������ �����-�

������
 �������
 ���������� a1, a2, ..., aN ��+������ ���(�����
�(-����-  ��( b1, b2, ..., bN , �� bj ��-  ��(� 7(����� �����������
!�(-0�/ j � �����(�3���/ (� j B�� �  ��(� ������4 ���� (x, j)C�
#������� �(� ����������

5 9 1 8 2 6 4 7 3 B�C

��!(�5� ������4 !$�� �(�$.2���

2 3 6 4 0 2 2 1 0. B%C

*� ����(��. ��!(�5� ������4  7(���� $���(�����.� �������
0���� 0 ≤ bj ≤ N − j� bN = 0.

D



����������� ������ �������
 ������������ ������ �������
���� ��������������� ����������	�� *������� ���������$ B�C ��
��!(�5 ������4 B%C� ?�+����� +�������$ ���������� �+ ������ ����
����(-����  ��(� 9� �� ���(�$.2�/ 0���/ !$��  ����������-� 1��-�
��4 7(��� ��!(�5� ����3��  ��(� 1� �� � ���  ��(�� 8 � ������
���� ����� ���� 7(���� !�(-0�4 8� �(�����(-��� � ���������
 ��(� 8 ��/������ ���( 9� 1����(�� 8 ���( 9� 9, 8� *��  ��(�� 7
� ��������� ��� 7(����� !�(-0�/ 7 B��� ��� � ��-��4 ��+�5��
��!(�5� ��/������ 2C� �(�����(-��� 7 ��/������ � ��������� ���(
9, 8� *�($ �� 9, 8, 7� E��(��� ��� ���  ��(�� 6 ��� 7(���� !�(-�
0�/�  � ��� ����� �(�����(-��� 6 ��/������ �3�$  ��(��� 8 � 7�
9, 8, 6, 7� *�� 5 �� 7(������ !�(-0�/�  � 5� �(�����(-��� ��($�
 �� 5, 9, 8, 6, 7� *�� 4 9  ��� 7(����� �+$(-��� 9 5, 9, 8, 6, 4, 7�
*��5�� �����(3���� �� �/ ���� ���� � !$�$� ���������� �� 7(�
���� ��!(�5��

*���((.�����������4 ���5�� 6����(-�� ���������� �(�$.2��
�(���������

�������� ���

• �/��� N > 0 F  ��(� 7(������ b1, b2, ..., bN F ��!(�5� ������4�

0 ≤ bj ≤ N − jG

P �H �$���� ���(�����(-����-G

5��( �� j �� N ���+ �� 1
�������-  ��(� j � P ���( 7(���� bjG

���5 5��(�G

• ��/��� P F ����������� ���������$.2�� �����4 ��!(�5 �����
��4�

I������  �� �(� ������- ������ ������ 7(���� ���������
��� �� �!2  ��(� ������4 $�(� ���� �(� $��-0���� �� ����5$�
�(� ���(�+� �������/ �(�������� ���������� ��!/����� +���-  ���
(� ���������� N 7(������ ����3�2�/ ����� k ������4�

8��������� ���- ������� ����� ��������� ���������� �+ N
�!>�����

��	� 
���� �������� �� ������� ������������

*$��- ���� �� ���������� b1, b2, ..., bN � c1, c2, ..., cN ��!��� 1, 2, ..., N �
����������	� b ������������ ����������	� c � ���������� ���	��	��
��������	�� �����	�� �(� �(� ������(-���� +�� ��� k� ������  ��

�



bk �= ck� ������(��� bk < ck� #������� ���������� 12345 ���0�
���$� ��������� 12453 B+��- k = 3C�

*���4 ����������4 � �(6������� ������ ����� ��(���� ���
�������� 1, 2, 3, ..., N − 1, N � � ���(��4 9 N, N − 1, ..., 1�

E(6������ $������ �� ���������� ���(��� �� ��������$ �(�
6�������$ $������ ��. �(�� � �(�����/� ����� ��0 ������� �(�
6�������� ������� ��3�� �!�!2��- �(� �(�� �+ ����+��(-���� �(6��
���� A� ��.2�/ ����+��(-�$. �(��$� �(� 7���� ��!/����� �����
(��- (��4��4 ������� �� �����(�/ �+ �(6����� A � ����(���- $�(��
�� �(� �($ �� �������� �(�� ��+��4 �(���� �������� ���� �(� �(���
b ��(���� �� �(�� �(��� c� �� b < c�

1�+����� �(�$.2�� ��� ��!��� ��/ ���������� �(��� N �
����(��- ������(�!� �!��+�� 6$��5�.� ������� �� +������4 ���
������� ����� ������������ �(�$.2$. +� �4 � �(6������� ���
����� � �������-  ���(�����(-�� � ��!������� �+$(-����� ���
 ���� � ����4 ����4 ����������� ���� � !$�� ��($ �� ���(�����
J�$ ��. ��(�+$� �(������ �4����� K=L�

#������� �(� ����������

1 4 6 2 9 5 8 7 3. B=C

�(�$.24 �� �(6����$ ��(���� ����������

1 4 6 2 9 7 3 5 8.

�������� ���
• �/�� :MN&− ��(� 7(�����; O1, a2, ..., aN F �����$2�� ������

������
�� *����������� ���������$ �� ���� � ���(���� 7(����� ��4�

�� ����4 ���� i�  �� ai+1 > ... > aN−1 > aN � ai < ai+1. @�(� ������
i ��� �� ���(�����(-����- $������ �� �� $!�����. � �(�$.24
���������� ��� ���5 �(��������

*������� A�� 6����  �� ��/����� ���(�����(-����- � ��(����
���(��4 � �(6������� ������� ��������$� ��� �$2�������� ���
���� i� �(� ���������� B=C i = 6� ?���( 7���� 0��� � ����  �� �+ ��/
���������� � �� �(�� a1, a2, ..., ai ������ ���������� ��(���� ���
�(��4 � �(6������� ������� ��� ���  /���� ai+1, ..., aN $������ �
�� $!�����. � �!��+$� ���(��.. � �(6������� ������ ���������
�$ 7(����� ai+1, ..., aN �

%� *��( ���� ��� ���� i ��4��� ��!$��� ��4�� 7(���� ������4
������ �� i� ���� � �(�$.24 ���������� *����(-�$ � )/����,

�



ai+1, ..., aN �$2���$� 7(��� aj � ������4 !�(-0 ai B�� ��������.
� 0�� �C� ��� �!���� �� ������ � ai� �� ��($ �� ���$ �+ �(�$�
.2�/ �� ������$ ����������� *�� ����(-��/ ��+��3��/ aj ����
�+��- ������(-��4 �+ ��/� A���� �!��+��� �����(-�$ �� �2� ����
����������� ������� �� ������$� �� ��(3�� ��4�� ����4 ���� j
� ������( i+1 ≤ j ≤ N �  �� aj ��- �����-0 +�� ��� $���(����
��.2 $�(���. aj > ai� *��( 7���� ���� ��������- ai � aj � A�� ���
/���� ����������� � ��($ $�(���� 0��� �� $������ � �� $!�����.�
������4 7(��� aj ��(���� ����� 7(����� � ���5�� �(� ��������
����(��� $�(��� aj > ai�

1 ��0� ����� � ����� 7(����� aj !$�� a8 = 7� *������� a6

� a8� �� ��($ �� ���������$ 1, 4, 6, 2, 9, 7, 8, 5, 3.
=� *��(���4 0�� ������� � ����  ��!� �+ 7(����� ������ /�����

ai+1, ..., aN ��������- ������(-�$. � �(6������� ������ ���������
�$� �(� 7���� ������� �� $������ ��- /���� �� ��+�������.� P�����
���( 0��� 1 7(���� /����� $3 �!��+�����(� ������ $!���.2$.
���(�����(-����-� � ���������� �� 0�� 2 7�$ $������ �����- �
���$0�(�� ��� ��� aj−1 > a

′
j = ai > aj+1� *�7���$ �(� $������ ����

��� 7(����� /����� �� ��+�������. ����� �������� ��4 �� �����
����(���� ���������� ��3�� �������- (��4�$. ���5�$�$ �����
��������� ���(�����(-����� F �!���� ������ 7(����� ai+1+k �
7(������ aN−k�

1 ��0� ����� �+$(-��� 7��4 ����5�� 9 ������� ����������
1, 4, 6, 2, 9, 7, 3, 5, 8.

���� ������������ ����� ������ ���� ������������

Q�. ������ )�(�$.2�� �� �(6����$, ��3�� �������- �(� ��
�!��� ���������� � ��$��� �����!��� Q+ ��+�� ��� �� +����  �� ��!�
(�5� ������4 ����+�� �� ����(�� ���������$� 1��� � �!������
��3��� ���������� ��� ��(-�� ���$ ��!(�5$ ������4� ?(�����
�(-��� �(� �� �$�� ��!���- �� ��!(�5� ������4� �� � ����2-.
�(������� A1 ���3� ��!���- �� �����������

A�!(�5� ������4 3 ��3�� ��!���- �(�$.0�� �!��+��� 8���
������� ��!(�5$ ������4 ��� N �+�� ��  ��(� � ����4 ��!� ��4
)����� � ��(���,� ��(� ���� 5�6�� ������ ��3�� ����(-+����-
� i�� ��+��� B� ���5�� �� ���� � 0C ����� i� 1�+-�� )������(-�$.,
��!(�5$ � !$�� ���(�����(-�� ���!��(��- � �4 ��� �  ��($ �����
5$� ��(-+$��-� �������� �(�������� �(�3��� � ������� �(� ������

R



��+�����/  ��(� ����6�5��������� �(� ��04 )������ � ��(���,�
�� ��($ �� ���$. ���(�����(-����-�

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 2 0 0

...

8 7 6 5 4 3 2 1 0

�
#��$��� $!���-���  �� ��3�� ��($ ��� ) ��(�, �������(��

�������$. ��!(�5$ ������4�  �� �� ��� ��+(� �� �  �� �/ �!2
��(� ���� 9 N !� ?(�����(-��� ��� ���������$.� ��� ��+��3���
������������ ��3�� +�����- ���3�  �� ��������� ) ��(�, ���
/������ � ��+�����.2� (��������6� ���� ������� �(� ��������
�����- �/ ��� �(���� *���((.�����������4 �(������ )���!��(���
����5�, ��3��� ����� �!��+��� ������������- ��� ��������4 ��
��� ��($ ��� )�(�$.24 �� �(6����$, ��!(�5� ������4�

���� ������� ����� ������ ���� ������������

P��0� 2 ���� �(������� ���(�3���4 ��$��� � ��!�� K�L� � ���
����� ����(-+$��� ���$������4 �����! ��($ ��� ����������� �(�
������ ���������� a1, a2, ..., aN−1 �+ 7(����� ���3����
{1, 2, 3, .., N − 1} �!��+$� N ��$��/ ���������� �+ 7(����� ����
3���� {1, 2, 3, .., N − 1, N} �(�$.2�� �!��+���

�C �������� ���

a1, a2, .., aN−1,
1
2
; a1, a2, .., aN−1,

3
2

; ..; a1, a2, .., aN−1,
N − 1

2
;

%C ��/����� ������� 7(������ ���$��$� �/  ��(��� 1, 2, 3, .., N
� ������ ��+���������

�(� ���3���� 1, 2, 3 ������������ !$�$� ���(�����(-�����
1, 2, 3G 1, 3, 2G 2, 1, 3G 2, 3, 1G 3, 1, 2G 3, 2, 1� #������� � �+$(-��� ���
��(���� ������ 0��� �(������� �(� ���������� 2, 3, 1 �� ��($ ��
���

2, 3, 1,
1
2
; 2, 3, 1,

3
2
; 2, 3, 1,

5
2
; 2, 3, 1,

7
2
.






*��$������ 7(���� ��($ ����� ���� � ������ ��+��������� ���
($ �� �(�$.2� �����������

3 4 2 1; 3 4 1 2; 2 4 1 3; 2 3 1 4.

1 ��!�� K�L ��$� �������� ������� 2 ������ �(������� ������$�
�������� ����/ ����������� P� ������� � ����  ��!� �+��- ������
����$ a1, a2, .., aN−1 �  ��(� k, 1 ≤ k ≤ N � � ��3���$ aj, +�� �� �����
���� !�(-0 (�!� ����� k� ���� ��!����- �� 1 �+$(-��� ��($ ���� ��
��������� b1, b2, .., bN−1 �+ 7(����� ���3���� 1, .., k − 1, k + 1, .., N �
I��� �$3�� ��+���- ���������$ b1, b2, ..., bN−1, k �+ 7(����� ����
3���� 1, 2, .., N � ��3��� ���������� � ����������� � 7��� �(������
��� ��($ ���� ��(-�� ���� ��+� ��3�� ����(-+����- 7��� ����� ���
�2�� k � ������� � �(�� �(� 3 � (.!�� ��$��� 6������������
����

�� � !���������� ����� ������ ���� ������������

���� ��$�������� ��!��� ���������� ������� �� �� ������
��/����4 +��� � � ���(��� ��4 +���  �� ��-0� ��!�� �/����/ ����
��/� 1������� �6����(-�� ���!��3��� ����(-+������ ��� ����
� � �!2��  ��(� ����������� �������� �� ���� ���� ��� ����
��3��4 �+ �����/N 7(����� ���3����G ����� �����0���N−1 ���
��3�� +���(���- ����+��3���� ������������ �����0�/�� N − 1
7(������ #� ��������� 7���� ��3�� �������- �����$ ��$������/
������0��4� ����(�.2�/ ���3���� Per(M) ��/ ���������� !��
+����� ���3���� M ����+��(-��4 ��������

Per(∅) = {“ ”},
P er(M) =

⋃
i∈M Permut(i, M\{i}),

P ermut(i, S) = {s + “i” |s ∈ Per(S)}.
BDC

*��� �������� +���� $�(��� �!���� ��$�������� ��$���� �$���
���3���� 7(����� ����3��� �$��$. ���������$� ��� ���(���/
�������� ����(�.� �����(� ��$�������� ��/���� J�$ �����$ ��3�
�� �������-� ������  � ����$������4 ��$�����

Per(M) = Permut(“ ”, M),
P ermut(p, S) =

⋃
i∈S Permut(p + “i”, S\{i}),

P ermut(p, ∅) = {p}.
B�C

�



1���� �������� +���� �����(� ��/���� � ���- 9 $�(��� �!�
����� I��- ����4 ������� 6$��5�� Permut )�����(����, $3 ���
������� �� �(� ����������� � �����4 ����3�� ���3���� ������
0�/�� 7(������

*�� �������� �(�������� ��(�+$.2�� ��������� �� 6���$(��
B�C� $ ����$.2� ���3���� � ������  ���� ���������� $��!�� ����
������- �������� �����(��� �����(-�$ ��� ��������� ����� �����/
����(�� �����$.2� ��� ����5�� ��!���� � �5�(��� B������
���5��C� #� �+�� ?� 7��� ���5�� ��3�� ������- �(�$.2�� �!���
+���
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1�+����- 7�$ ���5�$�$ �(�$� ���� permut(“ ”, s); ������ s �+�
�� �(-�� �������(�� ��!�4 !�+��� ���3���� � ����+��(-��� ���
������ +������ 7(������ P�� ������� � rest� *�� �(����� ��+��
permut � start ������� �$���� ������� ���������$.2�� �$���4 ���
�������4  ���� ����������� 1 ��(-�40� �����(� �+ rest �� �����
�$ ���� ���.��� � start� � ����2���� ��$���� �!�� ���� ���(�
�����(-�� ��$�� � ��+����� � ������� �!��!������/ ���������� P!�
����� ��������  �� ������ ���������� ��($ �.��� �� ����� �($!��
��� $���� ��$���� � 6$��5�� permut� �(� �/ �!��!���� ��+������
6$��5�� process B� ������ ����� ������ ������2�� � ���$. ��
��������$C�

��"� #$���� %������������ ��������� ����&���
������������

�(� ���3���� �+ N 7(����� ��(� ���� ���������� ����� N !� �(�
�����(-��� ���� ��!��� (.!��� �(������� ��!��� ��� 6$��5�� ��
N ������5����(-�� N !� ��766�5��� ������5����(-������ ����(��
.2�4 +������ ����� �� ����3��� ����������� �� ��/ ��������
����/ �(�������/ ��3� !��- �5�� �������4 ���������4� A����
�!��+���

T������� ���������	�
(N) ≤ c ·N !

��



�	 
����

	��� '���(� ������

I��� � ������ ������� � ����  ��!� ��4�� ����(���4 �!>�� �
�������4 �����$������ �!>����� �� � $��������- 6��� �� �$2�����
����� �(� ���$������ �� ��+��3��� ������(�3���

8������������� �����$�����- � ������ (�!� �+�� �(-�� (��4�
�� $������ ���4� (�!� (��4�� $������ �����4 � ���5�� ��������
��� 8�+(� �.��� ���$��$�� ������� ������� B�������� ������C� (.!�4
7(��� ������/ ��3� !��- ��!��� ������������ �� +�������$ ���
��$ B����$� �����$C� � ���$��$�� ������������!���� ������� B6�4�
(�� ������C� 7(���� ������/ ����$��� ��(-�� ���( �!��2��� �
�����$2�� 7(������ ����� ������ B� ����������C �(� 7��/ ���$��
�$� ��+(� ��� 1 ��(-�40�� �(� � �������� ���� ��������������
�����$�����- !$�� � ����-�� (��4��� ���������

P!>��� � �!2� �($ � �����������.��� ��� +����� ����+��(-��4
�������� ������ ��.2� � ���4 ���$��$� ���� � ��� 3 	��� 9
��(� ����3�2 +�� ��� ������ ����������� � ���5�� ������ �
������� �(. ��� 1 !�( �!2� �($ � �(. ��3�� ������������-
���  ��(��$. 6$��5�.� ������� ������ +�� �� �(. � �� ���������
���(- $����� �(�3���� ���(�+� ��/ �����/� �������(���/ � +������
��( ��� ����������� ������ ������ � ���������� �� �(� ��������
!$�� ���3����(��- +����� � �/ �(. ����

?(�$.2� �������� ���$��$� �����/ !$�$� ����(-+����-�� � ��(-�
�40�/ �(�������/�

$% '=32)<3, ?+'()+@<0> 4'<25)<5� 53='* 3 8)<<0> %$

A������ B ��� $% 6)9.-6 *>'8<'?' .)223*) %$

������� ��� C��� $% 53= 4+DE) %$


����� C�� ��B�� $% *>'8<'1 .)223* %$

P!����� ��������  �� ������ 7(����� ������� � ?� ��/������ �
������( 0..N−1� ?����������� ������ � ���������/ ���������/
�� �+�� ?� �� ����5$ ��-0 ���������/ ��� �!�$3���� �������

	�	� 
���������)��� �����

Q�� ���(�����(-���� ������ � ������ P�� ������� � ����  ���
!�� �� �� �������� � ������ 7(���� �������� ���������-�� ��(-0

�%



�� �/ ���� ���� � !$�� ��4�� �$3��4 7(��� �(� ���� � !$�$�
���������� �� 7(���� ��������

?(�$.2�� 6$��5�� ��$2���(�� ����� �(. � x � ������ a �(��
�� N � ����� +�� ��� ����� �� ������ �/�3���� �(� −1� �(�
�(. � � ������ ���

��� 
��CF�����	�C�� G� C�� ���� ��� B�

� ��� � ��

H���� ���"B� II �����J G��

�##�

�� ��"B�

	���	� �� $% K+-.-<5 <)18-< %$

��
�

	���	� /�� $% K+-.-<5 <- <)18-< %$

�

P!����� ��������  �� ��� ���$0��� ������ $�(���� ���/���
������ +� �����5� ������� ����� $�(��� ��3� ����- ����������
B�!��2�� � a[i] ��� i = N ��3� ��+���- �0�!�$ ����$�� � �����
��C� � � ���-.� �������� ����5�� && � ?� �������  �� ��� (�3���
��� ������ ���$���� �����4 ������ � �� ��(����� 1 ��$��/ �+���/
B�������� � *����(C 7�� ��3� !��- � ���� ��7���$ �����4 �/��4
�(�$� ��(-+����-�� � ������3����-.�

1��� ��!��� �(������� +������ �� ��(� ���� �������4 �(. 4� �
/$�0� �($ � �(������ ���(�����(-���� ������ �(�� ��(��4 ����
/�� �� ��� 7(����� �������� ��7���$ ���� ��!��� 7���� �(�������
(��4�� �� N 9 ��(� ���$ 7(����� � �������

�����4 ����� � ������ ������� � � ���$��$��� � ���(�����(-�
��� ����$����

	��� *������� �����

�������4 ����� ��+���.� ���3 ������ ��"������ �(� �����
��� �����	� �������� @�� ����������- ������ �� ��$�� ������� ��
��(-���� $�(�������

F ���$��$���� � ������ ����$��� � 7(�����G
F ��!/�����4 $������ �����-. 7(����� ���$��$���
Q�� !�������� ������ ������� � ����  �� �� ��3��� 0�� ������4

�(. ����������� �� ������ 7(����� ��!� �� ���+�� ��/����4 ���
�(�����(-������ *�� 7���� � ��($  $������ ������� �� �+$(-���$

�=



�������� ��3�� �$���-� � ����4 ��(���� 9 (��4 �(� �����4 F ����
�����(3��- ������ ���(. �� ��. ��$�$. ��(����$ �+ ������������
A���� �!��+��� ��� ��3��� �������� ���(. ���� � ���� 7(����
��� ��� (��4��� ������ � ���+$ ��(����� ������������/ 7(���
����

1��� �� ������ left � right� ������ !$�$� $��+����- ����
��5� B�����+�� �������C ���������� �(� ������ 7(���� x� #� �(-��
left = 1� right = N � �� N 9 ��(� ���� 7(����� � ������� 1�!��
�+ ������� �����+��� 7(���� ��/���2�4�� � ��+�5�� [ left+right

2 ]� ��
[ ] 9 5(��  ���-� � ������� �� � x� *�� ��������� ����� +���� �����
��� @�(� �����4 7(��� ��-0 x� �� ������4 left B(��4 �����5C
�������� +�� �� [ left+right

2 ] + 1� ��� ��� �� 7(���� � ��-0���
������� ��-0 x �� �(�����(-��� �/ ��3�� ���(. ��- �+ ��(-�
�40�� ������� @�(� ��!�����4 7(��� !�(-0 x� ������4 right
�������� +�� �� [ left+right

2 ] − 1� Q��(. �� �+ ��(-�40�� ������
�� 7(���� � !�(-0��� �������� ��( �������� � 3 �4�����
� 7(������ ������� � ����� �����+�� left...right� *��5�� �����(�
3���� ���� (�!� � ��4���� 7(��� x� (�!� � ����(����� $�(���
right = left�

��� 
��CFL���	��C�� G� C�� ���� ��� B�

� ��� ���� ��

��� 	��� B/��

��� �������

�� �

������ �����#	����$!�

�� �G   ����������

	���	� �������

��
� ������������"G�

���� ������#��

��
� 	��� ������/��

� H���� �����" 	�����

	���	� /��

�

I������  �� �����4 7(��� �(� �������� ��3�� ��!����- ����
�+��(-��� �!��+��� ������� �(� ���+�� � ������5�� � � %� �� ���
����� ��� ����+�������  �� ���($ 0�� � ����� 766��������-
����� ���������� ��� �(��� ���+�� �� ���������  ����� 1 7���
�($ � �������(-��  ��(� �������4 ����� �log2N��

�D



	��� 
�+��� ����� ���������

@2 ���� ��������������� +��� � ������ 9 ����� +������4 ����
���(�����(-����� B�(� �������	�� �����(-�$  �2 ���� 7�� +��� �
��+����� ��� �!��!��� �����(-��/ ���(�����(-����4� �(� ����	C�

*$��- +����� ������ s �+ N 7(����� � ������ q �+ M 7(������
�� 0 < M ≤ N � A�!$��� ����(��-� ����3�� (� ������ s ��������$
q� � � �($ � ��(�3��(-���� �+$(-���� �����- ��+�5�. k� � ������4
�� ������ �/�3��� q � s� �� ��

q[1] = s[k], q[2] = s[k+1], ..., q[M ] = s[k+M−1].

�$�� ��+����- �����$ q ������� ������� I��� � ������� ������ +��
�(. ���� � ����� ������ k� $��+���.2�� �� ���� � �� �(� ������
s �������� � 0�!(���� q�

*����40�4 �(������ ������ �������� � �������.2���� ������
���� ���(-��/ �����(�� �+ ������ � 0�!(���� ?�� �(� 0�!(�� q
)���(��������, �� �����$ s �� ���� � ������ �����(� ������ � ���
��(����� ���(�����(-�� ������� ���������$.2�/ �����(��� @��
(� �� i�4 ��+�5�� �����(� ������ � 0�!(��� �����(�� � q[i] �= s[i]� ��
���� )�����$�-, 0�!(��� �� � )��(�3��-, �� �� �����$� �� ���� ��
������� �����(� ������� ��������- �������� � �� ��

*��5�� ���������� �� �/ ���� ���� ��2�� q �� s � �������
�� N−M +1 B� ������  �� ��� !�(-0�/ ��2���/ /���� 0�!(���
��/���� +� /���� ������C �(� ���� � !$�� ��4�� ����� k ����4�
 �� q[1..M ] = s[k..k+M−1]� P ������  �� �����4 �(������ ��(�+$�
��� � ����2-. ��$/ �(�3���/ 5��(�� � � /$�0� �($ � ��!$���
����+���� (N −M) ·M �������4�

#�3 ������� 6$��5��� ��(�+$.2�� �(������ ������� ������
0�!(��� q � ����� s � ����.2�� �+$(-����� ����� ������ �/�3��
��� �(� ���
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C##� $% C / 2.-Q-<3- R)(+'<) =' 256'4- %$

O  �� $% O / 2.-Q-<3- =' R)(+'<;� %$

H���� ��O"P� II �
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��



�� �O  P�

	���	� C� $% R)(+'< <)18-< %$

� H���� �C"B/P��

	���	� /�� $% R)(+'< <- <)18-< %$

�

��$��4 ������� 7��4 3 6$��5�� � ��!$� �+�� �(-���� +�����
�(�� ����� M � N � � �����(���� ��(� � � ���5 ������ ���(����
�� �����(������������ B� ?� 7�� ′\0′C� J��� ������� ������� � ���
�($ �� �(� ������ s ���������� 6�4(��� �(� ����(��� �(��� ���
������ ����!���(�� !� ���(-��4 ��������� 1 7��� �($ � ��0��4
5��( +���� ������ � ��� k = N −M � � ������ ��+3�
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��CF
�L
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C##� $% C / 2.-Q-<3- R)(+'<) =' 256'4- %$

O /�� $% O / 2.-Q-<3- =' R)(+'<; %$
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�

	� � ������� �����,-������,
�����

� ����� ������� ������ ��������� ��- � �����4 ���������� ��3�
��4 ��+ ��� �$�� ��� �������� 0�!(��� � ���������4 �!� �������
$��+��(� ��+���2�.��� � �������� $3 ������������ ��+�5���� �
������� �� ������� �� �$��� +������ Q��  ������� $3 ��($ ����
��6����5�� � ����  �� �������4 ��6��� B�� �(�C 0�!(��� q ����
��( < �$66����� B���5��C �����������4 ��������� s� ������� Q+�+�
��+������ �!2 ���� ������ ���������� �(��4���� ∼ N ·M �

���$. ��(-+$ ��3�� �+�( - �+ 7��4 ��6����5��S 8��������� �(�
�$.2�4 ������ *$��- q ��(�3� �� s �� ���� � ��+�5�� k� �� ��+�5�4
i � j ��� �������.�� � � i � j ���/�������

��



1 k i N
s : b a a b a b a b a c a b a b
q : a b a b a c a

1 jM

I��- j = 6 �����(�� ������� �(�$.2�/ +� ��+�5�4 k� $3 �+����
��� ��7���$ ��3��� � ����(��� �������4� $��������-�  �� ������
�� ���(�$.2� ������ 0�!(��� +������ !������������ #�����
��� ����� �� � ��+�5�. !����������� ��� ��� ��� 7��� q[1] =′a′

��������� � $3 �+������ s[k+1] =′b′ � ��������� � !$��� E ���
����� �� % ��+�5�� ���+$ ������$�- �(-+�� q[1...4] �������� � $3
�+�����4 ���������4 s[k+2...k+5]� T�����$� (� ����(-�� M −4 ����
��(�� ����� �+����� ��(-�� ��� ����������� ���(�$.2�/ �����(��
s� ��� � ������� ��3�� �� ����- ���+$ � ��4 ��+�5�� 0�!(���� A��
��� �!��+��� ��� �$��  � ������ �������� ���� �����$�- 0�!(��
���� ����  ��!� �� �� �(� �����(� � $3 ��� �������� �����(���
������� @�(� ����/ ������� ��3�� $��+��- ����(-��� �(�$� ��!���-
���� �40�4 �+ ��/�

J�$ ��. ��(�+$� ��*��(������ B��$�� ������� *����C KDL�

�������� ���

• �/��� q F 0�!(��� s F ������� M F �(��� 0�!(���� N F �(���
������� M < N �

i := 1; j := 1;
���� i ≤ N � j ≤M 5��(

���� j > 0 � s[i] �= q[j] 5��(
j := dj ; "U 0 ≤ dj < j U"

���5 5��(�G

i := i + 1G j := j + 1G
���5 5��(�G

• ��/��� �(� j > M �� 0�!(�� q ��4�� � ��+�5�� i−M G

���  "U i > N U" 0�!(�� q � ��4���

Q�����$��+��(- i ���!��� �����$ s !+ ��+������ B �� �!�� ��
��� (��4����- ����� ��!��� �(�������C� Q���� j ���/����� ����
!��� 0�!(�� q� ������ ��3� ��+���2��-�� � �������� �����$2��
��+�5��� dj � ������ !$�$� ��!����-�� ����  ��!� �!�� ��- �� ���
�����3��� �(������� �������������- �(�$.2�� $�(���� Eq(i, j)�
)�� �����(� 0�!(���� ���0���$.2� ��+�5�� j� �������.� � �����
3  ��(�� �����(�� ������� ���0���$.2�/ ��+�5�� i,�

�R



Eq(i, j) :
1 ≤ i ≤ N+1  1 ≤ j ≤ M+1  pref(q, j−1) = suff(pref(s, i−1), j−1),
5&� pref(str, k) = str[1..k] − kE+��- $� str

suff(str, k) = str[l−k+1..l] − kE�'-- $� str[] (l − &% �, str)
(+� 2�2 str[i..i−1] = “ ”)

B�C

Q��������- $�(���� Eq(i, M +1) �+�� ���  �� 0�!(�� q �/���� � s
�� ���� � ��+�5�� i−M � 1���(��� $�(���� Eq(N +1, j) ��� j ≤ M
�+�� ���  �� 0�!(��� � ����� ���

I�4���� �!�� ��� ���4���� Eq� *�� ����� �/�� � 5��( ���
���� $��+���.� �� �� �(� ����� � Eq(i, j) = Eq(1, 1)� � ������ ������
��� #� ��3��� ���/�� 5��(� $��+��(- i ��������� �� ���$ ��+�5�.
������ ���� !+ ��+������� *��� � ���� �����(� �������.�� ��$��
����4 5��( � ����(����� � j ������ $�(� ������ ���/����� � iG
7�� �!�� ���� ��/����� $�(���� Eq(i��	, j��	) = Eq(i+1, j+1) !+
������ 0�!(��� �������(-�� �������

*�� ���������� � ����/ �����(�� ���� �����$�- 0�!(�� ����
 ��!� �������4 dj���6��� q �����(3�( ��������- � dj��$66�����
�����������4 ������ s[1..i]� �� ����� ��/����� ���������
Eq(i��	, j��	) = Eq(i + 1, dj + 1) �(� �(�$.24 ����5�� 5��(�� Q+�
���� ����������� ��+�5�4 � (i, j) �� (i+1, dj +1) �+�� �� ����� q
�������(-�� s �� D = j−dj > 0 ��+�5�4 ����� P��.�� dj < j� @��
(� ����/ dj���6����� ��3�� $��+��- ����(-��� ���� ��!���- �+ ��/
���!�(-0�4 �� �(���  ��!� ����� D !�( ���� �40��� @�(� ����/
��6����� ��� ��+-�� dj = 0� ��� ��� Eq(i+1, 1) ����� �������� J��
���������$� �����$ 0�!(��� �� D= j� � ��+�5�� s[i+1]G �� � �(�$.�
2 ������� �� ���� �� �(�$.24 ���� ������4 ��+�5�� �������
��� )�$(�$. ������., ��������4�

A��- +�4���� ����(��� dj � �� ������ pref(q, j−1) ��������
� suff(pref(s, i−1), j−1)� '��!� ����� 0�!(��� �� D = j−dj !�( ���
�������� ��6��� pref(q, j−D−1)= pref(q, dj−1) ��(3� ��������-
� �$66����� suff(pref(s, i−1), dj−1)� � ������� �� ������ �������(
suff(pref(q, j−1), dj−1)� P��.�� pref(q, dj−1)=suff(pref(q, j−1), dj−1)�
�� �

q[1...dj−1]=q[j−dj+1...j−1]. BRC

J�� $�(��� ��!/����� �(� ������������� ������ �� D = j−dj � ��
2 � ������� ��G �+ �������� ��� 2 �+������  �� s[i] � ��������
� � q[j]� *�7���$ �(� q[dj ] = q[j]� �� ����� !����������� ?�(��

�




���������$.2 $�� ��� � 6���$( BRC�

q[1...dj−1] = q[j−dj+1...j−1] � q[dj ] �= q[j] B
C

��!���� ���- $�(��� �������(-����� �(��� ��6���� dj � ����+��
+���������- dj �� j �(�$.24 �����	�����	���
�

d[j] = max{d | d < j � q[1...d−1] = q[j−d+1...j−1] � q[d] �= q[j]}. B�C

��� ��3�� ����-� ��6����6$��5�� +������ ��(-�� �� 0�!(��� q�
�� � �� ������ s� ��7���$ ��� ��3� !��- �� ��(�� 2V �� �� �(�
������ � +����� � �(������ ��!(�54 +�� ��4�

P����� +���������- dj �� ������ ��V 3 ������ �(� q[dj ] �= s[i]� ��
����� ��3 +������ !����������� 1 7��� �($ � �� ��(��� d[j]
�(�$� ������$�- � ��!���- �����$2 �� �(� ��� ������� ���
���$��� $����-� ����� d[d[j]]� A�� ��� j > dj � �� �(��� ���������
��/ ��6����� q �!��+$.� ���(�����(-����-� $!���.2$. �� �$(��
d[j] > d[d[j]] > d[d[d[j]]] > ... > d[...d[j]...] = 0.

1�!���� ���/���2�� dj � � $ ��� ���� ���+������� +��������
��$�����4 5��( ��*��(��������

#�3 ������� +�� ��� ��6����6$��5�� � �(� ��� ������ �(�
0�!(��� ababaca �+ ������ ��0�

j� � % = D � � R

q[j]� a b a b a c O

d[j]� & � & � & D & F �� 6���$( B�C

D=j−d[j]� � � = = � % R

*���((.�����$� ���+���� �� ������

� i N
s� b a a b a b a b a c a b a b

W F Eq(i, j) : j = 6, d[j] = 4X | |
X | | −YZ[\B]�=CH^_`BYZ[\B^�a��C�=C
99F F d � 1 = 3 9 &% �, �#�+,&�� ?

q� a b a b a c a
W F '�%#� � D7F �1+#%���#  q[d] = s[i]� d j M

X | | − ����� �� b � c H % ����2��
X | | ��6��� � �$66�����

q� j − d 9Na b a b a c a F dE+��- $� �#�+,&,�. →HIDJK1, d+1)
W� d M F +�#&#%L,�2 ��,���� � � (i+1, d+1)

��



��� ������ ��6����6$��5�� $������ ������� �� /���0�� ��� ���
��� ����� �$(4� �� � �� �� �(� ��/ j ��� ���������� �����/����
����� 0�!(��� �� ��. �(��$ $3 ��������4  �����

*��(���4 0���/ � ��*��(������$� �(� ��������� ��!(�5� +���
 ��4 ��6����6$��5�� ��3�� �����(-+����-�� ����� 3 ��*��(���
������d

���$�����  �� �(� ��/ ��+�5�4 k 0�!(���� ���0���$.2�/ �
��(. �� i� d[k] $3 �� ��(�� � d[i] = j+1� J�� �+�� ���  �� pref(q, j) =
suff(pref(q, i), j)� ?������ q[i + 1] � q[j + 1]� �(� ��� ������ ��
pref(q, j + 1) = suff(pref(q, i + 1), j + 1)� �� � d[i + 1] = j + 2G �(� ���
� ������ �� ��!�� �(� ��������4 �(�$.2�4 �� �(�� ��6��� q�
��(�.2�4�� �$66����� pref(q, i)� �� � d[j]�

P��� ��(-�� ���/���� � �(�$.24 �������� B+�� ���� ���
���(-�$ � ?� ������� �����$.��� � �$(�� �� ����������� ��0
������ � +�� ��� d $��-0�� �� �C�

��� 
��CF
�L
�	��FTPU ����	 
��� ���	 N��� �

��� �� O� B� P�

B  
�	����
��

P  
�	����N��

��� %�  ���� %��������P%
�V���������� $% 83<).3E-2431

.)223* 8+3<0 P#� %$

$% W0E32+-<3- =6-X342/X;<4Y33 %$

� �� O /�� ���� /��

H���� �� " P/�� �

H���� ��OZ �� II �N�O� J N�����

O  ��O��

�##� O##�

�� �N���  N�O��

����  ��O��

��
�

����  O�

�

$% ='324 %$

��	 �� ��O �� ��" B/�� II �O" P/��� �##�O##�

H���� ��OZ �� II �N�O�J 
�����

O  ��O��

�	�� ���� $% '2*'('[8-<3- =).,53 .)223*) � %$

�� �O  P�

	���	� �/O�

%&



��
� $% �  B %$

	���	� /��

�

	�"� ������� !�&���,����� ������ ���������

��$��4 ������� ������ � (��4��4 �(�3����-. ������� �� )���6�
��� ����, ����5��� *$��- ������ � 0�!(�� ������� �+ �����(��
�(6����� A� ��3��4 �����( 7���� �(6����� !$�� � ����- d�� ��4
5�6��4� �� d = |A|� ?����$ �+ k �����(�� ��3�� ������������- ���
+����- d�� ���� k�+�� ����  ��(�� A���� ����� 0�!(��� � ����� ����
����� � ���� �+ N −M �������4  ��(�� �������(�.2�� 0�!(��� �
 ��(���� �������(�.2��� ��������� s �(��� M � �� ��� �������
 �� �������  ��( ��3� !��- ����(��� +� ����� ������5����(-�
�� M � � ����� 766��������- ������ !$�� O(N + M)�

�(� �� �(� �����(�3���  �� A = {0, 1, ..., 9}� '��(�� ����� ��4
+����-. �������� ��(���� 0�!(�� q� �!�+�� ��  �+ tq� E��(��� ���
�!�+�� ��  �+ tk  ��(�� ����� ��4 +����-. �������� ��(���� ����
������ s[k ... k + M − 1]� P ������  �� ��������� s[k ... k + M − 1]
�������� � 0�!(���� q ����� � ��(-�� ������ ����� tq = tk�

*� �/� :������ ��������4 � ����4  ���� 7���� $ !���� ����!���
+�� ��� tq � t1 ��3�� �� ��(��- +� ����� ������5����(-�� M � 1��
���� +�!$�� � ����  �� �� ��(��� ���$� ������� � � �- !�(-0��
 ��(��� Q+ tk B1 < k ≤ N −M) +� ���������� ���� ��3�� �� ��(��-
tk+1� 1 ����� �(� �� �/� :������

tk = s[k+M−1]+10·(s[k+M−2]+10·(s[k+M−3]+. . .+10·(s[k]) . . .). B�&C

'��!� ��($ ��- tk+1 �+ tk� ���� $��(��- ���(�� �(����� �+ 6���
�$(� B�&C B�� � �� ��- 10M−1 · (s[k])C� �+$(-��� $���3��- �� 10 �
��!����- � ��$ s[k +M ]� 1 �+$(-��� ��($ �� �(�$.2 ��$�����
�� ������0���

tk+1 = 10 · (tk − 10M−1 · s[k]) + s[k + M ]. B��C

A���� �!��+��� �� ��(�� tk+1  �+ tk ����(����� +� ����������
�����

1� ��(�� �� tk� �� ��3� �� � ��� �������- �/ � tq� �����
(�� �� ����� �������� �(� ��������� 0�!(��� q � �����������
s[k ... k+M−1]� 1��� ��!��� 7���� �(������� ������5����(-��N+M �

%�



�� ��/ ��� �� � $ �����(� �����  ��  ��(� ���$� !��- �(�0���
�(���� ? 7��4 ��$�����-. ��3�� �������-�� �(�$.2�� �!��+��� #��
�� ��������- �� ��(���  ��( tq � tk � �� ��(��� �� 6���$( B��C
�� ���$(. 6�������������  ��(� p� A���� ��  ��(� � �����/���� p
� �4�����(-�� ���$� !��- �� ��(�� +� ���� ������� M � P!� ��
� �� ��� p ��!���.� ������  ��(�� �(� �������� d · p ���2����
� ��0���� �(���� �� �� ��(��� � 7��� �($ � $���2�.���� 8�$��
������ 6���$(� B��C ����!���� ���

tk+1 = (d · (tk − h · s[k]) + s[k + M ])mod p,
�� h ≡ (dM−1) mod p

B�%C

Q+ �������� tq ≡ tk(mod p) 2 � �(�$��  �� tq = tk �� ���(�
!��-�  �� q = s[k ... k + M − 1]� 1 7��� �($ � ���� �(� ���3�����
�������- �������� 0�!(��� � ����������

E(������ � 6$��5��� �������� ��3� ����(�.� ���� �/�3��
�� 0�!(��� q � �����$ s� ? �����  �� ��� (.!��� �����(� � �����
0�� +�� ��� d�

�������� ���

• �/��� q F 0�!(��� s F ������� M F �(��� 0�!(���� N F �(���
������� M < N � d F  ��(� �����(�� � �(6�����

*� �/� :����� �� ��(��-  ��(� tq � t1 �� ���$(. pG

5��( �� k �� � �� N −M + 1
�(� tq = tk ��

�������- 0�!(�� q � ���������4 s[k ... k + M − 1]G
�(� ��� �������.�� ��

�����- k F �+$(-��� ��������G

��/��

�� 6���$( B�%C �� ��(��- tk+1G

���5 5��(�

• ��/��� k F ��+�5�� �� �(� �/�3���� 0�!(��� � �����$�

$% � / E32+' 23.*'+'* * )+X)*35- %$

$% � / E32+'� =' .'8;+D 4'5'6'?' =6'39*'8,52, *0E32+-<3, %$

$% *'9*6)Q)-5 2.-Q-<3- *>'[8-<3, N * 
 '5<'235-+@<' <)E)+) %$

$% 256'43 %$

��� \�L��F]�	�FP�����	����	 
��� ���	 N��� ��� �� ��� ��

� ��� ����C�P�B��FN� �FC�

B  
�	����
��

%%



P  
�	����N��

$% *0E32+-<3- � ��^�P/��� ��� � %$

� ��

��	 �� �� �"P� �##�

� ��%�� � ��
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��	 �� �� �"P� �##� �
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�

$% 26)*<-<3- R)(+'<) 2 %$

$% ='8256'4).3 3 *0E32+-<3, =' X'6.;+- ��!� %$
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�� �C"B/P� � $% *0E32+-<3, =' X'6.;+- �`� %$
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�FC #  ��
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	�.� ������� *�����,-��� ������ ���������

�����4 �(������ ��� ������� �����(�� �+ ������ � 0�!(���
�� ���� � q[M ] � � s[i + M − 1] 7(����� � �!������ ������� 1 ��
����(-+$��� ����(���(-��� ��!(�5� d� �(� ��3���� �����(� x �+ �(�
6����� B���� ���(���� � 0�!(��C d[x] ��- ��������� �� ������
������� �/�3���� x � 0�!(�� �� ���(���� �����(� 0�!(���� �(�
���(���� �����(� � 0�!(�� d[x] ����� ���������. �� ������(���
�� �/�3���� x �� ���(���� �(� M � �(� ������(���� �/�3����
��� #������� �(� 0�!(��� abcabeabce BM = 10C d[′a′] = 3� d[′b′] = 2G
d[′c′] = 1� d[′e′] = 4 � �(� ��/ �����(�� x �(6������ � �/���2�/ �
0�!(��� d[x] = 10�

%=



�$�� ���(�����(-�� ���������- 0�!(�� q � �����������
s[i − M + 1..i] B� �� �( i = MC� 1��� ��� ��!� �/ �������
j = M, M−1, ..., 1 9 ���!��.2�4 �����(� 0�!(���� � k = i, ..., i−M+1
9 ���!��.2�4 ��������$� P!� ������ ���/����� $��-0�.��� ��
��3��� 0��� @�(� �� �����(� q �������.� � ���������4 B�� � j ���
/���� �� 0C� �� 0�!(�� q � ������ ��4����� � s � ��+�5�� k (k =
i−M +1)� @�(� q[j] �= s[k] � k = i� �� � ���/�3��� �($ �(��- ���+$ 3�
� ���(���/ ��+�5��/� �� q ��3�� �����$�- ������ ����  ��!� ������
�(�� �/�3��� �����(� s[i] � q �������(��- � s[i]� @�(� q[j] �= s[k]
� k < i� �� � ���(��� �����(� �����(�� �� q �������� ����  ��!�
���(�� �/�3��� s[i] � q �������(��- � s[i] B���� �C� 1 �!��/ �($ ��
�/ �(� ��� ������ ����� d[s[i]]� �� ��������.� 1  ��������� �(� s[i]
���!2 � ���� ���� � q� �� ��2�� �����/���� ���+$ �� ��(�$.
�(��$ 0�!(��� M �

x

i

x

d[s[i]]�

x

�
�

k

j

q

s
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P���(�� �(�� ��/����/ ����� ����(����� � ?� ������� +��
�(. ��(-���� �$(���� �����(� � ��!$�� ����� �!��+��� �����
N + M � �(� ��������� ��!(�5� d ��!/����� +����� +�� �� M ��
�� ��+�5�� ��!(�5� � ����(���- ���� ���/�� �� ��� 7(����� 0�!�
(��� q� �� � ��!(�5� �������� +� ���� (256 + M)� ? �����  �� M ���
����� ��-0 N � ��� �����(�� �����4 �(������ ��!$� +�� ��(-��
��-0 N �������4� 1 !(����������/ �!�����(-����/� � ����� �(�
���(���4 �����( 0�!(��� ����� ������� �� ��������.2�4 �����(
������ �������(-��  ��(� �������4 �����(�� ��- N

M �

%�



�	 ���������

���� '���(� ����������

*�� ����������4 ������.� ���5�� ���������� �!>���� +�����
��4 �����$������ � ����(���� ������ B��+�����.2� �(� $!���.�
2�C� �(-. ����������  ���� ��(���� �!(� �� ���(�$.2�� ���
���� 7(����� � ��������������� ���3��� B�������� ��+��3����-
�������� !������� !�������� ������C� A�$��� ���������- �! ��
(6���$. ����$� �(����-� ����� ���4 ����(�� �(� (.!�4 ��$��4 �!�
0����4 ��6����5�����4 ������ ���� ������(��� !+ �������(�!�
$������ ���� ���+!���� J66��������- ������ ���������� � ������
��3�� ��� �!��!��� !�(-0�/ �!>��� �����/� +� ���$. ����� ���
����(�� 766��������- � ��!��������!����- ��4 ������� ? ������
�����4 ���+��� ����� 6$�������(-�� ����� ��������� �(������
���� ?��������� ���� ��(���� ���(-��� ������� �(� ���������
5�� ��+���!��+�� �(��������� �0�.2�/ ���$ � �$ 3 +��� $� �����
��3��4 �(������ ��� ����(��� ����$2���� � ���������� ���
���� �$3�� �5�����- � �� �� +���� ��������4 ���$�5���

#� ����� ���������� �� $������ ��� �(��� ��!�� ���$��$� ����
��/ �� ��!�� ����� �/ �!��!����� I���������- ����� �� ���$��$��
�����/ �����(-�� ��(-�� �(� +��� � �����������  �� ����� ������
����� �!� �� ��+�(�.� �� �� ��������� ���������� ���������$
�������� � ������� 9 ���������$ 6�4(���

Q���� +��� � ���������� ������� � ����  ��!� $������ ��-N �!>��
��� a1, ..., aN � �� � ��������- �/ � ����4 ���(�����(-����� ap1 , ..., apN ,
 ��!� �/ �(. � �����(�3�(��- � �$!���.2� ������ kp1 ≤ kp2 ≤
... ≤ kpN . B��� � ��3�� �� !$�� ���3����(��- ������$�� +�����
ai � �/ �(. ��� ki�C

?��������� ��+������ ����
����
� �(� ��� $���(������ ����(�
���(-���$ $�(���.� ���(���� �������$ +����� � ����������� �(. ��
�� ����.��� � ��3�� ������� �� � �(� kpi = kpj � i < j� �� pi < pj �
*�� $���4 ���4 ��������� �������(-��4 ������� 7(����� � ������
������ �(. ��� � �������

������� �� /���0�4 �!2�4 �(������ +���� ���� �� ���������$ N
+����4 ���� ∼ N · log2N � ��� 7��� ��!$��� ���(� log2N ���/���� ��
������� *����!�� �!�$3���� �(�������� ���������� ��3�� ��4��
� �(���� ���� ���(������� �� ��$�� K%L�

%�



��	� /��������� ��������

#��������  �� ������� ��(�.��� ���$��$���� ������� ����$��� �� �
�(� ��/ ��+��3�� ������������ �!��2�� � ����+��(-���$ 7(�
���$� J�� ���(�� ����� ���������� �������� � ���(-�$. ��$��$�
��(� �$. �� ���������� 6�4(�� � ��������

#�� !$�$� ���������- ����� � 7�������� ����(-+������ ���
����� �� � ��!$.��� ���������(-�� ������� �(� ����3$�� ��4
����(�� 7(������ � ��$������ �� 7(����� ������$���� ����
���� �� �(� ���� �!��+�� �����/���� ��$��� ��� ������� B*�7���$
7�$ ��$��$ ������ ���������� ��+���.� ���������
 ��������	�
�C

���4 766��������� !$�� �($3��- ��(� ���� ��!/�����/ �����
���4 �(. 4 C � ��(� ���� ��!/�����/ ����(�� 7(����� M �
C � M !$�$� ����(��-�� ��������� 6$��5����� +�����2��� ��  ���
(� ������$��/ 7(����� N �

����� ���������� ��3�� ��+!��- �� ����(-�� �������/ �(�����
� +���������� �� (3�2�� � �/ ����� ����� �����������

9 ��(. ���G
9 ��!��G
9 �!��G
9 ���� �G
9 ��+�(��G
9 �(�����

���� /��������� �������� ���(���+��

8�+�(�� $�(���� �� 7(���� ������� �� �� ���(�����(-������
�"������ 2 �$������ ��$. ���(�����(-����- ai, ..., aN � �������
���(�����(-����- a1, a2, ..., ai−1� 7(���� ������4 $3 ������������
��� 1 �(�������/� ���������/ �� ���� ��(. ���� �� ��3��� i��
0�� i�4 7(��� �/����4 ���(�����(-����� �����(���� B��(. ���
��C � ���/���2 ���� ������4 ���(�����(-������

?��������� �������� ��(. ����� ���!�( � ������ *$��-
2 ≤ i ≤ N � a1, ..., ai−1 $3 �������������� �� � a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ ai−1�
�$�� ���������- �� � ��� ai � ai−1, ai−2, ... �� �/ ���� ���� � �!���
�$3���  �� 7(��� ai �(�$� �������- �3�$ aj � aj+1 B0 ≤ j ≤ i− 1C
7(������� *��( 7���� ������� +����� aj+1, ..., ai−1 �� ���� ����
������ � ������� +����- ai � ��+�5�. j + 1�

%R



*��5�� ���������� ��(. ����� ����3� �� ����� ���(�����
�(-������ ������24 �+ ���-�� �(. 4�

40 | 51 8 38 90 14 2 63. B�=C

:������ ���(�����(-����- � �4 ���(�� �� �/����4  ���4 )X,� Q+���
 �(-�� ������� ���(�����(-����- ������� �+ ������ ������ 7(����
40� #� 0�� i = 2 �����4 7(��� 51 !$�� ������ � 40 � +�4�� �����
���� � ������4 ���(�����(-������

40 51 | 8 38 90 14 2 63.

#� 0�� i = 3 ����4 7(��� 8 !$�� ��� ���� ������ � 51 � 40 �
���������� �� ���� ���� � ������4 ���(�����(-������

8 40 51 | 38 90 14 2 63.

*����(3�� 7��� ���5��� ��($ ��

�  de ` f` d� a� g h� �d ! bf

�  ae ` f` d� a� h� g �d ! bf

�  be ` �d f` d� a� h� g ! bf

�  ie ! ` �d f` d� a� h� g bf

�  `e ! ` �d f` d� a� bf h� g

�� i 9 ���� 0����
1 ���������/� ��(�+$.2�/ �(������� ��$����4 ����������� ���

�(�����(-����- 7(������ ��� � ��3�� !$�� �������(��- ������
��� �(. 4�
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*��5�� ������ � ����������� ������� ��(�+$��� ��$������
������� �� j� P� +���� ������� ����� (�!� ��4�� 7(��� a[j]� ��-�
0�4�  � �(. x� (�!� ����� �������$� (��4 ���5 ������4 ���(���
���(-����� B�� �(� �������C�
������ #� i�� 0�� �������(-�� ��+��3��  ��(� �������4 Ci

�� ��$����� 5��( ����� i− 1G �(� �����(�3��-�  �� �� ������
����� N �(. 4 �������������  ��(� �������4 � ����� ����� i

2 �
�(� Mi� ��(� ���� ����(�� �� i�� 0��� �������(-�� �i = Ci + 2�
1��� 0���� N − 1� ?(�����(-��� ��(� ���� �������4 � ����(��
� /$�0� � ($ 0� �($ ��/�

Cmax = 1 + 2 + 3 + ... + N − 1 = N ·(N−1)
2 ,

Cmin = N − 1,
Mmin = 2 · (N − 1),
Mmax = N ·(N−1)

2 + 2 · (N − 1) ≈ N ·(N+3)
2 .

#��($ 0� �5��� ��(�+$.��� � �($ �� ����� 7(���� �������
$3 $������ ��� ���/$�0� 9 �(� 7(���� �����(�3�� � �!����
��� ������� �����4 �(������ �������� $���4 ��$. ���������$� ���
��� �� �����(�� ��+����� ������� 7(����� � ����������� �(.�
 ����

���� /��������� &�������� ���(���+��

E(������ ���������� �������� ��(. ����� �����(�� i�4 7(���
� �����$. ���(�����(-����-� ������� $3 �������������� ?(�����
�(-��� �(� ��/�3���� ���� �(� i��� 7(���� ��3�� ����(-+����-
��������4 ��� ���� !�������� ������ 7(���� � ���������������
������ B��� �� %�=�C� � ������� �� i�� 0�� ����(����� ∼ log2i �����
���4� *�7���$ ���� !$�� ����+���� ∼ N · log2N �������4� #�
��(� ���� ����(�� � 7��� ���� � �+�������

1 �������� ���������� ������ ������/ ��(. ��4 ��$�����4
5��( ������ � ����������� ������� �(�$� ��+�(��-� ���(-�� !��
������ ������� !����� ��/������ ��+�5�� �������� +��� �� 7(����
������4 ���(�����(-������ ��/���2��� ���� 7��4 ��+�5��� �������
.��� ������� ���(� ��(�+�5�� �����(��  ����(. � �� ��� $���3�
�����

%�



�� � /��������� ���(���+�� � �&�������
0����� -���� 1��

P��������� ����(-���� ���(�����(���� f((��� e������
g(�4��� F !�(� +�� ���  �� �(� �(�������� ����������� ����
2�.2�/ � ���(�����(-����� +����- ������ �(� �(�� ��(-�� �� ���$
��+�5�.� ���� ���� ��!��� !$�� � ($ 0� �($ � ������5����(-�
�� N2� *�7���$ ����� �$2������ �����/���2�4 �� �������� ����
��� �������� ��(3� ����(-+����- �������4 �/���+�� � ����2-.
�������� +����� ���(� !� ���2��-�� )!�(-0��� ��� ����� � � ���
������� 0�3����,� �� f(( ���(�3�( � ���� �� ����� ��+�����4
����������4 � �������� ������

*�����������$� �� �� ���(�����(-����� B�=C� #� ����� ����
/�� ���(�� � ���(-�� ������(�����(-����� 7(����� ������2�
��$� �� ��$�� ��  ��� ��+�5���

40 51 8 38 90 14 2 63

*�($ ��� D ���(�����(-����� ��������$� �� ��� �+�������
��$� �� ��$�� ������ ������/ ��(. ��4� J��� ���5�� ��+������
D���������	�
�

1 �+$(-��� D����������� ��($ �� ���(�����(-����-

40 14 2 38 90 51 8 63

#� �(�$.2� 0�� 7(����� ������2� ��$� �� ��$�� �� �� ���
+�5��� �!>����.��� � ������(�����(-������ ������ ������$.���
������ ������/ ��(. ��4� J��� ���5�� ��+������ %���������	�
�
�� ���� ������(�����(-����� ������� 40, 2, 90, 8 � 14, 38, 51, 63� *��
�( %����������� ��($ �� ���(�����(-����-�

2 14 8 38 40 51 90 63
#����5� �� ���-� 0�� �� 7(���� ������$.��� ������ ����

���/ ��(. ��4� � ���(���$ 0��$ 7(���� ����(-�� /���0� $���
���� ��� ��7���$ ��!$��� ��(� ���2��4� �����4 ���5�� ���
+������ ������������4�

1 ��������� ������ f((� ��3�� ����(-+����- (.!$. $!���.�
2$. ���(�����(-����- 0���� ht, ht−1, ..., h1� � ������4 ���(���4 0��

=&



h1 = 1� ��3��� h����������� ����������$��� ��� ���������� �������
�� ��(. ������
����� ������  ����� '��!� ��!���- ������$. /���0$. ���

�(�����(-����- 0���� ����������� �$3�� ������(�+������- ����
��!��� ��� 6$��5�. �� 7��/ 0����� J�� �������� � � �- ���������
�� 2 � �� ���5� �0���� ������� ���� +��� ��� �����$ �� ��/
��� � $��(��- ��4�� ���($ 0$. ��+��3�$. ���(�����(-����- 0��
��� ht, ht−1, ..., h1 �(� !�(-0�/ N � A� � �� �+����� ����� ����(-�
�� �������/ 6������ ��$� $��+�����  �� ��+$���� ��!���� ��3�
!��- �(�$.2�� ���(�����(-����- �����2��4� ..., 121, 40, 13, 4, 1� ��
hk+1 = 3 ·hk +1, h1 = 1. P� ������$� ���3 ���(�����(-����- 0��
��� ..., 31, 15, 7, 3, 1� �� hk+1 = 2 · hk + 1, h1 = 1. 1���(� ���� ��(-�
��4 6����  �� 7(���� ���(�����(-����4 �����2��4 � ��(3��
!��- ������ ��$� ��$�$� J�� ��+��(�� �� ��3��� ���/�� ���������
�� ���0����- 5�� ��� ������ ��� ����� � �+�����4������(��
h(��(-���  ��!� �+�����4���� �3�$ ��+���� 5�� ���� ������
/���(� ��� ��3��  �2�
����������� #��� k���������������� ������������!����! i�����

�������� �k > i $ �� ��� �������� k���������������
�
Q+ 7���� $���3���� �(�$��  �� � ��3��� �(�$.2�� 0����

���������� � $!���.2�� �����2��� ��(� ���� ��������������/
7(����� � ���(�����(-����� ��+�������

P5��� 766��������� 7���� ����� +������ �� ���(�����(-�����
ht� #�3 ������� ������ �+ ��!��� K%L� ����+���.2� �5��$ �(�
��+��/ ���(�����(-����4 ht� ��� 100 ≤ N ≤ 60000� �(� ���(���
���(-����� 0���� 2k + 1, ..., 9, 5, 3, 1 ��(� ���� ����(�� ������5���
��(-�� N1.27� �(� ���(�����(-����� 2k−1, ..., 15, 7, 3, 1 9 N1.26� � �(�
���(�����(-����� (3k − 1)/2, ..., 40, 13, 4, 1 9 N1.25�

��"� /��������� ������� ��&����

����� ���������� ���������� ��!��� �������� �� �� ����������
���� ��!���� #� i�� 0�� ��!������ �����-0�4 7(��� �+ �/����4
���(�����(-����� ai, ..., aN � ������ ������ � ai��� A���� �!���
+��� ���( 0��� i �� ����� ��� �� �/����4 ���(�����(-����� !$��
��/����-�� �����-0�4 7(���� I��� 7��� 7(��� ���2���� �+
�/����4 � �����$. ���(�����(-����-� *��5�� ��!��� �����-0��
7(���� �+ �/����4 ���(�����(-����� ���������� �� �/ ���� ����
� �4 �������� ��(-�� ���� 7(����

=�



*���((.�����$� 7��� ���� �� ��4 3 ���(�����(-����� B�=C�

| 40 51 8 38 90 14 2 63.

:������ ���(�����(-����- �����3��$ ���(���� �� �/����4  ���4
)X,� #� ����� 0�� ��/���� �����-0�4 7(��� 2� �!������ �� �
����� 7(����� 40 � ���2�� � �����$. ���(�����(-����-�

2 | 51 8 38 90 14 40 63.

#� ������ 0�� ������(-��4 7(��� �+ �����0�/��� 8� �!��������
� 51 � ���(�����

2 8 | 51 38 90 14 40 63.

*����(3�� 7��� ���5��� ��($ �� �(�$.2� ����3$�� �� ���(�
�����(-������ � ������/ ��$2�4 ������(-��4 7(��� ��� ���$��

% 
 �D X=
 �& �� D& �=
% 
 �D =
 X�& �� D& �=
% 
 �D =
 D& X�� �& �=
% 
 �D =
 D& �� X�= �&
% 
 �D =
 D& �� �= X�&

�����4 ���� � �������� ����( ���������(�3� ��������� ����
����� ��(. ������ ��� ������4 �� ��3��� 0�� ��������������
��(-�� ���� � ����4 7(��� �/����4 ���(�����(-������ � �(� 7���
�� 7(���� ������������ ���� � ������4 ���(�����(-������ *��
��������� ������� ��!����� ���!����� �����������.��� �� 7(���
�� �/����4 ���(�����(-����� � �(� 6������������� ���� �+ � ���
!������ �����-0�4 7(���� *�� 7��� � ��+����� ��!/��������
i������j $ ����� �������� �����(-�$ ��!�����4 7(��� �����(����
����� � ���5 ������4 ���(�����(-������ 1�������4 3 7(���
������� �� ��������- �� ����!����0�� ���� � ���������������4
�/����4  �����

#�3 ������ �(������ ���������� ������� ��!�����
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�� ���C�Z��O�� $% C >6)<35 3<8-42 5-4;Q-?' %$

C O� $% .3<3.)+@<'?' K+-.-<5) %$

�� ��J C� �

G ����� ���� ��C�� ��C� G�

�

�

�

������ k����  ��  ��(� Ci �������4 �� i�� 0�� � +������ ��
�� �(-���� ������� 7(������ #� ����� 0�� ����4 7(��� �������
����� � ����(-���� N−1 7(������� �� ������ 0��  ��(� �������4
!$�� 9 N−2 � �� �� *�7���$  ��(� �������4 ��- C = (N−1)+(N−2)+
... + 1 = N ·(N−1)

2 . �������(-��  ��(� ����(�� Mmax = N − 1� ���
��� �� ��3��� ���/�� ����(����� �!�� ��4������ ������(-����
7(���� � i��� 1��������- �����  �� i�4 7(��� $3 ����� �� ����
��(���� ��7���$ ������ �5��� M !(�+�� � �������(-��4�

�� ������  ��  ��(� �������4 � ���� ��!��� ����� ����� ����
����(-���$  ��($ �������4 � ���� ������/ ��(. ��4� � �� ����
���  ��(� ���2��4� ���!����� ������(-��� @�(� ��������-�  ��
��������.��� �(. � ��+�5�4� � ���2�.��� +����� 5(���� B� ���
���$� !��- ����(-�� !�(-0���C� �� ���� ��!���� 7������2�4  ��(�
���2��4 B/��� !� +� � � �������4C ��3� �� ������� ���+��-��
����� ���(-�4�

��.� 
�������)��+ ����������

*�� ��������� ������ �������� ��!��� �� ��3��� 0�� ����(���
��� (��4��4 ����� ������(-���� 7(���� � �$������ ���4 �/���
��4  ����� ���������4 �� ��� ����� �������� ��/ 7(����� � ��
�$2�� ������(-���� ;��4��� �(�3����- 7���� ������ ��+!3�� ��
(�� �(�3����- ��4 ���������� �������� ��4�

1�+��3�� (� ��4�� ������(-��4 7(��� +� ���� ($ 0 (��4�
����S J�� �+�� ���  �� ��� ����� ��(3�� ������������-�� � ��
7(���� �/����4 ���(�����(-����� B� ��3 � ��3��4 l�4 �(� (.�
!��� +�������� lC� P��+�������  �� 7�� ��+��3��� �(� ����(-+����-
�� ��3��� �(�$.2� 0�� ��6����5�. � �+�����/ ����0���/ 7(�
������ �����(��$. �� �����$2�/ 0���/� ;��4��4 ����� � 7���
����( ��(���� ����� )!���������,� �������� � ��������� ��!��
��� ����� � ����(-+$��� ���  �� ���( ��!���� ������(-���� 7(���
�� �� � ����� 0�� ���(�����(-����- ������� ������ ��� ��4 3
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����4� ����� 7���� �� 7(���� ��������.��� +������ �3 �+�����4
��� ���� !�������� ������ � (�����6�� ���4 �(�3����-.� ���!��
���� �������(-�� ��(-+$��� 6����� (��4��4 $������ ������ ��/
7(������ ������ +��- �� � ������� ������$. �+�+� ���$������
$������ �������

A� � �� ��� !�������� ��!��� ��3� !��- 766������ ����
����� �(� ������+����- �/���� ����� � ��� ��� ��+�����4 �����
���� B�(� ���������������� �������� ������ ����	�C � �����3����-
�/ � 7��� ��� � ���5�� ����������� ���� ���������� � ����(-+��
����� ����4 �������� !�( ���(�3� 8� �� g(�4��� � ���D �� ���
��+����� %&'() *+,-. 9 ���������!��
 ��������	� �(� ��������	�
	���
�

*$��- ���� ���(�����(-����- h1, ..., hn� J(��� hi ������� �����
���� � 7��4 ���(�����(-������ �(� ����(��� �(�$.2� $�(�����

9 �(� 2i ≤ n� �� hi ≥ h2i � h2i �!��+$� �������$G
9 �(� 2i + 1 ≤ n� �� hi ≥ h2i+1 � h2i+1 �!��+$� �������$�
J(���� hn

2 +1, ..., hn ����� �!��+$.� ������(-�� ��������� ���
���(-�$ �(� ��/ �������� $�(���� ��.� (�3�� ����(�� �� ���(�
!��-� ��������

@�(� 7(��� h1 �!��+$� �������$� �� � ��3��4 7(��� ���(���
���(-����� �!��+$� �������$� 1 7��� �($ � !$�� �������-�  �� ���
���(�����(-����- ��(���� �����
 ��������
�

*�(��� �������� ��3� !��- �+�!��3�� � ��� �������� !�����
���� ����� � ������� 7(���� h2i � h2i+1 ��(�.��� �����-��� 7(�
���� hi� J(��� � (.!�� $+(  ��(��� � ��-0 ��/ ����/ ���
������� � ��0��� ��(��4 �������� h1 ����3�� �������(-��4 7(�
��� ��4 ���(�����(-������ #� ���� % ����+��� ��(��� �������� ���
n = 15�

h2

h6h4 h5

h11h10h9h8 h12 h13 h15
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h7
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h14

8��� %� *�(��� �������� ��� n = 15

=D



@�(�  ��(� 7(����� � ��(��4 ������� � ����� 2k − 1� ����4
��3��4 $����- ���� !$�� ���(���� ������.2�/ �����4 ��3��
��������-� ��!���� � �������$ ����(-�� +��(. ��(-��/ )������(-�
��/, 7(����� )o,� � ���$0�.2�/ $�(���� ���������

#������� ���(�����(-����- �+ 12 7(����� 12, 11, 7, 8, 10, 6, 3, 2,
1, 5, 9, 4 ��(���� ��(��4 ��������4 � ��0���4 12 B���� = C�
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68 10
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����
����

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

	
	

�
�

	
	






	
	

	
	

�
�

3

7

12

o

8��� =� *�(��� �������� ��� n = 12

P ������  �� ���(�����(-����-� $������ ���� �� $!�����.� ���
(���� ��(��4 ��������4�

A��- ��� ����� ��������(-��4 ���������� �������
�� *��������� � ���������� �/����� �$������ ���� ���(�����

�(-����- ������������ � �������$�
%� ?���������� �/����� � ������� ���(�����(-����� /������� � ���

��� ������� ��� � ������� ���(�����(-����- 6�����$��� � "���
��� �������� � �/����� ������� � �� �( ��������

#� ��3��� 0�� ���������� ����4 7(��� ������� B� 7�� ���
0���� �� � �������(-��4 7(��� ��������� �!��+$��4 �/����4 ���
�(�����(-����-.C ��������� � �� �(� ������4 ���(�����(-�����
�$�� �!��� � ���(���� 7(����� ��������� +�����.2�� �� ��
���� I��� ������� �/����4 ���(�����(-����� ����- ������������
� �������$� �!�� ���� ����������- �(�$.2�� 0����

P�����4 ��(�+�5�� ����� ��(���� �(�$.2�� ���5�$�� ������
������� *$��- � ���(�����(-����� h1, ...hn 7(���� hi+1, ..., hn $3
�!��+$.� ��������� A�!$��� ��������- ���(�����(-����- ����
 ��!� �������$ �!��+�����( 7(��� hi�

!��"����� !��#�$�% &'	()�
���� 2 · i ≤ n 5��( "U 5��( ���������� hi � ������-�U"

hl := h2iG
�(� 2 · i + 1 ≤ n �� hr := h2i+1 ���  hr := oG

=�



�(� hi ≥ hl � hi ≥ hr ��
��/��G "U $�(��� �������� � hi ����(���U"

�(� hl ≥ hr ��
�!����- hi � h2iG "U������- � (�� �������U"
i := 2 · iG

���  �(� hr > o �� "U������- � ������ �(� ��� ��-U"
�!����- hi � h2i+1G
i := 2 · i + 1G

���5 5��(�
���5 ���5�$��

#� ��3��4 ����5�� 5��(� ���!�(-0�4 �+ ��/ 7(����� hi� h2i �
h2i+1 �$�� �!��� ���+������ � ���� ��$2�� ��������  �� �!��
� ���� ���������- $�(���4 �������� � 7��� ����� @�(� ��� 7���
�+������ ����- (���� �(� ������� �������� �� ��������� ����
��(3���� �(� ����

*�4�� ���- � ���(�+�5�� ��������(-��4 ���������� �(� ����
���� a1, ..., aN �
!���������� ��� ��� �� ��0� 7(���� aN

2 +1, ..., aN $3 �+�

�� �(-�� �!��+$.� ��������� *������ ���5�$�$ ���������� ���
� ���� � 7(����� a[ N

2 ], ..., a1� �� ��($ �� ��(�$. �������$� J���

���5�� ���������������� �� ����� ������� �+ 10 7(����� B��
��3��� 0�� ����+��� 5�� �� ��� ����������/ � ���������/ 7(�
�����C B���� DC� *��(���� ������ ��(���� ��(��4 ��������4�

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10

f�� 1, i = 5 : 52 81 42 23 11 76 91 63 37 20
f�� 2, i = 4 : 52 81 42 23 20 76 91 63 37 11
f�� 3, i = 3 : 52 81 42 63 20 76 91 23 37 11
f�� 4, i = 2 : 52 81 91 63 20 76 42 23 37 11
f�� 5, i = 1 : 52 81 91 63 20 76 42 23 37 11

1�/�� : 91 81 76 63 20 52 42 23 37 11

��
��

��

����

��

8��� D� *������� ��������

*���������� ���!�� �$������- 0��� � ������ $!������ �� ����
� M� 1 �� �( i��� 0��� 7(���� a1, .., ai� �� �����(�3��.� /�����
�/���$. ���(�����(-����- ��� �������$� � ai+1, ..., aN F $������ ��
�$. �� ��+�������. �����$. ���(�����(-����- B�+�� �(-�� �$��$.C�

=�



#� i�� 0�� ��$2�4 �������(-��4 7(��� �������� a1 �!��������

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10

i = 10 : 91 81 76 63 20 52 42 23 37 11

11 81 76 63 20 52 42 23 37 91
��

�!��

���������

i = 9 : 81 63 76 37 20 52 42 23 11 91
11 63 76 37 20 52 42 23 81 91

� � � �

� � �!��

���������

��

i = 8 : 76 63 52 37 20 11 42 23 81 91

� � � �

� � �!��

23 63 52 37 20 11 42 78 81 91
���������

i = 7 : 63 37 52 23 20 11 42 76 81 91

� � � �

� � �!��

42 37 52 23 20 11 63 76 81 91

i = 6 : 52 37 42 23 20 11 63 76 81 91

� �

� � �!��

���������

11 37 42 23 20 52 63 76 81 91
���������

i = 5 : 42 37 11 23 20 52 63 76 81 91

20 37 11 23 42 52 63 76 81 91

� �
� � �!��

���������

i = 4 : 37 20 11 23 42 52 63 76 81 91

23 20 11 37 42 52 63 76 81 91

i = 3 : 23 20 11 37 42 52 63 76 81 91

�!��

���������

�!��

� �

� �
11 20 23 37 42 52 63 76 81 91

i = 2 : 20 11 23 37 42 52 63 76 81 91

11 20 23 37 42 52 63 76 81 91

���������

�!����

8��� �� ?��������� ��������

� ai� ��������- �� �(�� ����4 ������4 ���(�����(-������ �� �� !$��
����� ������(-��� 7(������ 1/����� ���(�����(-����- B�������
��C ��� 7��� �������� ��� �+������

9 ��� ���� ���(���4 7(��� B��3�� � ����-�  �� �� +�������
�� iojC�  �� � ���$0�� $�(���4 �������� �� � ����� $+(G

=R



9  ����4 7(��� ���������� ����+��(-����  �� ��3� ���$0��-
$�(��� �������� ��(-�� � ����� $+(�

A���� �!��+��� �(� ����4 �/����4 ���(�����(-����� a1, ..., ai−1

$�(���� �������� ����(��� �(� ��/ 7(������ ���� ������� *���
���� ���5�$�� ���������� � a1 ���������(���� ��(�$. �������
�$ � a1, ...ai−1�  �� �!�� ���� $�(���� ��$2��������� �(�$.2��
0����

*���((.�����$� ���5�� ���������� �(� ��������� ��($ ���4
�� ����������(-��� 7��� B���� �C B��� � ��3�� �/����� ���(���
���(-����- ���(���� �� ������4 ������(-��4  ���4C� ��� ������
���( �!��� �� 0�� i = 2 �/����� ���(�����(-����- �����2���
�� �� ������ 7(����� ����������-  � �������$ $3 �� ����(��
/��� ���5�$�� ���������� ���$���� 7��� E(������ +���0�� ��!��
�$ ���( 0��� i = 2� *�(����-. �(������ ��������(-��4 ����������
��(�+$��� �(�$.2��� 6$��5���� �� ?�

���� j��� �C�� ���� ��� �� ��� ��

� ��� �� 	� C�

C�� ��

�##�

H���� ��� !%�� " �� �

	  ��#� " ��k �#� e ��

�� �����/�� Z ���/��� II ����/�� Z ��	/����

	���	��

C  ����/�� Z ��	/��� k � e 	�

�  ���/��� ���/��  ��C/��� ��C/��  ��

�  C�

�

�

���� ����F
�	��C�� ���� ��� B�

� ��� �� C�� ��

��	 ��  B$!� � Z �� �//� $% ='8?'5'*4) %$

j��� ����� B��

��	��  B/�� � Z �� �//� � $% 2'6536'*4) %$

�  �����

����  �����

����  ��

j��� ����� ��� $% =6'2-3*)<3- %$

�

�

=




����� #����#�� ������� '��(� ����5�4 5��(� � ���5�$�
���������� � �����/���� ������ ��������� �� �  ��(� $����4 �
�4� 1����� ��(���� !�������� ���� �+ N $+(��� ������� ��(����
��������� ����� [log2N ]� A���� �!��+��� ��������� ��� (�����6�
�� ��$. �(�3����-� ��� � !������4 ������

P!� 7���� ���������� ��(�+$.��� ���6��� ����� 5��(���� ���
��(��.2��� ���������� ?��(� !��-� �������� �(�3����- �������
��(-��4 ���������� ∼ N · log2N 9 ��3 � /$�0� �($ �d J�� ���!�(
!������ ���������� �+ �������������/ � 7��� ����!���

#��($ 0�� �����(�3��� 7(����� �(� ��������(-��4 ������
����� ��(���� �!����� $������ �� �/����4 ���(�����(-������ �
7��� �($ � 5��( ���������� ��!���� ��(-�� ���� ��+ � � �!����
��� 7(������

��2� /��������� ������� �&�����

�(����6���5�� ������ ���������� ������� �� $�(����� P!�� 7(�
����� �����/���� �� ��/ �����/� #� � ��������/ ��0 �����/
�!�� 7(����� � ��(���� �������4 /������������4 ���5���� A�
��- ���������� ����� ���������4 �� ����5�� �������� � �!���
��� ������/ 7(������

#� ����� 0�� ������� ���(���4 � ������(���4 7(����� �(�
��� � $������ ��� ������ �/ ������� ��( ����(�� �� 3 ��
������ � ���-�� 7(������ �� ���5� �������� ���-�� �  ������
� �� �� �� ������ � ������� � �� �(� �������� *�� ����(���� 7��4
���(�����(-����� ����5�4 ��-0� 7(���� � ��3��4 ��� ����
����$��� �(��� � �����(-�$ �� ������ ���� ��.� �!2$. ��+�5�.�
�����-0�4 +�4�� ���� ���� � ������� *������� 7��� 3 ���5��
�� N ��� �� 2��� 7(����� ����� �� N ��� �� 3��� � �� �� #� ���(��� ����
/�� ����������� ��(-�� ���� ���� ���(���/ 7(�����G i�4 ���/�� ��
������$ �������� � )���(�����., �����-0�� 7(���� �+ �/����4
���(�����(-����� �� i� ���� � �����$. ���(�����(-����-�

J��� ���� 0����� �+���� ��� ��+����� ���������� �������
�����!	�� P� ��(�+$��� ���������4�

���� L�LL��F
�	��C�� ���� ��� B�

� ��� ��O�

C�� G�

��	 �� �� �"B/�� �##�

��	 �O B/�� OZ�� O//�

=�



�� ���O/��Z��O�� �

G ��O�� ��O� ��O/��� ��O/�� G�

�

�

������ ��(� ���� �������4 Ci �� i�� ���/�� ����� N − i�  ��
�������� � $3 �+������$ ����3��. �(� C� C = (N − 1)+ (N − 2)+
... + 1 = N ·(N−1)

2 . ������(-�� ��(� ���� ����(�� Mmin = 0� �(�
������ $3 $������ �� �������(-�� Mmax = ?� �(� ������ $�����
�� � �� $!�����.G � 7��� �($ � ��� ��3��� �������� �����/����
�!���

��3� 4�(0����+ ���������� �&�����
50�����6����������7

#���� �($ �����  �� ���(��� ���/��� ���������� ������� �!��
��� ��!���.� )�/�(���$.,� ��� ��� 7(���� $3 $������ ��� P���
�+ �����!�� $($ 0��� �(������� ���������� �$+��-��� ������� � ����
 ��!� +�������-� ����+����(�� (� �� � ����� ���/�� ����4�(�!�
�!��� @�(� �� ������ �!��� � !�(�� �� �(������ ��3� +���� ��-
��!��$� �� ��$� ��� �� ������$. ��������. ������ ���� �����
��(-�� �����(�3���4 )�$+���, �� )��3(��, ���5 �� �� �������
����������� ������� )���(���, �� ���� +� ���� ���/���

8 14 38 40 51 63 90 2
�

#�����(-�� �����(�3���4 )����-, �� )(����, ���5 !$�� )��$��
���-��, �� �����(-�� ���� ��(-�� ��(-�� �� �����$ 0�3�$ �� ��3�
��� ���/���

90 2 8 14 40 51 63
�� � � � �

*�7���$ 2 ���� $($ 0�� �(������� ������� � ����  ��!�  ��
�����- ������(�� ���/����� #� � ���� ���/�� !$�� ���������-
���� �� ���5� ������� � �� �($� � �+$(-��� )(���, 7(���� !$�$�
���������-�� � �� �($ �������� #�  ���/ ���/���/ !$�� ���������-
���� �� �� �(� ������� � ���5$� � �+$(-��� )��3(�, 7(����
!$�$� ���������-�� � ���5$ �������� ;��� � ������ �����5� �������
3��� �� ��3��� ���/�� !$�$� ���3 ��� ���� �������-�� �� 1�

D&



*�($ ���4 � �+$(-��� $($ 0��4 �(������ ��+������ ��
	���
��������	�
 � ��(�+$��� �(�$.24 ���5�$��4�

���� 
��C�	F
�	� �C�� ���� ��� B�

� ��� O�C���	�

��� ���

C�� G�

�  ��

	  C  B/��

�� �

��  ��

��	 �O  	� O Z �� O//� �

�� ���O/�� Z ��O�� �

��  ��

G  ��O/���

��O/��  ��O��

��O�  G�

C  O/�� $% ='93Y3, =;906@4) %$

�

�

�  C#��

�� �J���

��	 �O  �#�� O" 	� O##� �

�� ���O/�� Z ��O�� �

G  ��O/���

��O/��  ��O��

��O�  G�

C  O� $% ='93Y3, 4).<, %$

�

�

	  C/��

� H���� ���"	� II J����

�

*������ fl $��+����� !�(� (� ��(��� ���������� � 5��(�
@�(� ���������� � !�(�� �� ���5�� ���������� ��3�� +���� ��-�
@2 ���� ��(���� $($ 0�� 9 +��������� �� ��3��� ���/�� ���
+�5�� ���(���� �!��� � ����� �����5� ���+$ �� 7��4 ��+�5���
������ E��(�+ $($ 0����� ����� ����(-�� �(�3�� k����  ��

Cmin = N − 1� ��$� ����+�(�  �� ����  ��(� �������4 ������5���

D�



��(-�� N2 − N. #� �� ���(�3��� $($ 0��� � �(��.� ��  ��(�
�!����� 1 ����� �(� ��3��4 �!�� $��-0��  ��(� ������4 � ����
��� �� �� �(�����(-��� ��� (.!�� �(������� ���������� �� �!��
��� ������/ 7(������  ��(� ��!/�����/ ���������� ��������� �
�����  ��($ ������4 � �������

Q���� ���������� �!���� �  $($ 0���� ���������� /$3�  �
���������� ��(. ����� � ��!����� f4������������$ ������� ���
��(-+����- ������ ����� ������ $3 �� �� $������ ��

���8� /��������� � ��9�������
5&�����+ ����������7

8��������� ���- ���� ����������� ��� ������� �!�����.���
������ ���� �������/ 7(������ � +��� � ���������� ���(�����
�(-����� � 5(�� �+�2�� ��$������ �������� � +��� �� ����������
 ��-0�/  ���4�

���$���� ��� �(��  �� �� $3 ��$������ �(� �������� �!���
+�� 7(���� �/����4 ���(�����(-������ ���(  �� ���+�(��- ��+�
��3��� ��+�(��-  �� �� ��$���  ���� �� �����5 ���������
������ m� (�$. B������ 1...mC � ����$. B������ m + 1...NCG ����
 � �� 7(���� (��4  ���� � �����/���� ��/ 7(����� �����4
 ����� �� ��

∀ i, j : 1 ≤ i ≤ m � m < j ≤ N ����(��� : ai ≤ aj . B�DC

Q���� m ��+��� �������
� A��- ��������$� (.!�� ������
�!��� ���(-�� (�$.  ���-� � +��������� 7(����� �����4  ����� �
+��� ���(-�� ����$.� � ������ (��4� *�� 7��� �!������-�� ���$�
��(-�� ���� 7(������ ��/���2��� � ����4  ����� ��7���$ ������4
�!�� � ���$0�� ���4���� B�DC� I�� ��� ��� !$�� ���� � �(� ��
+$(-���$.24 ���(�����(-������ ������� � ��($ 7���� ���+������
$������ ���4 � 5(���

A���� �!��+��� ���( ��+!���� �/����4 ���(�����(-����� �� ��
 ���� +��� �  ���������� � 5(�� �������� � +���  ���������� ��$/
  ���4� J�� ��������4 ����� �������- ��$���.� ��3�$. �+
���(���/  ���4 ���3 ��+�(��- �� ��  ����� ��$������ ��������
�����- �/ � �� ��

?/�� ��$�������� �0��� ���������� �(�$.24 ���5�$��4�

+��"����� *���������,��������� (l, r)
"U l, r 9 �����5� ������$��4 ������(�����(-����� U"

D%



"U 8�+�(�� U"
������� ������(�����(-����- al..ar � $�(���. B�DC
� ����(��- �����$ mG
"U 8�$������4 ��$�� U"
�(� l < m �� "U  ���� �(��� & � � � ������$� U"

?���������8�+�(��� (l, m)G
�(� m + 1 < r �� "U  ���� �(��� & � � � ������$� U"

?���������8�+�(��� (m + 1, r)G
���5 ���5�$��

1� �+!3��� )+�5��(������, �� ��$������� ��$��� �(�$� �!��
� ��-�  ��!� ��+�(��� ���(�����(-����� ������ $���� ���(��-�
J�� ����(������ �(� l ≤ m < r� #� $3 �� ����(� ����������- �
������(-�� ���(�����(-����� �(��� �� ?��������$.2� $�(����
�!���� ��$�������� ��$��� ����3�� � ���5�$��

*�($ �����  �� � ���5�� ���!(��� ��/����4 +��� � �� ���+��� �
�� ���/���� � ������(-��� ���+��� �� B��������� ���(�����(-���
��4 �(��� & � �C� ������ �0��- � � ��!$���� # ���/������ �� ��
�(��- � �(� �(����� �0��4 ���+��� � �0�� ��/����4 +��� � ��
���� ��+����� �+ ��$����� $������ ��� ���(�����(-����� �!���
+$.��� ���� ��!�4 �� �� $������ ��� �/  ���4�

:� 3 ����� 6���� ��� ����(����� ����������� �� � �������
� �!�� 7(�����S #� 6�+ ��+�(���� �((.�����$�� ��� /���0��
���������� $�(���4 �(� �0��� +� ���$. $3 � ��� �0��d � ��
��(�+�5�� 6�+� ��+�(��� �4 �� � ��/�����

1 �� ��� ������� ��+�(��� ��� ������!���� ��� ��+�����4
�����������
 7(��� x� 1 �(���� ���4 ����� �(������� � �� ���
x ��!������ ����+��(-��4 7(��� ������$��4 ���(�����(-������
����4� ���(���4� �����(�3���4 � ����� �(� ��� � 1(���� ��
��!��� �� 766��������- �(������� �� �!�$��� ��3�

1 ���5�� ��+�(��� �� ��!�� � (��4  ���� ���(�����(-���
��� �� 7(���� ai ≤ x� � � �����4 9 �� 7(���� aj ≥ x� ��(��� B�DC
��� 7��� !$�� ����(��� ��3 ��� ��+��3��� ��(� �� ���������/
7(����� x � �!�/  ����/�

1��� ��� !�$2�/ �������$��+��(� i � j� ������ �(�� ��+�(��
�$. ������(�����(-����- �� ��� $ ������ (��4 (al...ai−1)� �����4
(aj+1...ar) � �����4 (ai...aj)� 1 (��� � ������ $ �����/ !$�$� �����(��
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*��5�� ��+�(��� ���- ���(���� ����
i := l; j := r;
5��(
���� ai < x 5��( "U ������� i ≤ r � �$3���

x ��- ����� � ���5 U"
i := i + 1; "U � ���5 ai ≥ xU"

���5 5��(�G
���� x < aj 5��( "U ������� j ≥ l � �$3���

x ��- ����� � �� �( U"
j := j − 1; "U � ���5 aj ≤ x U"

���5 5��(�G
�(� i ≤ j �� "U �(� i = j, a[i = j] = x �

�$3� ����� ������� �(� ��/��� �+ 5��(� U"
�!����- ai � aj G "U ���- ai ≤ x ≤ aj U"
i := i + 1; "U �� �($ �4 ai = x : ��!����- � (�$.  ���- U"
j := j − 1; "U �� �($ �4 aj = x : ��!����- � ����$.  ���- U"

���� i < j
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� �!� 5��(� ����������� �� ��� 1 ���5 3 ������ ���/��� �����/��
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P!��

?!(�3��

i < > j

15 1 8 38 89 51 40 63
Ni jmA���4 ���/���
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� @ ��!��� ����+���
�� ���� ��
������ P��+�(��-�  �� $����0��������� �!����4 ����������

��� ($ 0�4 �+ �+�����/ �� ��� ����� ���� ���������� ���������
*�����(�+��$� ���4���� !�����4 ����������� *��( ���� ��� ��!���
x� ���5��$ ��+!���� ���������� ��- ������� ����� �!��+��� ����(�
����� ����� N �������4� '��(� �!���� ��3�� �5���- �(�$.2��
�!��+��� �$��- ������ ��� N 7(������ x ��!��� � �� ��� ��(����
�$���� 7(����� *$��- ���( ��+�(��� x !$�� +������- � ������
��+�5�. k� '��(� ��!$.2�/�� �!���� �����  ��($ 7(����� � (��4
 ���� ������� Bk − 1C� $���3����$ �� ���������- �����  �� 7(���
�$3�� �!����-� J(��� �!��������� �(� �� � ��-0�  � x� 1�

��������- 7���� ����� N−(k−1)
N � *���$����$� ����+��3�� �������
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1
N
· [

N∑
i=1

(x− 1) · (N − x + 1)
N

] =
N

6
− 1

6 ·N .

?(�����(-��� �3�����  ��(� �!���� ����� ���!(�+��(-�� N
6 �

1 ($ 0� �($ �� ����� � �� ��� ������ ����� ��!������ 7(�
���� ������4 ��-0 ��(����� 7(����� �(� ���� 4 � !�(-0 ��$�
��4 ��(����� �(� ���� 4� ��3�� ��+�(�� ��+!���� ������ ��
�� �����  ����� �  ��(� ���/����� ��!/�����/ �(� ����������� ����
�� log2 N � A���� �!2  ��(� �������4 ����� N log2 N � � �!2  ��(�
�!���� F ������� N

6 log2 N �
P����� � /$�0� �($ � ���������� ���������� )��(���4,� ���

������ ����� � �� ��� ��(����$���� 7(���� ����� ��!������
���!�(-0 +�� ��� A���� � �+$(-��� ��+!���� � (��4  ���� ����
+������ N−1 7(���� �� � ������ ��+!������ �� ���������� �+ �����
�� 7(���� � �+ N−1 7(����� 1 7��� �($ � ����� log2 N ��+!���4
��!/����� ��(��-∼ N ��+!���4� 1 �+$(-��� � /$�0� �($ � �5��
�� ���+������ ∼ N2�  �� ����+�� /$3 ��������(-��4 �����������

����� /��������� ������� ����(���

*�� ��������� ���� ��� ��3��4 7(��� ��� ���� �����������
�� ���� ����(-���� � ���� �������� ��(� ���� 7(������ ������
��-0 ��� J��  ��(� B�(.� ����5�C ����(�� ��+�5�. 7(����
� ��������������4 ���(�����(-����� ��� $�(�����  �� �� 7(����
��+(� ���

*����40�� ��(�+�5�� 7���� ����� ��!$� ����(���(-���� ����
����� � ������� �����(���.��� �������������� 7(���� �� �� ����
�(��� �/ ��+�5�4� J�� ���+��� � ���  �� � ������ ���� �/�����
���(�����(-����- � �����2���� �� �� �!��!���� 7(������ � ���
���- ��� �����$. ���(�����(-����- ��(3�� !��- +��+��������� �
����� �� �(� *�7���$ � $����� �!>�����- �/ � ���(�/ �������
+�������4 ����4 ���(�����(-����-.� ��� �� 7�� �(�(� ���-0�

A���� �!��+��� ��!$��� 7��� ������ �����- 9 2N 7(������
��(� ���� ����(����/ �������4 ����� N2� � ��(� ���� ���2�
��4 7(����� B��� ����������C ����� N �

*� 7��� /������������� ���� ���� �� ���+������ ���/$�0��
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1 7��� ��+�( �� �������� � ���$��$��/ ���(�����(-���� ����$��
B6�4(�/ � ������/C� �(� ������/ ���+��3� �����4 ����$� � 7(���
��� !+ ��������(-���� ��!��� ���0���$.2�/ ��� J�� ���4����
�(�� ������ ��� ����������� ��� ����������� ����� ����
������� � ��!$� ���/ ���/�����

���� /�+��� ����������)������

*�� �������� !$�� �������- �!>����� ��$/ �(� !�( $�������
 ���/ ���(�����(-����4 B�������� �� ��+�������.C � ���$ $�����
�� ��$.� J�� ��3�� ��(��- �(�$.2�� �!��+��� �������- �����-�
0� 7(���� �+ $������ ���/ ���(�����(-����4 � �����-0�4 �+
��/ ������ � �����$. ���(�����(-����- B� ������3��� ��+�5��
� �������� ��4 ���(�����(-������ �+ ������4 ��!��� 7(���C� ���
( ����� �������- �� �(� ���(�����(-����4 � �����-0�4 �+ 7��/
7(����� ��!����- � �����$. ���(�����(-����- � �� �� ��� ��(-�� ���
�� �+ ���(�����(-����4 +���� ����� ��� ���(. ���� �+ ���������
���G ����� ������� ��(-�� ���� ���(�����(-����-�  )/����, ��3��
������ �������- � �����$.�
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�+ ��/ +���0� � ��/����4 6�4(�

g` f` d� a�

�g�a bf `h ��� ��i

�g

#� �(�$.2� 0�� ��������.��� 
 � ���

`g f` d� a�

�g�a bf `h ��� ��i

� `g

J��� ���5�� �����(3���� �� �/ ���� ���� �� 7(���� ������ �
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1 �+$(-��� ��($ �� ��������������4 �� ��+�������. 6�4(�
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���� �(����� 9 ���� �+ ����/ ����/ ������� ������4 ���
������� �!��+�� ��3�� �������- � ��������� 6�4(��� � �����
��� ��������������/ B�������� �� ��+�������.C 6�4(� �(��- � ���
��4 ��������������4 B�� ��+�������.C� �����4 ���� �(����� !�(
���(�3� 6�� #4����� � ��D� �� � �����+�� �(�� ����� �(� ����
������� 6�4(���
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Q�� ����� ���������� �(����� ������� ��+�(�� �/���$. ���
�(�����(-����- �� ��  ����� ��������$� ��3�$. �+ ��/ �� ���(-�
������ � �+$(-���� ��(-�� ��� ������� ��0� *���!�� ���������
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9 �� 6�+ ��$�������� ��$��� ��3��� �+ �!��+$.2�/�� ���(���
���(-����4 �(���� �� ��  ���� �� �/ ���� ���� � �!��+$.��� ���
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�(��� ������ ����(��� 1 ��(� � �� !�����4 ����������� �� �+�+�
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������C� 1���� 3 (���(-���� ������� �������(-��4 �(��� N B���
��(-+$���� (�0-  ���� ��C ����(� !� � +������� ������ �� Nlog2N
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���� ������� �������� � �5�� +����� ������ � ������ ���� ∼ 2N
+����4 � � ������ �($ � ������+����� ��������� �� ���� 7(���
������� aw� +��������4 � ���5�$� �(������ � ��3� !��- �+���
�� ������ �� � ������ a � ���5�$� ����������� � ���( ������
�� ���������� � �$3�� B1��!2� ����(-+����� �(�!�(-��/ �����
��/ � ��$������/ ���5�$��/ ��!$�  �+�� �4��4 ������3����� �
�� ���� ��������� ����� ��� �����/���� �!��2�� � ��� �+ ��+��3��
����(-��/ �������/ ����4 ����4 � ��4 3 ���5�$���C
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��(� ���� �������4 � ���2��4 7(����� �5������� ���
3� ��� �� 7�� �(�(� �(� !�����4 ����������� �� ��3��� $����
��$���� �����/���� ��� ���2��� ��3���� 7(���� aw[i] 9 +��
���- � ��� ��� �(����� ������(�����(-����4 � +����- �+ ��� �
��/����4 ������G ��3��4 +����� � ������ ���0���$� � !�( ���
���� �������� � ��$��� 7(����� ��� �(����� B������� 7(���
�� ��������.��� !+ ��������C� A���� �!��+��� Cmax = Nlog2N �
Mmax = 2Nlog2N �  �� ������ �����4 ���� � ��� ���!�( !�����/
������ �����������

���� /��������� ���� ������� ����������� ��6
+����

*$��- ���- ����� ������� a ��� 6�4( f � ������4 �$3�� ������
�������-� I������  �� � ���5�$� �(����� 0',1' ����$� � 7(�����
 ���4 ������� � � ������$��+$(-���$ ���(. ��(-�� ���(�����(-�
��4� �������$��+��(� ��$2�� ����$�� ������.��� ��(-�� �� ���
��5$ ����� !+ ��+������ � ��� ���� *�7���$ ����5�� ���� a[i + +]
�(� ������� ��3�� +�����- �� ������ ����5��  ���� � +����� 7(�
���� 6�4(� � ������3��� � ��+�5�� �(�$.2�� 7(�����

*�� ��+�(��� ������� ��� � ���/���(��- ���� �������- �����-
��� �!��+$��  ���� � ���������- � ��/ 7(����� 1���� 7����
�� $������(���(� � ���2�(� ��� $��+��(�� P����� 6�4(  ����-
��3�� ��(-�� �� �����$ $��+��(.� ��7���$ ��+�(���  ���� ����
���� ���� ���������- � ���(-�� 6�4(�� A���� �!��+��� �$3��
���5�$�� *)23-� ����(��.2�� 6�+� ��� ��+�(���

#����5� �(� ��+�(��� ������� ����(�� �� ��(-+���(��- +�����
�� �(���� �(� 6�4(�  ��(� �� +����4 � ����� �+����� � �����
(�� �(��� ��!$� ����(���(-���� /�(������ � ��������� ������
�3(��(-��� J�� ��������� �� $������� ���� �����(-�$ ��+�(��
.��� 2 ��������������� 6�4(�� ��+�(�� ��3�� ������+����-
����!�� ���$� ��� ������ ��(��� ���� �� ��$/ �������� 7(���� ��+��
(����� 6�4(� �� �� B������������C � �������� ��������.��� �
��� ����/ 6�4(� ��� ����� ���5�� )��+�� �, ��(���� �����3��
���5� �/������ 6�4(�� ��� 7��� ��(� ���� 7(����� � ����/ 6�4(�/
��(� ���� ������$� �� ����5$�  �� � ��!$����

*� ����� �����(�� 6�+� ��+�(��� �������� � �!��+�����. �(�
�$.2�/ ������$��/ 6�4(�� �� ��+��/ ������/ B�!����� �������
�� ��$2������ ���0����� �/����4 ���(�����(-�����C�
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������ 1� �5���  ��(� �������4 � ���2��4 B���  ����
� +�����C 7(����� �(� ���������� 6�4(�� ����.��� ��� 3�  �� �
�(� ���������

��(� ���� ����(-+$��4 ��0�4 ������� ����� �$������4 �(��
��/ ���������� �$2���$.2�/ 6�4(��� ���� �������� �(�$.2��
�!��+��� Q�/����4 6�4( �$2���$� ������ � �� N 7(������ P!�
6�4(� ���� $����� ���( ��+�(��� ��3 �$2���$.� ������ ��(��-
�� �(����� 9 � ��/ ��3 N 7(������ g�4(� %��� $����� �$2���$�
.� � ����������� �� ������ ��($ �.��� ��+�(��� ���� 6�4(�
���� $������ $�� ��3�.��� ���( �(������ � ��� ��/�� �� %��$ 6�4�
($ ���� $����� +�������� ��� �����- ��3� !��- ������(-+������
A���� �!��+��� �� %�� $���� ����� /������� ���(� N/2 7(������
E��(��� ��� �� =�� $���� /������� N/4 7(����� �� k�� 9 N/2k−1� ��
���(��� [log2N ] $���� 9 � 7(���� P��� ��(-�� �� ����� �($!����
$���� ��$���� � ������ ��3� ��/����-�� 1+2+4+...+N/2+N+N ∼
3N 7(������

*��2�� B��+��3�� �����+���/C +����4 �� ��0�4 ������
��3� +����- +�� ��(-�� ����� ������� !�(-0�  � ����(���
����+�� !�(-0��  ��(� ���2��4 �� ��$����4� ��7���$ �(� ��0�
�4 ���������� ������+�5�� ����� 7��� 6������ �������(�� ���!�4
������ *�7���$ 2 �� ������ ����� 6�4(� �����(���(��- �� ������
��6����/ (���/� � )�������, �+�� �(� �4�����(-�$. ������$
���$0��� !�( ����$��� ��$/$������4 �����! ������+�5�� 6�4(��� �
��� 6�4(� +����4� ����3�2�� ��!������ ������ � ����	����
���
����3�2�� ������� +���������� )�(. n ���(��,� �(. �� ��� ��
������� 7�� ��(-�� �� ��6����5��� �������� ������4 ����(����
�������(-��4 ������� +����4� � ���(�� 9 7�� ��+�5�� � ��������
6�4( +����4� ���������$.2�/ �(. ��� *�� ��/ ����5��/ ������
� ���������� �!��!�����.��� !�( ������� ������6�4(�� � ����$�
� ��������$ 6�4($ ����(����� ���� ��+� ����� ��+�5�� ��!$��4
+����� ���������� ����(��� ��!��(�� +����� � 6�4( ����� �+���
 �(� ����������  � ���5 ��������� 6�4(�� *�� $��(��� 3 +����
�� �!� �� $��(�(�� ��(-�� ����� �+ ������6�4(�� � +����- � 6�4(
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��(-�� ��� �(��- ��� $��(���� B)�����,C� ?�5��(-�� ����������
����5�� $�(������ 6�4(� B���������� � $��(��� )�����,C ���
��(��(��- �� ���� �/�!�($3������ $����4���� ����� ��!��� �� ���
0�� � ����+����(��-�

?������� ��0���� ��� ��� ������� ����+�����(-�� �� ��+�
���(� � �!>�� �!��!�������/ �����/� *�7���$ �/��(���� �����
���������/ 6�4(�� ������.��� � ������/ �!��!���� �����/ �� ��/
����

���� '���(����

Q+ �������(����� ������(� �����  �� �� ������ ����� ������
����� ��.� !������4���� ∼ N2� O $����0���������� ����� 9
Nlog2N � ?��������� ������ �����!	� ��(���� ���/$�04 ���� ��/
�������(���/ � ������ ����!��� @ $($ 0��4 ������� 9 ��
	���
���������� /$3 ���������� �������� ��(. ���� � ��!����� ����
�($ ��� ����� �/����� ���(�����(-����- $3 )�� ��, ��������������
4������ ���������� � �!2� �($ � ��(���� ���($ 04� ��$� �����
+�(�  �� �� �������� ��(� ��� �������(���/ ������� ��� ������
/���� ���������!��� � 1, 5 ��+�� P�� ������$� ���(�����(-����- �
7(������� �����(�3����� � �!������ ������� ��� 3 /���0�� ���
� � ����(-��/ �($ ��/� A� � �� ������� ���!(�� ���/$�0�� �($�
 ��� ����� ������ ���������� ���������� )��(���4,� ���������!�
��� ���������� ��� ���!�(-�$. �5��$� �(� � !�( ���� ���/����
�($ ��� ����� 7(���� �����(�3�� )�� ��, � �!������ �������

Q�� ���� �(�$.2�� ������ � �-.�� ���������	 �+��$��/
0���-1�� # +���1%- #������ +��	 � �+��$��0��� +�#��/
�������%�#�� �� N 2������� ������#$ � ��%3� c ·N · log2N
#������ +�� c > 0,N −→∞�

P!��������� �(� +������4 ���(�����(-����� �+ N 7(����� ���
3� !��- �������� N ! ����������� E(������ ����������� $�������
(���.2�4 �$�� �������� ���� ����� �+ 7��/ ���������� ��(����
��������� �����(-��� �0���� 6���� ��� ��$2���(�� ��$�� ��
��� ��+������$ ������ ������
 9 ���� ���$ ���$� (���-��� ���
������ ��(�.��� �0���� � $+(��� 9 $�(����� ��+��(�.2� �$+��-
��!���

�(� ���(�����(-����� �+ ��/ 7(����� a, b, c �(������� $�����
�� ���.2�4 � ����2-. �������4� ��3�� ���������- � ��� ����
�0��4� ��� 7�� ����+��� �� ���� R�
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c < a < b
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8��� R� ���� �0��4 �(� ���(�����(-����� �+ ��/ 7(�����

�(� 7��4 ���(�����(-����� ��3�� ��������- 0��- ��+(� ��/
����������� ������ ��(�.��� (���-��� � �������(���� ��� ��
0��4�

�(� +��� � ���������� � ��� �0��4 ��(3�� !��- N ! (���-��
I�� ��� ������ ���� �0��4 ≥ log2N ! Q+ ��������O

N ! ≥ N · (N − 1) · (N − 2) · ... · [N
2

] ≥ (
N

2
)

N
2

�(�$� +��(. �� ������ ��� ���

log2N ! ≥ (
N

2
) · log2

N

2
≥ (

N

4
) · log2N (��� N ≥ 4).

E ��(� ���� �������4� ������ ��!/����� ��(��-�  ��!� ��($ ��-
(.!$. �+ ���������� ������� � ��-0 % Blog26 ≈ 2.5C�  �� � �����
�� ���� R�

1 ������ $ !��� ����!�� ���������� �(������� ������ � ������
����� �(� �������� � 6�4(��� # ���������� �(������� �(� ����/
���$��$� �����/� ��� ������ � ���-�� �� ����. ��������  ����(-
���� �������� �� +����� � ������� �	�������� *����(�������  ��
7�� ������� !$�$� ���������� � �(�$.2� $ !��� ����!��� �����
���������� �� �+$ �� ������ ���4 ������+�5�� ���$��$� �����/ �
�(�������� �!/���� ������� ������� 7(����� � ���� �!>����
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�
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