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1. ВВЕДЕНИЕ

Понятие эквивалентности является важнейшим для любой теории
систем. Поведенческие эквивалентности обычно используются при спе-
цификации и верификации для сравнения поведения систем, а также
упрощения их структуры. В настоящее время для параллельных/рас-
пределенных систем существует большое разнообразие эквивалентност-
ных понятий, взаимосвязи между которыми хорошо изучены в литера-
туре [8]. Наиболее известны два подхода — бисимуляционный [10, 13] и
тестовый [7]. Две системы считаются бисимуляционно эквивалентными,
если внешний наблюдатель не может обнаружить различий в поведении
этих систем. На основе такого эквивалентностого понятия разработана
элегантная математическая теория, одно из основных достижений кото-
рой — эффективные алгоритмы распознавания бисимуляции для систем
с конечным числом состояний. При тестовом подходе поведение системы
исследуется посредством набора тестов. Два процесса считаются тесто-
во эквивалентными, если они могут или должны проходить один и тот
же набор тестов. Такое эквивалентностное понятие привело к появле-
нию математической теории, которая естественным образом объединяет
эквивалентности и предпорядки. Однако разрешимость тестовой экви-
валентности обычно достигается сведением ее к бисимуляционной [4].

В последнее десятилетие резко возрос интерес к разработке и ис-
следованию распределенных систем, функционирующих в режиме ре-
ального времени. Поэтому в литературе были сделаны попытки ввести
понятие времени в эквивалентностные отношения, чтобы позволить ис-
следовать временные аспекты поведения систем. Например, в работе [6]
вводятся понятия и характеризуются временные тестовые эквивалент-
ности и предпорядки в контексте процессных алгебр.

Цель данной статьи состоит в разработке основы для построения
временных тестовых эквивалентностей и предпорядков и исследовании
их разрешимости в контексте более широкой модели — структур со-
бытий с дискретным временем. Структуры событий [14] — одна из по-
пулярных моделей с семантикой "истинного"параллелизма. Основное
достоинство структур событий состоит в том, что они позволяют есте-
ственным образом описывать и изучать базовые отношения (причинной
зависимости, параллелизма и недетерминированного выбора) между со-
бытиями системы. Тестовые эквивалентности и предпорядки в контек-
сте структур событий были исследованы в работах [2, 9]. Так как клас-
сические модели структур событий не учитывают временные аспекты
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системного поведения, то в литературе был рассмотрен ряд временных
расширений этих моделей [11, 12]. Однако такие временные структуры
ориентированы на решение специальных проблем и, к сожалению, не
пригодны для построения тестовых эквивалентностей. Поэтому в дан-
ной работе сначала вводятся структуры с временными дискретными
интервалами на событиях, а затем делается решается проблему распо-
знавания временной тестовой эквивалентности в контексте рассматри-
ваемой модели.

Материал статьи разбит на части следующим образом. В разделе 2
вводятся основные понятия, связанные с временными структурами со-
бытий. В разделе 3 определяются временные тестовые предпорядки и
эквивалентности. Понятия бисимуляций и пребисимуляций вводятся в
разделе 4, где также дается их характеризация. В заключение приво-
дится решение проблемы распознавания временных тестовых эквива-
лентностей и предпорядков посредством сведения ее к проблеме распо-
знавания соответствующих бисимуляций и пребисимуляций.

2. ВРЕМЕННЫЕ СТРУКТУРЫ СОБЫТИЙ

Здесь вводится модель временных структур событий, которая явля-
ется расширением модели Винскеля [14] за счет введения временных
интервалов на события структуры.

Сначала определим понятие структуры событий. Для этого нам по-
надобятся следующие обозначения. Пусть Act — конечное множество
действий и τ — невидимое действие, причем τ �∈ Act. Тогда Actτ =
Act ∪ {τ}.
Определение 1. Структура событий, помеченная над Actτ , — это

набор S = (E,≤,#, l), где
• E — счетное множество событий;
• ≤ ⊆ E × E — частичный порядок (отношение причинной зави-
симости), удовлетворяющий принципу конечности причин: ∀e ∈
E . {e′ ∈ E | e′ ≤ e} — конечное множество;

• # ⊆ E × E — симметричное и иррефлексивное отношение (от-
ношение конфликта), удовлетворяющее принципу наследования
конфликта: ∀e, e′, e′′ ∈ E . e # e′ ≤ e′′ ⇒ e #e′′ ;

• l : E → Actτ — помечающая функция, сопоставляющая каждо-
му событию из E действие из Actτ .

Пусть S = (E,≤,#, l) — структура событий. Далее, пусть C ⊆ E.
Тогда C — левозамкнутое, если ∀e, e′ ∈ E . e ∈ C ∧ e′ ≤ e ⇒ e′ ∈ C;
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C — бесконфликтное, если ∀e, e′ ∈ C . ¬(e # e′); C — конфигурация в S,
если C — левозамкнутое и бесконфликтное множество. Множество всех
конфигураций в S обозначается через Conf(S). Для C ∈ CONF (S)
определим множество En(C) = {e ∈ E | C ∪ {e} ∈ Conf(S)}.

В дальнейшем ограничимся рассмотрением конечных структур со-
бытий, т.е. структур, множество событий которых конечно.

Введем ряд обозначений, необходимых для определения понятия вре-
менной структуры событий. Пусть N — множество натуральных чисел,
N0 — множество натуральных чисел с нулем. Определим множество
временных интервалов Interv(N0) = {[d1, d2] ⊂ N0 | d1, d2 ∈ N0}.

Теперь можно ввести понятие временной структуры событий.
Определение 2. Временная структура событий, помеченная над

Actτ , — это пара TS = (S,D), где
• S = (E,≤,#, l) — структура событий, помеченная над Actτ ;
• D : E → Interv(N0) — временная функция, сопоставляющая
каждому событию из E временной интервал из Interv(N0).

В графическом представлении временной структуры события изоб-
ражаются вместе с сопоставленными им действиями и временными ин-
тервалами; между парами событий, включенными в отношение при-
чиной зависимости, рисуются стрелки (стрелки, относящиеся к парам,
выводимым из свойства транзитивности, опускаются); между парами
событий, включенными в отношение конфликта, рисуются символы ′#′

(символы, относящиеся к парам, выводимым из условия наследования
конфликта, опускаются). Пример временной структуры событий приве-
ден на рис. 1. Иногда, чтобы не загромождать рисунок, будем опускать
события, указывая только соответствующие помечающие действия.

TS1

a : e1[0, 1] b : e2 [0, 1]

τ : e3 [0, 1]
#

�

Рис. 1.

Множество временных структур событий, помеченных над Actτ , будем
обозначать через Eτ . Зафиксируем помеченные временные структуры
событий TS = (S = (E,≤,#, l), D) и TS′ = (S′ = (E′,≤′,#′, l′), D′) из
класса Eτ и далее будем работать с ними.
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Состоянием в TS будем называть пару M = (C, δ) такую, что C ∈
Conf(S) и δ : E → N0 — временная функция, сопоставляющая текущие
временные значения событиям. Множество состояний в TS будем обо-
значать через ST (TS). ПустьMTS = (∅, 0)— начальное состояние в TS.
Состояние M = (C, δ) называется заключительным, если En(C) = ∅.

Выполнение временной структуры событий представляется после-
довательностью переходов из состояния в состояние. Переход из одного
состояния в другое осуществляется либо посредством выполнения со-
бытия, либо посредством истечения некоторого времени. Мы предпола-
гаем, что событие выполняется мгновенно.

ПустьM1 = (C1, δ1),M2 = (C2, δ2) ∈ ST (TS), причемM1 не является
заключительным состоянием. Событие e ∈ En(C1) может выполнить-
ся в M1 (обозначается M1

e→), если δ1(e) ∈ D(e). Будем писать M1
a→,

если M1
e→ и l(e) = a. Состояние M1 переходит в состояние M2 по-

средством выполнения события e (обозначаетсяM1
e→M2), если M1

e→,
C2 = C1 ∪ {e} и

δ2(e′) =
{

0, если e′ ∈ En(C2) \ En(C1)
δ1(e′) иначе.

Будем писать M1
a→M2, если M1

e→M2 и l(e) = a.
Время d ∈ N может пройти в состоянииM1 (обозначаетсяM1

d→),
если ∀e ∈ En(C1) ∃d′ ≥ d . δ1(e) + d′ ∈ D(e). Состояние M1 переходит
в состояние M2 посредством истечения времени d ∈ N (обозначается
M1

d→M2), если C2 = C1 и δ2(e) = δ1(e) + d для всех e ∈ E.
Слабое отношение перехода на состояниях в TS определяется как

отношение ⇒ такое, что ε⇒ ⇐⇒ τ→∗
и x⇒ ⇐⇒ ε⇒ x→ ε⇒, где x ∈ Act ∪N и

τ→∗
— рефлексивное транзитивное замыкание отношения τ→. Рассмот-

рим дополнительное правило для отношения перехода d⇒: M d1+d2=⇒ ⇐⇒
M

d1⇒d2⇒, где d1, d2 ∈ N.
В дальнейшем нам понадобятся следующие вспомогательные поня-

тия и обозначения.
Пусть Act(N0) = {a(d) | a ∈ Act ∧ d ∈ N0} — множество временных

действий. Тогда (Act(N0))∗ — множество временных слов. Пусть также
� : (Act(N0))∗ → N0 — функция, измеряющая длительность времен-
ного слова, такая, что �(ε) = 0, �(w.a(d)) = �(w)+d. Определим мно-
жество Dom(Act, N0) = {〈w, d〉 | w ∈ (Act(N0))∗, d ∈ N0, d ≥ �(w)}.
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Далее определим функцию ρ : (Actτ ∪ N)∗ −→ Dom(Act,N0) следую-
щим образом : ρ(ε) = 〈ε, 0〉, пусть для α ⊆ (Actτ ∪ N)∗ ρ(α) определено
и ρ(α) = 〈w′, d′〉, тогда

ρ(αy) =

⎧⎨
⎩

〈w′.y(d′ −�(w′), d′〉, если y ∈ Act,
〈w′, d′ + y〉, если y ∈ N,
〈w′, d′〉, если y = τ.

Обобщим слабое отношение перехода на временные слова из (Act(N0))∗

и Dom(Act, N0) следующим образом. Пусть d ∈ N, d′ ∈ N0, a ∈ Act и
w ∈ (Act(N0))∗. Тогда:

если M a⇒M ′, то M
a(0)⇒ M ′;

если M d⇒ a⇒M ′, то M
a(d)⇒ M ′;

если M w⇒a(d′)⇒ M ′, то M
w.a(d′)
=⇒ M ′;

если M w⇒M ′, то M
〈w, �(w)〉

=⇒ M ′;

если M
〈w, d′〉
=⇒ d⇒M ′, то M

〈w, d′+d〉
=⇒ M ′.

Множество L(TS) = {〈w, d〉 ∈ Dom(Act,N0) | MTS
〈w,d〉
=⇒} будем

называть языком временной структуры событий TS. Например, для
временной структуры событий TS1, изображенной на рис. 1, имеем
L(TS1) = {〈ε(d1), d1〉, 〈a(d1), d1+d2〉, 〈a(d1)b(d2), d1+d2〉 | 0 ≤ d1, d2 ≤ 1,
d1 + d2 ≤ 1}.

3. ВРЕМЕННАЯ ТЕСТОВАЯ ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ

В данном разделе определяется ряд понятий временных тестовых
предпорядков и эквивалентностей в контексте рассматриваемой модели.

Пусть ω �∈ Actτ и Actτ,ω = Actτ ∪ {ω}. Тогда Eτ,ω будет обозначать
множество тестов — множество временных структур событий с помеча-
ющей функцией над Actτ,ω. Для теста TTS ∈ Στ,ω TTTS обозначает его
начальное состояние. Далее пусть x с индексом и без — элемент множе-
ства Act ∪ N, y с индексом и без него — элемент множества Actτ ∪N.
Определение 3. Пусть TS ∈ Eτ , TTS ∈ Eτ,ω и M ∈ ST (TS), T ∈

ST (TTS). Тогда
• M‖T — тестовое состояние. Тестовое состояние является ус-
пешным, если событие, помеченное символом ω, может выпол-
ниться в T ;

• если M
x→ M ′ и T

x→ T ′, то M‖T x→ M ′‖T ′; если M τ→ M ′, то
M‖T τ→M ′‖T ; если T τ→ T ′, то M‖T τ→M‖T ′;
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• максимальная последовательность M0‖T0
y1→ M1‖T1

y2→ · · · yn→
Mn‖Tn (n ≥ 0) называется вычислением, начинающимся те-
стовым состоянием M0‖T0. Вычисление является успешным,
если ∃0 ≤ i ≤ n . Mi‖Ti — успешное. y1 . . . yn будем называть
последовательностью, соответствующей ν. Множество всех
вычислений, начинающихся тестовым состоянием M‖T , будем
обозначать через Comp(M‖T );

• M may T , если существует успешное вычисление из Comp(M‖T ).
TS may TTS, если MTS may TTTS;

• M must T , если каждое вычисление из Comp(M‖T ) успешно.
TS must TTS, если MTS must TTTS.

Слабое отношение перехода на тестовых состояниях определяется так-
же, как и на состояниях временной структуры событий.

a � a [1, 1][0, 1]

a[0, 1]

d [2, 2]

a [0, 2]

#

TS2 TS′
2

#
�

�

a � a [0, 1][0, 1]

a[0, 1]

d [2, 2]

a [1, 2]

#

#
�

�

Рис. 2.

Определим понятия временных тестовых предпорядков и эквива-
лентностей.
Определение 4. • TS ≤α TS′ ⇐⇒ ∀ TTS ∈ Eτ,ω . TS α TTS ⇒

TS′ α TTS, где α ∈ {may, must};
• TS ≤test TS′ ⇐⇒ TS ≤may TS′ ∧ TS ≤must TS′;
• TS �α TS′ ⇐⇒ TS ≤α TS′ ∧ TS′ ≤α TS, где α ∈ {may, must,
test}.

Пример test-эквивалентных временных структур событий приведен
на рис. 2. На рис. 3 показаны временные структуры событий TS3 и
TS′

3, которые may-эквивалентны, но не must-эквивалентны. Например,
рассмотрим тест TTS3, также изображенный на рис. 3. Имеем, что
TS′

3 must TTS3, но не верно, что TS3 must TTS3, так как существует
неуспешное вычисление из Comp(MTS3‖TTTS3), которому соответству-
ет символьная последовательность τ.1. На рис. 4 приведены не may-
эквивалентные временные структуры событий. Рассмотрим тест TTS4,
также изображенный на рис. 4. Имеем, что TS4 may TTS4, но не вер-
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но TS′
4 may TTS4, так как любое вычисление из Comp(MTS′

4
‖TTTS4)

является неуспешным.

TS′
3TS3

[0, 0] τ

τ[0, 0]
#

b [1, 2]�

a
[0, 0] τ

[1, 1]

b [1, 2]
#����

����

TTS3

b

a

[0, 0]

[0, 0]

τ

τ

[1, 2]

[1, 1]

c

c

[1, 2]

[1, 2]

#

#

����

����

����

����

a [1, 1]�

τ[0, 0]
#

c [1, 2]�

[1, 1] a

b[1, 1]
#

ω [0, 0]�

ω [0, 0]�

#

#

Рис. 3.

TS′
4

a [1, 1]
TS4

τ a [0, 1]�[0, 0]

TTS4

a ω [0, 0]�[0, 0]

τ b [0, 0]�[0, 0]

Рис. 4.

Введем ряд вспомогательных обозначений, которые будут полезны в
дальнейшем. Пусть M ∈ ST (TS), 〈w, d〉 ∈ Dom(Act,N0). Тогда S(M) =

{z ∈ Actτ ∪ {1} | M
z→} и Acc(TS, 〈w, d〉) = {S(M ′) | MTS

〈w,d〉
=⇒

M ′, M ′ � τ→}. Пусть N,N ′ ⊂ 2Act∪{1}. Тогда N ⊂⊂ N ′ ⇐⇒ ∀S′ ∈
N ′ ∃S ∈ N . (S ⊆ S′) и N ≡ N ′ ⇐⇒ N ⊂⊂ N ′ ∧ N ′ ⊂⊂ N .

Заметим, что N ⊂⊂ N ′ ⇐⇒ minN ⊂⊂ minN ′ и N ≡ N ′ ⇐⇒
minN = minN ′, где minN = {S ∈ N | ¬(∃S′ ∈ N . S′ ⊂ S)}.
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Утверждение 1. а) TS ≤may TS′ ⇐⇒ L(TS) ⊆ L(TS′);
б) TS ≤must TS′ ⇐⇒ ∀〈w, d〉 ∈ Dom(Act, N) . Acc(TS, 〈w, d〉) ⊂⊂
Acc(TS′, 〈w, d〉).

Доказательство.
а)⇐ Предположим L(TS) ⊆ L(TS′). Пусть TS may TTS для некото-
рого TTS ∈ Eτ,ω. Тогда существует вычисление MTS ||TTTS = M0||T0

y1→
· · · yn→ Mn||Tn такое, что ∃0 ≤ i ≤ n Ti

ω→ . Построим временное сло-
во 〈w, d〉 = ρ(y1 . . . yn). Так как 〈w, d〉 ∈ L(TS) ∩ L(TTS), то 〈w, d〉 ∈
L(TS′) ∩ L(TTS) согласно предположению. Следовательно, MTS′

〈w,d〉
=⇒

и TTTS
〈w,d〉
=⇒ . Тогда существует вычисление MTS′ ||TTTS = M ′

0||T0
y′1→

· · · y
′
i′→ M ′

i′ ||Ti . . .
y′

n′→ M ′
n′ ||Tn такое, что 〈w, d〉 = ρ(y′1 . . . y′n′) и Ti

ω→, т.е.
TS′ may TTS.

В силу произвольности выбора TTS получаем TS ≤may TS′.
а)⇒ Предположим TS ≤may TS′. Пусть 〈w, d 〉 ∈ L(TS). Без потери
общности полагаем 〈w, d〉 = 〈a1(d1) . . . an(dn),

∑n
i=1 di+dn+1〉, где n ≥ 0.

Нужно показать, что 〈w, d〉 ∈ L(TS′).

a1 : e1 a2 : e2 an : en ω : en+1� ��� �
[d1, d1] [d2, d2] [dn, dn] [dn+1, dn+1]

TTS

Рис. 5.

Строим тест TTS = (E,≤,#, l, D) ∈ Eτ,ω, изображенный на рис. 5,
следующим образом :

• E = {ei|1 ≤ i ≤ n+ 1};
• ≤ = {(ei, ej)|0 ≤ i ≤ j ≤ n+ 1};
• # = ∅ ;
• для ∀ 1 ≤ i ≤ n . l(ei) = ai, l(en+1) = ω;
• для ∀ 1 ≤ i ≤ n+ 1 . D(ei) = [di, di].

Согласно построению TTS существует вычисление MTS ||TTTS y1→ · · · ym→
Mm||Tm такое, что ρ(y1 . . . ym) = 〈w, d〉 и Tm

ω→. Это означает, что
TS may TTS. Поскольку TS ≤may TS′ , то существует вычисление

MTS′ ||TTTS y′1→ · · · y
′
m′→ M ′

m′ ||T ′
m′ такое, что T ′

i
ω→ для некоторого 0 ≤ i ≤

m. Из построения TTS следует, что T ′
m′ = Tm и ρ(y′1 . . . y′m′) = 〈w, d〉 ∈

L(TS′).
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В силу произвольности выбора 〈w, d〉 ∈ L(TS) получаем L(TS) ⊆
L(TS′).
б)⇐ Пусть выполнено условие теоремы. Возьмем произвольный тест
TTS ∈ Eτ,ω такой, что TS must TTS. Покажем, что TS′ must TTS,
т.е. каждое вычисление из COMP (MTS′‖TTTS) успешно. Возьмем про-

извольное вычисление ν′ = M ′
TS′‖TTTS = M ′

0‖T0
y′1→ . . .

y′n→ M ′
n‖Tn

(n ≥ 0) ∈ Comp(MTS′‖TTTS). Покажем ∃0 ≤ i ≤ n . Ti
ω→. Пусть

〈w, d〉 = ρ(y′1 . . . y
′
n). По условию теоремы существует S ∈ Acc(TS, 〈w, d〉)

такое, что S ⊆ S(M ′
n). Согласно определению множества Acc(TS, 〈w, d〉)

имеем MTS
〈w,d〉
=⇒ M,M � τ→ и S(M) = S для некоторогоM ∈ ST (TS). То-

гда можно найти последовательность ν = MTS‖TTTS = M0‖T0
y1→ . . .

ym→
M‖Tn (m ≥ 0) такую, что ρ(y1 . . . ym) = 〈w, d〉. Кроме того, так как
ν′ ∈ Comp(MTS′‖TTTS), то S(M ′

n)∩S(Tn) = ∅. Значит, S(M)∩S(Tn) = ∅.
Следовательно, ν ∈ Comp(MTS‖TTTS). Так как TS must TTS, то ν —
успешное вычисление, т.е. ∃0 ≤ i ≤ n . Ti

ω→. Таким образом, ν′ — также
успешное вычисление.
б)⇒ Предположим обратное, т.е. для некоторого 〈w, d〉 ∈Dom(Act, N0)
верно ∃S′ ∈ Acc(TS′, 〈w, d〉) ∀S ∈ Acc(TS, 〈w, d〉) . ¬(S ⊆ S′). Пусть

〈w, d〉 = 〈a1(d1) . . . an(dn),
∑n

i=1 di+dn+1〉(n ≥ 0). Пусть такжеMTS′
〈w,d〉
=⇒

M ′, ¬(M ′ τ→) и S′ = S(M ′). Рассмотрим все возможные случаи.
1. ∀S ∈ Acc(TS, 〈w, d〉) . ¬(S |Act⊆ S′ |Act). Определим множество

B = ∪ {S |Act \S′ |Act| S ∈ Acc(TS, 〈w, d〉)}. Без потери общности пола-
гаем B = {b}.

τ : e0 a1 : e1 τ : en+1 b : ẽn+2� ��

τ : f1
#

ω : g1

an : en

τ : fn
#

ω : gn

τ : fn+1

#

ω : gn+1

ω : g̃n+2

�
�

[0, 0] [d1, d1] [dn, dn] [dn+1, dn+1] [0, 0] [0, 0]

[0, d1] [0, dn] [0, dn+1]

[0, 0] [0, 0] [0, 0]˜TTS

��
�
�

�

�

� �

�

Рис. 6.

Строим тест ˜TTS = (S̃ = (Ẽ, ≤̃, #̃, l̃), D̃), графическое представле-
ние которого дано на рис. 6, следующим образом:

– Ẽ = {ei|0 ≤ i ≤ n+ 1} ∪ {gi, fi | 1 ≤ i ≤ n+ 1} ∪ {ẽn+2, g̃n+2},
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– ≤̃ = ({(ei−1, ei), (ei−1, fi), (fi, gi) | 1 ≤ i ≤ n+ 1}∪
{(en+1, ẽn+2), (ẽn+2, g̃n+2)})∗,

– #̃ = {(ej, fi), (fi, ej), (ej , gi), (gi, ej), (fi, ẽn+2), (ẽn+2, fi),
(gi, ẽn+2), (ẽn+2, gi), (fi, g̃n+2), (g̃n+2, fi), (gi, g̃n+2), (g̃n+2, gi) |
1 ≤ i ≤ j ≤ n+ 1} ∪ {(fi, fj), (fj , fi), (gi, fj), (fj , gi),
(gi, gj), (gj , gi) | 1 ≤ i, j ≤ n+ 1, i �= j},

– l̃(e0) = τ , l̃(ei) = ai для всех 1 ≤ i ≤ n,
l̃(fi) = τ для всех 1 ≤ i ≤ n+ 1,
l̃(gi) = ω для всех 1 ≤ i ≤ n+ 1,
l̃(en+1) = τ , l̃(ẽn+2) = b, l̃(g̃n+2) = ω,

– D̃(e0) = [0, 0] , D̃(ei) = [di, di], D̃(fi) = [0, di], D̃(gi) = [0, 0]
для всех 1 ≤ i ≤ n+ 1,
D̃(ẽn+2) = D̃(g̃n+2) = [0, 0].

Сначала покажем, что TS must ˜TTS, т.е. любое вычисление из Comp
(MTS‖T

˜TTS
) является успешным. Рассмотрим все возможные макси-

мальные последовательности в ˜TTS.
(а) σа = T

˜TTS

τ→ T0
d1→a1→ T1 · · ·Ti−1

di→ ai→ Ti
τ→ Ti+1

ω→,
где 0 ≤ i ≤ n. Легко показать, что любое вычисление из Comp(MTS

‖T
˜TTS

), построенное по σа, имеет вид:

νа = MTS‖T
˜TTS

ε⇒M0‖T0
d1⇒a1→M1‖T1 · · ·Mi−1‖Ti−1

di⇒ai→
Mi‖Ti ε⇒Mi+1‖Ti+1,

Докажем, что любое вычисление νа является успешным. Пола-
гаем Tj = (Cj , δj) для всех 0 ≤ j ≤ i+ 1. (здесь и далее полагаем
0 ≤ i ≤ n, если не заданы другие границы). Тогда верно ei ∈ Ci.
Так как •fi+1 = {ei} ⊆ Ci и ¬(e #̃ fi+1) для всех e ∈ Ci, то
fi+1 ∈ En(Ci). Кроме того, имеем δi(fi+1) = 0 ∈ D̃(fi+1). Зна-

чит, Ti
fi+1→ . Поскольку νа — вычисление, то Mi+1‖Ti+1 � τ→. Тогда

Ti+1 � τ→. Следовательно, fi+1 ∈ Ci+1. Так как •gi+1 = {fi+1} ⊆
Ci+1 и ¬(e #̃ gi+1) для всех e ∈ Ci+1, то gi+1 ∈ En(Ci). Следова-
тельно, Ti+1

ω→, поскольку δi+1(gi+1) = 0 ∈ D̃(gi+1) и l̃(gi+1) = ω.
Таким образом, νа — успешное вычисление.

(б) σб = T
˜TTS

τ→ T0
d1→a1→ T1 · · ·Ti−1

di→ ai→ Ti
xi+1⇒ Ti+1

ω→,
где 0 ≤ i ≤ n и xi+1 ∈ [1, di+1]. Легко показать, что любое
вычисление из Comp(MTS‖T

˜TTS
), построенное по σб, имеет вид

либо νа, либо
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νб = MTS‖T
˜TTS

ε⇒M0‖T0
d1⇒a1→M1‖T1 · · ·Mi−1‖Ti−1

di⇒ai→
Mi‖Ti xi+1⇒ Mi+1‖Ti+1,

где 0 ≤ i ≤ n и xi+1 ∈ [1, di+1]. Доказательство успешности вы-
числения νб аналогично доказательству успешности вычисления
νа (см. п. (а)).

(в) νв = T
˜TTS

τ→ T0
d1→a1→ T1 · · ·Tn−1

dn→an→ Tn
dn+1⇒ Tn+1

b→ Tn+2
ω→.

Можно легко показать, что νа и νб могут быть вычислениями из
Comp(MTS‖T

˜TTS
), построенными по σв. Докажем, что все дру-

гие вычисления из Comp(MTS‖T
˜TTS

), построенные по σв, имеют
вид

νб = MTS‖T
˜TTS

ε⇒M0‖T0
d1⇒a1→M1‖T1 · · ·Mn−1‖Tn−1

dn⇒an→
Mn‖Tn dn+1⇒ Mn+1‖Tn+1

b→ Mn+2‖Tn+2.
Предположим обратное, т.е. существует M̃ ∈ ST (TS) такое, что

MTS
〈w,d〉⇒ M̃, M̃ � τ→ и M̃ � b→. Тогда b �∈ S̃ = S(M̃), что противоре-

чит определению множества B.
Доказательство успешности вычисления νв аналогично доказа-
тельству успешности вычисления νа (см. п. (а)).

Таким образом, любое вычисление из Comp(MTS‖T
˜TTS

) является успеш-
ным, т.е. TS must ˜TTS.

Далее рассмотрим вычисление ν′ = MTS′ |T
˜TTS

ε⇒M ′
0‖T0

d1⇒a1→M ′
1‖T1

· · ·M ′
n−1‖Tn−1

dn=⇒an→ M ′
n‖Tn

dn+1=⇒ M ′‖T ′
n+1

τ→M ′‖Tn+1 ∈ Comp ( MTS′‖
T

˜TTS
) такое, что S(M ′) = S′, T ′

n+1

en+1→ Tn+1 Пусть Ti = (Ci, δi) для
всех 0 ≤ i ≤ n + 1 и T ′

n+1 = (C′, δ′). Тогда для всех 1 ≤ i, j ≤ n + 1
имеем ẽn+2 �∈ Cj и fi �∈ Cj , поскольку ei ∈ Ci и ei #̃ fi. Значит, для
всех 1 ≤ i, j ≤ n+ 1 верно g̃n+2, gi �∈ En(C0), g̃n+2, gi �∈ En(Cj) и g̃n+2,
gi �∈ En(C′), так как •g̃n+2 = {ẽn+2}, •gi = {fi}. Исходя из того, что
l̃(g̃n+2) = ω и l̃(gi) = ω для всех 1 ≤ i ≤ n+ 1, имеем (Tj � ω→) и (T ′

n+1 � ω→)
для всех 0 ≤ j ≤ n + 1. Следовательно, ν′ не является успешным вы-
числением.

Таким образом, имеем TS must TTS и ¬(TS′ must TTS). Пришли
к противоречию с условием теоремы.

2. ∀S ∈ Acc(TS, 〈w, d〉) . 1 �∈ S′ ∧ 1 ∈ S. Строим тест ̂TTS = (Ŝ =
(Ê, ≤̂, #̂, l̂), D̂) на основе теста ˜TTS следующим образом:

– Ê = Ẽ \ {ẽn+2, g̃n+2} ∪ {ên+2, ĝn+2},
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– ≤̂ = (≤̃ |Ê×Ê ∪{(en+1, ên+2), (ên+2, ĝn+2)})∗,
– #̂ = #̃ |Ê×Ê ∪{(e, e′), (e′, e) ∈ Ê × Ê | ∃ê ∈ Ê . e′ #̃ ê ≤̂ e},
– l̂ |Ẽ\{ẽn+2,g̃n+2}= l, l̂(ên+2) = τ , l̂(ĝn+2) = τ ,

– D̂ |Ẽ\{ẽn+2,g̃n+2}= D̃, D̂(ên+2) = [1, 1], D̂(ĝn+2) = [0, 0].
Далее рассуждаем аналогично п. 1.
3. ∃S ∈ Acc(TS, 〈w, d〉) . [¬(S |Act⊆ S′ |Act) ∧ (1 �∈ S′ ∧ 1 �∈ S)] ∧ ∃S ∈

Acc(TS, 〈w, d〉) . [(S |Act⊆ S′ |Act) ∧ (1 �∈ S′ ∧ 1 ∈ S)]. Строим тест
TTS = (S = (E,≤,#, l), D) на основе тестов ˜TTS и ̂TTS следующим
образом:

– E = Ẽ ∪ Ê,
– ≤ = ≤̃ ∪ ≤̂,
– # = #̃ ∪ #̂ ∪ {(ên+2, ẽn+2)} ∪ {(e, e′), (e′, e) ∈ E × E | ∃e′′ ∈
{ẽn+2, ên+2} . e′ # e′′ ≤ e},

– l = l̃ ∪ l̂,
– D = D̃ ∪ D̂.

Далее рассуждаем аналогично пп. 1 и 2. �
Следствие. TS ≤must TS′ ⇒ TS ≥may TS′

4. БИСИМУЛЯЦИИ И ПРЕБИСИМУЛЯЦИИ

Цель данного раздела — определить и изучить основные свойства
графа классов, а также определить понятие бисимуляции и пребисиму-
ляции между графами классов.

Далее определим понятие графа классов для временной структу-
ры событий TS. Пусть z с индексом и без него будет элементом мно-
жества Act ∪ {1} и Q ⊆ ST (TS). Множество Qτ = {M ′ ∈ ST (TS) |
∃M ∈ Q . M

ε⇒M ′} называем классом TS. Тогда NTS будет обозначать
множество классов TS. Далее определим QTS = MTS

τ и
Der(Q, z) =

⋃
M∈QDer(M, z). Пусть Q,Q1 ∈ NTS . Тогда отношение

перехода на классах определяется следующим образом: Q z→ Q1, если
Q1 = (Der(Q, z))τ . Класс Q называется достижимым, если либо Q =
QTS , либо существует достижимый класс Q′ такой, что для некоторо-
го z выполняется Q′ z→ Q. Графом классов для TS называется поме-
ченный ориентированный граф G(TS) = (VTS , ETS , lG(TS)), где множе-
ство вершин VTS — множество достижимых классов TS, множество дуг
ETS — проекция отношения z→⊆ NTS × (Act∪{1})×NTS на множество
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VTS × VTS , функция пометки lG(TS) : ETS −→ Act ∪ {1} определяется
следующим образом: l((Q,Q1)) = z ⇐⇒ Q

z→ Q1. Кроме того, каждой
вершине Q приписывается информационное поле Q.acc = min{S(M) |
M ∈ Q ∧ M � τ→}.

Пример графов классов приведен на рис. 7, где G(TS2) и G(TS′
2)

являются графами классов для временных структур событий TS2 и
TS′

2, изображенных на рис. 2. Рядом с вершиной графа указывается
значение ее информационного поля (значения, равные {∅}, опускаются).

QTS2

�
1

{{1}}

	

Q2

Q4

Q6

�

�

�

1

1

1

{{1}, {a}}

{{a}}

{{a, d}}

	

	

	

a

Q1

Q3

Q5

a

a

a

Q9Q8

d

Q7

G(TS2)

QTS′
2

�
1

{{1}}

	

Q′
2

Q′
4

Q′
6

�

�

�

1

1

1

{{1}, {a}}

{{a}}

{{a, d}}

	

	

	

a

Q′
1

Q′
3

Q′
5

a

a

a

Q′
9Q′

8

d

Q′
7

G(TS′
2)

� �

Рис. 7.

L(G(TS)) = {s ∈ (Act∪{1})∗ | s = z1 . . . zn, ∃(Qi)0≤i≤n ∈ VTS . QTS =
Q0

z1→ Q1 . . .
zn→ Qn} — язык графа классов, Der(Q, s) = {Q | s =

z1 . . . zn, ∃(Qi)0≤i≤n ∈ VTS . Q = Q0
z1→ Q1 . . .

zn→ Qn = Q} — множе-
ство вершин графа классов, достижимых из данной посредством дан-
ной строки.

Далее определим функцию ρ∗ : Dom(Act,N0) −→ (Act ∪ {1})∗ сле-
дующим образом : ρ∗(〈ε, 0〉) = ε, пусть ρ(〈w, d〉) = s, тогда ρ∗(〈w.a(d −
�(w), d〉) = sa, ρ∗(〈w, d + d′〉) = s 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸

d′

.

Кроме того, обозначим ограничение функции ρ на (Act ∪ {1})∗ через
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ρ1. Заметим, что ρ1 ◦ ρ∗ = idDom(Act,N0) и ρ∗ ◦ ρ1 = id(Act∪ {1})∗ . Из
этого легко следует справедливость следующей леммы, устанавливаю-
щей взаимосвязь между языком временной структуры событий TS и
языком графа классов для TS.
Лемма 1. s ∈ (Act ∪ {1})∗, 〈w, d〉 ∈ Dom(Act,N0),
1. 〈w, d〉 ∈ L(TS) ⇐⇒ ρ∗(〈w, d〉) ∈ L(G(TS)).
2. ρ(s) ∈ L(TS) ⇐⇒ s ∈ L(G(TS)).

Теперь мы можем сформулировать некоторые свойства графа классов.
Лемма 2. 〈w, d〉 ∈ Dom(Act,N0), Q ∈ Der(QTS , ρ∗(〈w, d〉)).
1. MTS

〈w,d〉
=⇒ M ⇐⇒ M ∈ Q,

2. Q.acc = min Acc(TS, 〈w, d〉).
Доказательство
1. Пусть ρ∗(〈w,d〉)= z1 . . .zn, n ∈N0. Тогда по определениюDer(QTS ,
ρ∗(〈w, d〉)) QTS = Q0

z1→ Q1
z2→ . . .

zn→ Qn = Q для некоторых
Qi ∈ VTS , 0 ≤ i ≤ n.
Используя определение ρ∗, получаем MTS

〈w,d〉⇒ M ⇐⇒ MTS
z1→

. . .
zn→ M . Из определения графа классов следует, что MTS

z1→
. . .

zn→M ⇐⇒ M ∈ Q, то есть MTS
〈w,d〉⇒ M ⇐⇒ M ∈ Q.

2. Следует из п. 1 и определений Q.acc и Acc(TS, 〈w, d〉). �
Следствие. ∀s ∈ L(G(TS))∃! Q ∈ Der(QTS , s).

Таким образом, все состояния временной структуры событий, до-
стижимые одним и тем же словом, образуют одну вершину в графе
классов, и для каждого слова языка графа классов существует един-
ственный путь в графе классов, этому слову соответствующий.

Прежде чем дать формальное определение бисимуляции между гра-
фами классов, рассмотрим некоторые неформальные представления.
Неформально два графа классов бисимулятивны, если вершины одного
графа могут быть сопоставлены вершинам другого следующим обра-
зом:

1) если две вершины сопоставлены друг другу, то содержимое их
информационных полей должно быть "сравнимо";

2) если две вершины сопоставлены друг другу, то переходу по z
из одной из рассматриваемых вершин должен соответствовать
переход по z из другой;

3) начальные вершины графов классов сопоставлены друг другу.

Введем дополнительные обозначения: V = VTS ∪ VTS′ , U = V × V .
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Пусть Π ⊆ U — отношение, которое отражает сравнимость информа-
ционных полей рассматриваемых графов классов. Тогда формальное
определение бисимуляции выглядит следующим образом.
Определение 5. Пусть β ⊆ VTS × VTS′ .
• β — Π-бисимуляция между G(TS) и G(TS′), если β ⊆ Π и для
любой (Q,Q′) ∈ β выполняются следующие условия:

1. если Q z→ Q1, то ∃Q′
1 ∈ VTS′ . Q′ z→ Q′

1 ∧ (Q1, Q
′
1) ∈ β;

2. если Q′ z→ Q′
1, то ∃Q1 ∈ VTS . Q

z→ Q1 ∧ (Q1, Q
′
1) ∈ β.

• G(TS) и G(TS′) Π-бисимулятивны (∼Π), если существует β —
Π-бисимуляция между G(TS) и G(TS′) такая, что (QTS , QTS′) ∈
β.

Далее полагаем Π1 = {(Q,Q′) ∈ U | Q.acc = Q′.acc}.

G(TS3)

Q1 {{a}, {b, 1}, {c, 1}}

Q5

Q6

{{b}, {c}}

Q7

G(TS′
3)


 �

� 

Q4Q3Q2

QTS3 {{1}}

�
1

a b c 1

b c

Q′
1 {{a, b}, {b, c, 1}, {a, c}}

Q′
5

Q′
6

{{b, c}}

Q′
7


 �

� 

Q′
4Q′

3Q′
2

QTS′
3 {{1}}

�
1

a b c 1

b c

����

Рис. 8.

Пример Π1-бисимуляционных графов классов приведен на рис. 7. На
рис. 8 приведены U -бисимулятивные графы классов G(TS3) и G(TS′

3).
На рис. 9 показаны графы классов G(TS4) и G(TS′

4), которые не явля-
ются U -бисимулятивными, так как ¬(QTS4

a→ Q1 ⇒ ∃Q′ . QTS′
4

a→ Q′).

Понятие пребисимуляции аналогично понятию бисимуляции. Нефор-
мально один граф классов меньше, чем второй, если вершины первого
графа могут быть сопоставлены вершинам второго следующим обра-
зом:

1) если вершина меньшего сопоставлена вершине большего, то со-
держимое информационного поля первого должно быть "меньше"ин-
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Рис. 9.

формационного поля последнего;
2) если вершина меньшего сопоставлена вершине большего и на вто-
рой вершине некоторый предикат имеет истинное значение для
некоторого z, то переходу по z из рассматриваемой вершины
меньшего графа должен соответствовать переход по z из рас-
сматриваемой вершины большего;

3) если вершина меньшего графа сопоставлена вершине большего
и на первой вершине некоторый предикат имеет истинное зна-
чение для некоторого z, то переходу по z из рассматриваемой
вершины большего графа должен соответствовать переход по z
из рассматриваемой вершины меньшего;

4) начальная вершина меньшего графа сопоставлена начальной вер-
шине большего.

Пусть Π ⊆ U — порядок, который упорядочивает информационные
поля рассматриваемых графов классов, а ψz, φz ⊆ V — предикаты на V .
Тогда формальное определение пребисимуляции выглядит следующим
образом.
Определение 6. Пусть β ⊆ VTS × VTS′ .
• β — 〈Π, ψz , φz〉-пребисимуляция между G(TS) и G(TS′), если
β ⊆ Π и для любой (Q,Q′) ∈ β выполняются следующие условия:

1. если Q′ ∈ ψz, то Q z→ Q1 ⇒ (∃Q′
1 ∈ VTS′ . Q′ z→ Q′

1 ∧
(Q1, Q

′
1) ∈ β);

2. если Q ∈ φz, то Q′ z→ Q′
1 ⇒ (∃Q1 ∈ VTS′ . Q

z→ Q1 ∧
(Q1, Q

′
1) ∈ β).

• G(TS) и G(TS′) 〈Π, ψz , φz〉-пребисимулятивны (�ψz,φz

Π ), если су-
ществует β — 〈Π, ψz, φz〉-пребисимуляция между G(TS) и G(TS′)
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такая, что (QTS , QTS′) ∈ β.
Далее полагаем Π2 = {(Q,Q′) ∈ U | Q.acc ⊂⊂ Q′.acc}.

Для графов классов на рис. 9 выполняется G(TS′
4) �V,∅U G(TS4), но

не верно G(TS4) �V,∅U G(TS′
4) и G(TS′

4) �∅,V
Π2

G(TS4), так как ¬(QTS4

a→
Q1 ⇒ ∃Q′ . QTS′

4

a→ Q′). Кроме того, не верно, что G(TS4) �∅,V
Π2

G(TS′
4),

так как ¬(QTS4 .acc ⊂⊂ QTS′
4
.acc), т.е. (QTS4 , QTS′

4
) �∈ Π2.

Определим β(TS, TS′) как множество пар вершин графов классов,
достижимых посредством одинаковых строк из начальных вершин соот-
ветствующих графов: β(TS, TS′) = {(Q,Q′) ∈ VTS×VTS′ | s ∈ L(G(TS))∩
L(G(TS′)), Q ∈ Der(QTS , s), Q′ ∈ Der(QTS′ , s)}.

Следующее утверждение характеризует введенные понятия бисиму-
ляции и пребисимуляции.
Утверждение 2. ∀Π ⊆ U , ψz, φz ∈ {∅, V }(¬(ψz = φz = ∅)) выполня-

ется
1. G(TS) �ψz,φz

Π G(TS′) ⇐⇒ β(TS, TS′) — 〈Π, ψz, φz〉-пребисиму-
ляция между G(TS) и G(TS′),

2. G(TS) ∼Π G(TS′) ⇐⇒ β(TS, TS′) — Π-бисимуляция между
G(TS) и G(TS′).

Доказательство.
1⇒ Пусть существует β — 〈Π, ψz, φz〉-пребисимуляция между G(TS)

и G(TS′). Возьмем произвольную вершину (Q,Q′) ∈ β(TS, TS′).
Тогда существует s = z1 . . . zn ∈ L(G(TS))∩L(G(TS′))(n ∈N0) та-
кая, что Q ∈ Der(QTS , s) и Q′ ∈ Der(QTS′ , s). Согласно определе-
ниюDer(QTS , s) иDer(QTS′ , s) существуют (Qi)0≤i≤n и (Q′

i)0≤i≤n
такие, что QTS = Q0

z1→ Q1 . . .Qn−1
zn→ Qn = Q и QTS′ = Q′

0
z1→

Q′
1 . . .Q

′
n−1

zn→ Q′
n = Q′. Покажем, что (Q,Q′) ∈ β. Проведем

доказательство индукцией по n.
n = 0. Непосредственно следует из определения 〈Π, ψz , φz〉-пре-
бисимуляции.
n > 0.Согласно определению β(TS, TS′) (Qn−1, Q

′
n−1) ∈ β(TS,TS′).

Тогда по предположению индукции получаем (Qn−1, Q
′
n−1) ∈ β.

Без потери общности предполагаем, что ψz �= ∅. Таким образом,
имеем Q′

n−1 ∈ ψz и Qn−1
zn→ Q. Из определения 〈Π, ψz , φz〉-преби-

симуляции получаем ∃Q′′ ∈ VTS′ . Q′
n−1

zn→ Q′′ и (Q,Q′′) ∈ β. Тогда
согласно следствию леммы 2 верно Q′ = Q′′, т.е. (Q,Q′) ∈ β.

1⇐ Следует из определения 〈Π, ψz , φz〉-пребисимуляции.
2⇒ Пусть β является Π-бисимуляцией между G(TS) и G(TS′). Возь-
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мем произвольную вершину (Q,Q′) ∈ β(TS, TS′). Тогда суще-
ствует s = z1 . . . zn ∈ L(G(TS)) ∩ L(G(TS′))(n ∈N0) такая, что
Q ∈ Der(QTS , s) и Q′ ∈ Der(QTS′ , s). Согласно определению
Der(QTS , s) и Der(QTS′ , s) существуют (Qi)0≤i≤n и (Q′

i)0≤i≤n та-
кие, что QTS = Q0

z1→ Q1 . . . Qn−1
zn→ Qn = Q и QTS′ = Q′

0
z1→

Q′
1 . . .Q

′
n−1

zn→ Q′
n = Q′. Покажем, что (Q,Q′) ∈ β. Проведем

доказательство индукцией по n.
n = 0. Непосредственно следует из определения Π-бисимуляции.
n > 0.Согласно определению β(TS, TS′) (Qn−1, Q

′
n−1) ∈ β(TS,TS′).

Тогда по предположению индукции получаем (Qn−1, Q
′
n−1) ∈ β.

Кроме того, выполняется (1) Qn−1
zn→ Q и (2) Q′

n−1
zn→ Q′. Рас-

смотрим случай (1) (случай (2) симметричен). Из определения Π-
бисимуляции следует ∃Q′′ ∈ VTS′ . Q′

n−1
zn→ Q′′ и (Q,Q′′) ∈ β. То-

гда согласно следствию леммы 2 верно Q′ = Q′′, т.е. (Q,Q′) ∈ β.
2⇐ Следует из определения Π-бисимуляции. �
Используя утверждение 2(1), легко установить, что G(TS3) �∅,V

Π2

G(TS′
3) и ¬(G(TS′

3) �∅,V
Π2

G(TS3), так как (Q′
1, Q1), (Q′

5, Q5) �∈ Π2, т.е.
β(TS′

3, TS3) не является 〈Π2, ∅, V 〉-пребисимуляцией между G(TS′
3) и

G(TS3).

5. РАСПОЗНАВАНИЕ ВРЕМЕННЫХ ТЕСТОВЫХ
ОТНОШЕНИЙ

В данном разделе устанавливаем взаимосвязь между временными
тестовыми отношениями между временными структурами событий и
отношениями бисимуляции и пребисимуляции между соответствующи-
ми графами классов.
Теорема 1. 1. TS ≤may TS′ ⇐⇒ G(TS) �V,∅U G(TS′).
2. TS ≤must TS′ ⇐⇒ G(TS) �∅,V

Π2
G(TS′).

3. TS ≤test TS′ ⇐⇒ G(TS) �V,VΠ2
G(TS′).

Доказательство.
1⇐ ПустьG(TS) �V,∅U G(TS′). Согласно утверждению 2(1) β(TS, TS′)

является 〈U, V, ∅〉-пребисимуляцией между G(TS) и G(TS′). Из
утверждения 1 (а) и леммы 1 следует, что достаточно показать
L(G(TS)) ⊆ L(G(TS′)). Возьмем произвольное s ∈ L(G(TS)).
Покажем, что s ∈ L(G(TS′)) индукцией по длине s.

s = ε. Очевидно.
s = s′z.По предположению индукции получаем s′∈L(G(TS′)).
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Тогда по определению β(TS, TS′) верно (Q,Q′) ∈ β(TS, TS′)
для Q ∈ Der(QTS , s′) и Q′ ∈ Der(QTS′ , s′). Кроме того, так
как Q′′ z→ для некоторого Q′′ ∈ Der(QTS , s′), то, согласно
следствию леммы 2, Q z→. Таким образом, имеем Q′ ∈ ψz
и Q z→ Q1 для некоторого Q1 ∈ VTS . Так как β(TS, TS′) —
〈U, V, ∅〉-пребисимуляция между G(TS) и G(TS′), то суще-
ствуетQ′

1 ∈ VTS′ такая, чтоQ′ z→ Q′
1 и (Q1, Q

′
1) ∈ β(TS, TS′).

Следовательно, s ∈ L(G(TS′)).
1⇒ Докажем, что β(TS, TS′) является 〈U, V, ∅〉-пребисимуляцией меж-

ду G(TS) и G(TS′). (QTS , QTS′) ∈ β(TS, TS′) по определению.
Пусть (Q,Q′) ∈ β(TS, TS′). По определению β(TS, TS′) можем
найти s ∈ L(G(TS)) ∩ L(G(TS′)) такую, что Q ∈ Der(QTS , s) и
Q′ ∈ Der(QTS′ , s). Согласно определению V верно Q′ ∈ V . Пред-
положим, что Q z→ Q1. Тогда sz ∈ L(G)TS)). Так как TS ≤may
TS′, то согласно утверждению 1 (а) и лемме 1 имеем L(G(TS)) ⊆
L(G(TS′)). Следовательно, sz ∈ L(G(TS′)). Тогда QTS′ = Q0

z1→
Q′

1 . . .
zn→ Q′

n
z→ Q′

n+1 для некоторых (Qi)0≤i≤n+1 ∈ VTS′ , где s =
z1 . . . zn (n ∈N0). Согласно следствию леммы 2 верно Q′ = Q′

n,
то есть Q′ z→ Q′

n+1. Кроме того, (Q1, Q
′
n+1) ∈ β(TS, TS′). В си-

лу произвольности выбранного (Q,Q′) ∈ β(TS, TS′) получаем,
что β(TS, TS′) является 〈U, V, ∅〉-пребисимуляцией между G(TS)
и G(TS′).

2⇐ Из утверждения 1(б) следует, что достаточно доказать, что для
любого 〈w, d〉 ∈ Dom(Act, N0) . Acc(TS, 〈w, d〉) ⊂⊂ Acc(TS′,
〈w, d〉). По утверждению 2(1) β(TS, TS′) является 〈Π2, ∅, V 〉-пре-
бисимуляцией между G(TS) и G(TS′), т.е. β(TS, TS′) — 〈U, ∅, V 〉-
пребисимуляция междуG(TS) иG(TS′) и β(TS, TS′) ⊆ Π2. Тогда
из определения 〈U, ∅, V 〉-пребисимуляции очевидным образом по-
лучаем, что β(TS′, TS) является 〈U, V, ∅〉-пребисимуляцией меж-
ду G(TS′) и G(TS).
Следовательно, согласно п. 1 верно TS′ ≤may TS. Применяя
утверждение 1(а) и лемму 1, получаем L(G(TS′)) ⊆ L(G(TS)).
Возьмем произвольное 〈w, d〉 ∈ L(TS′). Пусть s = ρ∗(〈w, d〉). То-
гда, согласно определению β(TS, TS′), (Q,Q′) ∈ β(TS, TS′), где
Q ∈ Der(QTS , s) и Q′ ∈ Der(QTS′ , s). Так как β(TS, TS′) ⊆
Π2, то (Q,Q′) ∈ Π2. Из определения Π2 и леммы 2(2) следует
Acc(TS, 〈w, d〉) ⊂⊂ Acc(TS′, 〈w, d〉). В силу произвольности вы-
бранного 〈w, d〉 получаем TS ≤must TS′.
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2⇒ Докажем, что β(TS, TS′) является 〈Π2, ∅, V 〉-пребисимуляцией меж-
ду G(TS) и G(TS′). Применяя следствие утверждения 1, получа-
ем TS′ ≤may TS. Из п. 1 имеем, что β(TS′, TS) является 〈U, V, ∅〉-
пребисимуляцией между G(TS′) и G(TS). Тогда из определе-
ния 〈U, V, ∅〉-пребисимуляции очевидным образом получаем, что
β(TS, TS′) является 〈U, ∅, V 〉-пребисимуляцией между G(TS) и
G(TS′). Покажем, что β(TS, TS′) ⊆ Π2. Возьмем произвольную
(Q,Q′) ∈ β(TS, TS′). По определению β(TS, TS′) можем найти
s ∈ L(G(TS)) ∩ L(G(TS′)) такую, что Q ∈Der(QTS , s) и Q′ ∈
Der(QTS′ , s). Пусть 〈w, d〉 = ρ1(s). Тогда, используя утвержде-
ние 1(2), получаем Acc(TS,〈w, d〉) ⊂⊂ Acc(TS′, 〈w, d〉). Из лем-
мы 2(2) следует Q.acc ⊂⊂ Q′.acc. Это означает, что (Q,Q′) ∈ Π2.
В силу произвольности выбранного (Q,Q′) верно β(TS, TS′) ∈
Π2.

3⇐ По утверждению 2(1) β(TS, TS′) является 〈Π2, V, V 〉-пребисиму-
ляцией междуG(TS) иG(TS′). Используя определение 〈Π2, V, V 〉-
пребисимуляции получаем, что β(TS, TS′) является как 〈U, V, ∅〉-
пребисимуляцией, так и 〈Π2, ∅, V 〉-пребисимуляцией. Тогда соглас-
но пп. 1 и 2 верно TS ≤may TS′ и TS ≤must TS′. Следовательно,
TS ≤test TS′.

3⇒ Пусть TS ≤test TS′. Это означает, что TS ≤may TS′ и TS ≤must
TS′. Тогда, используя пункты 1, 2 и утверждение 2(1), получа-
ем, что β(TS, TS′) является как 〈U, V, ∅〉-пребисимуляцией, так
и 〈Π2, ∅, V 〉-пребисимуляцией. Покажем, что β(TS, TS′) является
〈Π2, V, V〉-пребисимуляцией между G(TS) и G(TS′). Из определе-
ния 〈Π2,∅, V〉-пребисимуляции получаем β(TS, TS′) ⊆ Π2. Из опре-
деления β(TS, TS′) имеем (QTS , QTS′) ∈ β(TS, TS′). Возьмем
произвольную
(Q,Q′) ∈ β(TS, TS′). Тогда выполнение условия 1 определения
〈Π2, V, V 〉-пребисимуляции следует из условия 1 определения 〈U,V,∅〉-
пребисимуляции между G(TS) и G(TS′). Выполнение условия
2 следует из условия 2 определения 〈Π2, ∅, V 〉-пребисимуляции
между G(TS) и G(TS′). �

Теорема 2. 1. TS �may TS′ ⇐⇒ G(TS) ∼U G(TS′).
2. TS �must TS′ ⇐⇒ G(TS) ∼Π1 G(TS′).
3. TS �test TS′ ⇐⇒ G(TS) ∼Π1 G(TS′).
Доказательство. Сначала заметим, что, используя лемму 2(2), лег-

ко получить Q′.acc = Q.acc ⇐⇒ Q.acc ⊂⊂ Q′.acc ∧ Q′.acc ⊂⊂ Q.acc.
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1. TS �may TS′ ⇐⇒ TS ≤may TS′ ∧ TS′ ≤may TS
T 1(1)⇐⇒ G(TS) �V,∅U G(TS′) ∧ G(TS′) �V,∅U G(TS)
Утв. 2(1)⇐⇒ β(TS, TS′) и β(TS′, TS) являются 〈U, V, ∅〉-пребисиму-
ляциями между G(TS) и G(TS′)
Опр. 5, 6⇐⇒ β(TS, TS′) является U -бисимуляцией между G(TS)

и G(TS′)
Утв. 2(2)⇐⇒ G(TS) ∼U G(TS′).

2. Аналогично п. 1, но с использованием теоремы 1(2).
3. Аналогично п. 1, но с использованием теоремы 1(3). �
Таким образом, проблема распознавания временных тестовых отно-

шений сводится к проблеме распознавания отношений бисимуляции и
пребисимуляции, алгоритмы решения которой хорошо изучены ([13, 5]).
Но первые шаги к распознаванию - это построение графа классов для
временной структуры событий. Алгоритм построения графа классов яв-
ляется модификацией алгоритма построения детерминированного гра-
фа [1]. Прежде чем привести сам алгоритм, введем дополнительно по-
нятие графа состояний и рассмотрим алгоритм его построения.

В алгоритме построения графа классов нам понадобится понятие
графа состояний. Графом состояний для TS называется помеченный
ориентированный граф G(ST ) = (VST , EST , lST ), где множество вершин
VST ⊆ ST (TS)— множество достижимых изMTS состояний TS, множе-
ство дуг EST — проекция отношения z→⊆ ST (TS)×(Actτ∪{1})×ST (TS)
на множество VST × VST , функция пометки lST : EST −→ Actτ ∪ {1}
определяется следующим образом: l((Q,Q1)) = z ⇐⇒ Q

z→ Q1 для
z ∈ Actτ ∪ {1}. Алгоритм построения графа состояний G(ST ) состоит в
следующем.

Пусть fireable(v) — функция, вычисляющая множество {z ∈ E ∪
{1} | v z→} для v ∈ VST и succ(v, z) вычисляет состояние, в которое
v переходит посредством выполнения z, если z ∈ E, или посредством
истечения 1, если z = 1.

Инициализация: S := ∅, H := ∅;
v0 := (∅, 0); VST := {v0};
EST := ∅;
lST := ∅;
поместить v0 в S;

Пока S �= ∅ выполнять {
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взять v из S;
если v не принадлежит H , то {
добавить v в H ;
F := fireable(v);
∀z ∈ F выполнять {
v′ := succ(v, z)
VST := VST ∪ {v′};
EST := EST ∪ {(v, v′)};
lST (v, v′) =

{
l(z), если z ∈ E,
1 иначе

добавить v′ в S}}}.

Здесь S представляет собой множество состояний, которые должны
быть рассмотрены, H — множество уже рассмотренных состояний.

Для вычисления числа состояний нам понадобится максимальное
значение, которое может принять функция δ.

I = {ī = (i0, . . . ik) | ∃(ej)j∈ī . ei0 < . . . < eik ∧ •ei0 = ∅ ∧ e•ik = ∅},

cTS = max{
∑
i∈ī

maxD(ei) | ī ∈ I}.

Лемма 3. Мощность множества ST (TS) ограничено величиной

2|E
| · (cTS + 1)|E|.

Доказательство. Множество состояний ST (TS) можно предста-
вить парой массивов 〈α, β〉, определенных ниже.

Массив α — булевозначный E-индексированный массив, определяю-
щий для всех e ∈ E, включено ли e в конфигурацию.

Массив β — E-индексированный массив, в котором каждому собы-
тию e ∈ E сопоставлено одно из чисел 0, 1, · · ·, cTS . Таким образом,
массив β представляет набор значений функции δ, если и только если
δ(e) = β(e) для любого e ∈ E.

Легко видеть, что число состояний ограничено числом пар 〈α, β〉
описанной выше формы. Число способов выбора α ограничено числом
различных подможеств E, которое равно 2|E|. Для заданного α число
способов выбора β оценивается как

(cTS + 1)|E|.
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Таким образом, число состояний в TS ограничено величиной
2|E| · (cTS + 1)|E|. �

Для вершины v графа G(ST ) существует не более | E | выходных
дуг, представляющих выполнение событий, и одна дуга, представляю-
щая течение времени. Отсюда | EST | ограничено величиной O[(cTS +
1)|E|·
(| E | +1) · 2|E|]. Тогда G(ST ) может быть построен за время O[| VST |
+|EST | ].

Далее приведен алгоритм построения графа классов.
Build((VST , EST , lST ), (VTS , ETS), lTS , Q ⊆ VST ) : G(TS) × VTS =

{
Q := Qτ ;
если Q не принадлежит VTS , то
{
Q.acc := {S(v) | v ∈ Q ∧ v � τ→};
VTS := VTS ∪ {Q};
∀z ∈ {z ∈ Act ∪ {1} | ∃v ∈ Q . v

z→} выполнять
{
Qz := Der(Q, z)
((VTS ,ETS ,lTS), Q′) := Build((VST , EST , lST ),(VTS , ETS , lTS),Qz)
ETS := ETS ∪ {(Q,Q′)};
lTS(Q,Q′) = z
}}
Вернуть ((VTS , ETS , lTS), Q)

}.
((VTS , ETS , lTS), QTS) := Build((VST , EST , lST ), (∅, ∅, ∅, {v0}).

Сложность алгоритма построения графа классов экспоненциальна, так
как теоретически для каждого подмножества множества вершин графа
состояний может существовать вершина в графе классов.
Теорема 3. 1. Проблема распознавания, верно ли для времен-

ных структур событий TS и TS′, что TS ≤may TS′ (TS �may
TS′), разрешима.

2. Проблема распознавания, верно ли для временных структур со-
бытий TS и TS′, что TS ≤must TS′ (TS �must TS′), разрешима.

3. Проблема распознавания, верно ли для временных структур со-
бытий TS и TS′, что TS ≤test TS′ (TS �test TS′), разрешима.
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Доказательство. Строим граф классов согласно алгоритму, при-
веденному выше. Из теоремы 1 (2) получаем, что для решения постав-
ленного вопроса достаточно проверить, являются ли построенные гра-
фы классов G(TS) и G(TS′) пребисимулятивными (бисимулятивными).
Согласно [5] существет алгоритм распознавания пребисимуляции и Π-
бисимуляции между G(TS) и G(TS′). �

Заметим, что сложность упоминаемого алгоритма распознавания би-
симуляции — O(k ∗ l) и алгоритма распознавания пребисимуляции —
O(k4 ∗ l), где k =| VTS | + | VTS′ |, l =| ETS | + | ETS′ |.
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