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Лемма 1.

Пусть 𝒯 𝒩 — НВСП и 𝜎 ∈ ℱ𝒮(𝒯 𝒩 ). Тогда существует ̂︀𝜎 ∈ ̂︂ℱ𝒮(𝒯 𝒩 )
такой, что 𝑈𝑛𝑡𝑖𝑚𝑒𝑑(𝜎) = 𝑈𝑛𝑡𝑖𝑚𝑒𝑑(̂︀𝜎).
Доказательство леммы 1.

По определению НВСП, имеем следующие свойства хода времени:

� 𝑆
0−→ 𝑆;

� если 𝑆
𝜃−→ 𝑆′ и 𝑆′ 𝜃′−→ 𝑆′′ (𝜃, 𝜃′ ∈ R≥0), тогда 𝑆

𝜃+𝜃′−→ 𝑆′′;

где 𝑆, 𝑆′, 𝑆′′ — сосотояния НВСП 𝒯 𝒩 . Поскольку 𝜎 — конечная после-

довательность, то существует ̂︀𝜎 ∈ ̂︂ℱ𝒮(𝒯 𝒩 ) такой, что 𝑈𝑛𝑡𝑖𝑚𝑒𝑑(𝜎) =
𝑈𝑛𝑡𝑖𝑚𝑒𝑑(̂︀𝜎). �

Лемма 2.

Для сечений 𝐶,𝐶 ′ ∈ ℛ𝒞𝒰𝒯 (𝑇𝑁) верно:

(а) 𝐶 ⪯ 𝐶 ′ ⇒ 𝐶 ⊑ 𝐶 ′;

(б) 𝜏(𝐶) = 𝜏(𝐶 ′′) = 0 для любого 𝐶 ′′ ∈ 𝑅𝐶𝑢𝑡(𝐶);

(в) для любого 𝑒 ∈ 𝐹𝑖(𝐶)∩𝐹𝑖(𝐶 ′) существует 𝐶 ′′ ∈ ℛ𝒞𝒰𝒯 (𝑇𝑁) такой,
что 𝑒 ∈ 𝐹𝑖(𝐶 ′′), 𝐶 ′′ ⪯ 𝐶 и 𝐶 ′′ ⪯ 𝐶 ′.
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Доказательство леммы 2.

(а) Поскольку 𝐶 ⪯ 𝐶 ′, то существует последовательность сечений из

𝒞𝒰𝒯 (𝑁) и событий из (↓ 𝐶 ′∖↓ 𝐶) вида: 𝐶 = ̃︀𝐶0 ̃︀𝑒1 ̃︀𝐶1 . . . ̃︀𝐶𝑛−1 ̃︀𝑒𝑛 ̃︀𝐶𝑛 = 𝐶 ′

(𝑛 ≥ 0) такая, что ̃︀𝐶𝑘−1
̃︀𝑒𝑘→ ̃︀𝐶𝑘 для всех 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. В силу ацикличности

ПСС 𝑁 , имеем | ↓𝐶 ′ ∖ ↓𝐶 |= 𝑛. Покажем индукцией по 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛,
что существует последовательность сечений из ℛ𝒞𝒰𝒯 (𝑇𝑁) и событий из

(↓𝐶 ′ ∖↓ 𝐶) вида: 𝐶 = 𝐶0 𝑒1 𝐶1 . . . 𝐶𝑛−1 𝑒𝑛 𝐶𝑛 = 𝐶 ′ такая, что 𝐶𝑘−1
𝑒𝑘⇒ 𝐶𝑘

для всех 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, т.е. 𝐶 ⊑ 𝐶 ′.

i=0. Тогда имеем, что 𝐶 = 𝐶 ′.

i>0. По предположению индукции, существует последовательность се-

чений из ℛ𝒞𝒰𝒯 (𝑇𝑁) и событий из (↓ 𝐶 ′ ∖ ↓ 𝐶) вида: 𝐶 = 𝐶0 𝑒1
𝐶1 . . . 𝐶𝑖−2 𝑒𝑖−1 𝐶𝑖−1 такая, что 𝐶𝑘−1

𝑒𝑘⇒ 𝐶𝑘 для всех 1 ≤ 𝑘 < 𝑖.

Покажем, что существует 𝑒𝑖 ∈ (↓ 𝐶 ′ ∖ ↓ 𝐶) такое, что 𝐶𝑖−1
𝑒𝑖⇒ 𝐶𝑖.

Поскольку ↓𝐶𝑖−1 ⊂↓𝐶 ′, то 𝐶𝑖−1 ≺ 𝐶 ′. Это означает, что существует

последовательность 𝐶𝑖−1
𝑒𝑖1→ 𝐶𝑖 →* 𝐶 ′. Тогда 𝑒𝑖1 ∈ 𝐸𝑛(𝐶𝑖−1) и 𝑒𝑖1 ∈

(↓𝐶 ′ ∖ ↓𝐶). Если 𝑒𝑖1 ∈ 𝐹𝑖(𝐶𝑖−1), то 𝐶𝑖−1
𝑒𝑖⇒ 𝐶𝑖, где 𝑒𝑖 = 𝑒𝑖1, что и

требовалось доказать.

Теперь рассмотрим случай, когда 𝑒𝑖1 /∈ 𝐹𝑖(𝐶𝑖−1). Пусть 𝐸𝑛(𝐶𝑖−1) =
{𝑒𝑖1, . . . , 𝑒𝑖𝑚} (𝑚 > 0). Тогда (𝐶𝑖−1∖∙𝑒𝑖𝑗) ∪ 𝑒𝑖𝑗

∙ = 𝐶𝑖
𝑗 ∈ 𝒞𝒰𝒯 (𝑁), т.е.

𝐶𝑖−1 ≺ 𝐶𝑖
𝑗 , для всех 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚, по определению отношения причи-

ны на сечениях.

Сначала покажем, что существует 𝑒𝑖𝑗 ∈ 𝐸𝑛(𝐶𝑖−1) такое, что 𝑒𝑖𝑗 ∈
𝐹𝑖(𝐶𝑖−1) (1 < 𝑗 ≤ 𝑚). Предположим обратное, т.е. 𝑒𝑖𝑗 /∈ 𝐹𝑖(𝐶𝑖−1)

для всех 𝑒𝑖𝑗 ∈ 𝐸𝑛(𝐶𝑖−1). Рассмотрим произвольное 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚. То-

гда верно, что 𝐶𝑖
𝑗 /∈ ℛ𝒞𝒰𝒯 (𝑇𝑁), т.е. 𝜏(𝐶𝑖

𝑗) = ⊥. Согласно опреде-
лению ВПСС, существует ̂︀𝐶𝑖

𝑗 ∈ 𝐶𝑢𝑡(𝐶𝑖
𝑗) такое, что 𝜏( ̂︀𝐶𝑖

𝑗) > 0. Ясно,

что 𝐶𝑖−1 ̸= ̂︀𝐶𝑖
𝑗 . Кроме того,

̂︀𝐶𝑖
𝑗 /∈ 𝐶𝑢𝑡(𝐶𝑖−1), поскольку 𝜏(𝐶𝑖−1) ̸= ⊥.

Это означает, что ̂︀𝐶𝑖
𝑗 ̸⌣ 𝐶𝑖−1, т.е. ̂︀𝐶𝑖

𝑗 ≺ 𝐶𝑖−1 или 𝐶𝑖−1 ≺ ̂︀𝐶𝑖
𝑗 . Так

как 𝐶𝑖−1 ≺ 𝐶𝑖
𝑗 и ̂︀𝐶𝑖

𝑗 ∈ 𝐶𝑢𝑡(𝐶𝑖
𝑗), то верно, что 𝐶𝑖−1 ≺ ̂︀𝐶𝑖

𝑗 . Тогда

𝐶𝑖−1
𝑒𝑖𝑙→ 𝐶𝑖

𝑙 ≺ ̂︀𝐶𝑖
𝑗 для некоторого 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑚. Получаем, что для лю-

бого 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 существует ̂︀𝐶𝑖
𝑗 ∈ ℛ𝒞𝒰𝒯 (𝑇𝑁) такое, что 𝜏( ̂︀𝐶𝑖

𝑗) > 0,

𝐶𝑖
𝑗 ⌣

̂︀𝐶𝑖
𝑗 и 𝐶𝑖

𝑙 ≺ ̂︀𝐶𝑖
𝑗 для некоторого 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑚.

Возможны два случая.

1. ̂︀𝐶𝑖
𝑗 = ̂︀𝐶𝑖

𝑗′ для всех 1 ≤ 𝑗, 𝑗′ ≤ 𝑚. Тогда существует 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑚

такое, что 𝐶𝑖
𝑙 ≺ ̂︀𝐶𝑖

𝑙 , что противоречит тому, что 𝐶𝑖
𝑙 ⌣

̂︀𝐶𝑖
𝑙 .

2. ̂︀𝐶𝑖
𝑗 ̸= ̂︀𝐶𝑖

𝑗′ для некоторых 1 ≤ 𝑗, 𝑗′ ≤ 𝑚.
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*
̂︀𝐶𝑖
𝑗 ⌣ ̂︀𝐶𝑖

𝑗′ . Тогда, по определению ВПСС, 𝜏( ̂︀𝐶𝑖
𝑗′) = ⊥, что

противоречит 𝜏( ̂︀𝐶𝑖
𝑗′) > 0.

*
̂︀𝐶𝑖
𝑗 ̸⌣ ̂︀𝐶𝑖

𝑗′ . Следовательно, по определению отношения па-

раллелизма на сечениях, для любых 1 ≤ 𝑗, 𝑗′ ≤ 𝑚 вер-

но, что ̂︀𝐶𝑖
𝑗 ≺ ̂︀𝐶𝑖

𝑗′ или
̂︀𝐶𝑖
𝑗′ ≺ ̂︀𝐶𝑖

𝑗 . Поскольку 𝑁 — ацик-

личная ПСС и множество 𝐸𝑛(𝐶𝑖−1) конечно, то найдется
1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑚 такое, что ̂︀𝐶𝑖

𝑠 ⪯ ̂︀𝐶𝑖
𝑗 для любого 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚. Кро-

ме того, существует 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑚 такой, что 𝐶𝑖
𝑙 ⪯ ̂︀𝐶𝑖

𝑠. Так как̂︀𝐶𝑖
𝑠 ⪯ ̂︀𝐶𝑖

𝑙 , то 𝐶𝑖
𝑙 ⪯ ̂︀𝐶𝑖

𝑙 , в силу транзитивности отношения

причины. Получили противоречие с тем, что 𝐶𝑖
𝑙 ⌣

̂︀𝐶𝑖
𝑙 .

Следовательно, 𝐹𝑖(𝐶𝑖−1) ̸= ∅.
Рассмотрим произвольное 𝑒𝑖 ∈ 𝐹𝑖(𝐶𝑖−1). Тогда 𝑒𝑖 ∈ 𝐸𝑛(𝐶𝑖−1) и

𝐶𝑖 = ((𝐶𝑖−1∖∙𝑒𝑖)∪𝑒∙𝑖 ) ∈ ℛ𝒞𝒰𝒯 (𝑇𝑁), т.е. 𝑒𝑖 ∈↓𝐶𝑖 и 𝜏(𝐶𝑖) ̸= ⊥. Более
того, верно, что 𝐶𝑖−1

𝑒𝑖⇒ 𝐶𝑖. Известно, что 𝐶𝑖
1 = ((𝐶𝑖−1∖∙𝑒𝑖1) ∪ 𝑒𝑖1

∙),
т.е. 𝑒𝑖1 ∈↓ 𝐶𝑖

1 и 𝜏(𝐶𝑖
1) = ⊥. Ясно, что 𝐶𝑖 ̸= 𝐶𝑖

1 и 𝑒𝑖 ̸= 𝑒𝑖1. Тогда
получаем, что 𝑒𝑖 ∈ (↓𝐶𝑖∖ ↓𝐶𝑖

1) и 𝑒𝑖1 ∈ (↓𝐶𝑖
1∖ ↓𝐶𝑖). Значит, имеем,

что ¬(↓𝐶𝑖 ⊂↓𝐶𝑖
1) и ¬(↓𝐶𝑖

1 ⊂↓𝐶𝑖), т.е. 𝐶
𝑖
1 ∈ 𝐶𝑢𝑡(𝐶𝑖). Из определения

ВПСС следует, что 𝜏(𝐶𝑖) > 0, так как 𝜏(𝐶𝑖
1) = ⊥ и 𝜏(𝐶𝑖) ̸= ⊥, а

значит, что 𝐶𝑖 /∈ 𝐶𝑢𝑡(𝐶 ′), поскольку 𝜏(𝐶 ′) ̸= ⊥. Таким образом,

↓𝐶𝑖 ⊆↓𝐶 ′ или ↓𝐶 ′ ⊆↓𝐶𝑖. Так как 𝑒𝑖1 ∈↓𝐶 ′ и 𝑒𝑖1 /∈↓𝐶𝑖, то ¬(↓𝐶 ′ ⊆↓
𝐶𝑖). Значит, имеем, что ↓𝐶𝑖 ⊆↓𝐶 ′. Тогда верно, что 𝑒𝑖 ∈ (↓𝐶 ′ ∖ ↓𝐶).

(б) Рассмотрим произвольное 𝐶 ′′ ∈ 𝑅𝐶𝑢𝑡(𝐶). Тогда 𝐶 ′′ ∈ ℛ𝒞𝒰𝒯 (𝑇𝑁)
и 𝐶 ′′ ∈ 𝐶𝑢𝑡(𝐶). Предположим обратное, т.е. 𝜏(𝐶 ′′) > 0. Значит, по опре-
делению ВПСС, 𝜏(𝐶) = ⊥, получили противоречие с 𝐶 ∈ ℛ𝒞𝒰𝒯 (𝑇𝑁).

(в) Предложение 1. Если ̃︀𝐶 ∈ 𝒞𝒰𝒯 (𝑁), то ̃︀𝐶 = (∙𝑁∪(↓ ̃︀𝐶)∙)∖∙(↓ ̃︀𝐶).
Доказательство предложения. Благодаря определению ПСС,

имеем, что ↓ ∙𝑁 = ∅. Тогда ↓ ∙𝑁 ⊆ ↓ ̃︀𝐶, т.е. ∙𝑁 ⪯ ̃︀𝐶. Это означа-

ет, что существует последовательность сечений и событий вида: ∙𝑁 =̃︀𝐶0̃︀𝑒1 ̃︀𝐶1 . . . ̃︀𝑒𝑛 ̃︀𝐶𝑛 = ̃︀𝐶, где {̃︀𝑒1, . . . , ̃︀𝑒𝑛} =↓ ̃︀𝐶 и 𝐶𝑖−1
𝑒𝑖→ 𝐶𝑖, т.е. 𝐶𝑖 =

(𝐶𝑖−1∖∙𝑒𝑖) ∪ 𝑒∙𝑖 , для 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. В силу ацикличности ПСС 𝑁 , получа-

ем, что ̃︀𝐶 = (∙𝑁 ∪ (↓ ̃︀𝐶)∙)∖∙(↓ ̃︀𝐶). �
Предложение 2. Если ̃︀𝐶, ̃︀𝐶 ′ ∈ 𝒞𝒰𝒯 (𝑁), то существует ̃︀𝐶 ′′ ∈

𝒞𝒰𝒯 (𝑁) такое, что ↓ ̃︀𝐶 ′′ = ↓ ̃︀𝐶 ∩ ↓ ̃︀𝐶 ′.
Доказательство предложения. Построим индукцией по 0 ≤ 𝑖 ≤

𝑛 последовательность сечений из 𝒞𝒰𝒯 (𝑁) и событий вида: ∙𝑁 =̃︀𝐶0𝑒1 ̃︀𝐶1 . . . 𝑒𝑛 ̃︀𝐶𝑛 = ̃︀𝐶 ′′, где {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} = (↓ ̃︀𝐶 ∩ ↓ ̃︀𝐶 ′) и ̃︀𝐶𝑘−1
𝑒𝑘→ ̃︀𝐶𝑘 для

1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.

i=0. Тогда имеем, что ̃︀𝐶 ′′ = ∙𝑁 .
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i>0. По предположению индукции, существует последовательность се-

чений из 𝒞𝒰𝒯 (𝑁) и событий из (↓ ̃︀𝐶 ∩ ↓ ̃︀𝐶 ′) вида: ∙𝑁 = ̃︀𝐶0𝑒1̃︀𝐶1 . . . 𝑒𝑖−1
̃︀𝐶𝑖−1 такая, что ̃︀𝐶𝑘−1

𝑒𝑘→ ̃︀𝐶𝑘 для 1 ≤ 𝑘 < 𝑖. Покажем,

что существует 𝑒𝑖 ∈ (↓ ̃︀𝐶 ∩ ↓ ̃︀𝐶 ′) такое, что ̃︀𝐶𝑖−1
𝑒𝑖→ ̃︀𝐶𝑖. Поскольку

↓ ̃︀𝐶𝑖−1 ⊂ (↓ ̃︀𝐶 ∩ ↓ ̃︀𝐶 ′) ⊆ ↓ ̃︀𝐶, то ̃︀𝐶𝑖−1 →* ̂︀𝐶 𝑒𝑖→ . . . →* ̃︀𝐶 для некото-

рых ̂︀𝐶 ∈ 𝒞𝒰𝒯 (𝑁) и 𝑒𝑖 ∈ 𝐸𝑛( ̂︀𝐶) таких, что (↓ ̃︀𝐶 ′∩ ↓ ̂︀𝐶) = ↓ ̃︀𝐶𝑖−1

и 𝑒𝑖 ∈ (↓ ̃︀𝐶 ∩ ↓ ̃︀𝐶 ′). Аналогично, так как 𝑒𝑖 ∈ ↓ ̃︀𝐶 ′, то суще-

ствует ̂︀𝐶 ′ такой, что 𝑒𝑖 ∈ 𝐸𝑛( ̂︀𝐶 ′) и ↓ ̃︀𝐶𝑖−1 ⊆ ↓ ̂︀𝐶 ′ ⊂ ↓ ̃︀𝐶 ′. То-
гда (↓ ̂︀𝐶 ∩ ↓ ̂︀𝐶 ′) = ↓ ̃︀𝐶𝑖−1. Кроме того, 𝑒𝑖 ∈ 𝐸𝑛( ̂︀𝐶 ∩ ̂︀𝐶 ′), т.е.
∙𝑒𝑖 ⊆ ̂︀𝐶 ∩ ̂︀𝐶 ′. Благодаря предложению 1, получаем, что ∙𝑒𝑖 ⊆
((∙𝑁 ∪ (↓ ̂︀𝐶)∙)∖∙(↓ ̂︀𝐶)) ∩ ((∙𝑁 ∪ (↓ ̂︀𝐶 ′)∙)∖∙(↓ ̂︀𝐶 ′)) ⊆ (∙𝑁 ∪ ((↓ ̂︀𝐶)∙ ∩
(↓ ̂︀𝐶 ′)∙))∖(∙(↓ ̂︀𝐶)∩ ∙(↓ ̂︀𝐶 ′)). Из определения ПСС следует, что ∙𝑒𝑖 ⊆
(∙𝑁 ∪ (↓ ̂︀𝐶 ∩ ↓ ̂︀𝐶 ′)∙)∖∙(↓ ̂︀𝐶 ∩ ↓ ̂︀𝐶 ′), т.е. ∙𝑒𝑖 ⊆ ̃︀𝐶𝑖−1. Следовательно,

𝑒𝑖 ∈ 𝐸𝑛( ̃︀𝐶𝑖−1) и ̃︀𝐶𝑖−1
𝑒𝑖→ ̃︀𝐶𝑖, где ̃︀𝐶𝑖 = ( ̃︀𝐶𝑖−1∖∙𝑒𝑖) ∪ 𝑒∙𝑖 .

По определению ПСС, имеем, что ↓ ̃︀𝐶0 =↓ ∙𝑁 = ∅. Значит, ↓ ̃︀𝐶 ′′ =
{𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} = (↓ ̃︀𝐶 ′ ∩ ↓ ̃︀𝐶) �

Доказательство леммы. Рассмотрим произвольное 𝑒 ∈ 𝐹𝑖(𝐶) ∩
𝐹𝑖(𝐶 ′), т.е. 𝑒 ∈ 𝐸𝑛(𝐶) ∩ 𝐸𝑛(𝐶 ′). Благодаря предложению 1, имеем, что
∙𝑒 ⊆ ((∙𝑁 ∪ (↓ 𝐶)∙)∖∙(↓ 𝐶)) ∩ ((∙𝑁 ∪ (↓ 𝐶 ′)∙)∖∙(↓ 𝐶 ′)) ⊆ (∙𝑁 ∪ ((↓ 𝐶)∙ ∩
(↓ 𝐶 ′)∙))∖(∙(↓ 𝐶)∩∙(↓ 𝐶 ′)). Значит, ∙𝑒 ⊆ (∙𝑁∪(↓ 𝐶 ∩ ↓ 𝐶 ′)∙)∖∙(↓ 𝐶 ∩ ↓ 𝐶 ′),
по определению ПСС. По предложению 2, существует сечение 𝐶 ′′ такое,
что ↓ 𝐶 ′′ = ↓ 𝐶∩↓ 𝐶 ′, т.е. 𝐶 ′′ ⪯ 𝐶, 𝐶 ′′ ⪯ 𝐶 ′ и ∙𝑒 ⊆ (∙𝑁 ∪(↓ 𝐶 ′′)∙)∖∙(↓ 𝐶 ′′).
Из предложения 1 следует, что ∙𝑒 ⊆ 𝐶 ′′, т.е. 𝑒 ∈ 𝐸𝑛(𝐶 ′′).

Покажем, что 𝐶 ′′ ∈ ℛ𝒞𝒰𝒯 (𝑇𝑁). Предположим обратное, т.е. 𝜏(𝐶 ′′) =
⊥. Тогда, по определению ВПСС, существует ̂︀𝐶 ′′ ∈ 𝐶𝑢𝑡(𝐶 ′′) такое, что
𝜏( ̂︀𝐶 ′′) > 0. Поскольку ↓ 𝐶 ′′ = (↓ 𝐶 ′ ∩ ↓ 𝐶), то ¬((↓ 𝐶 ∩ ↓ 𝐶 ′) ⊆ ↓ ̂︀𝐶 ′′) и
¬(↓ ̂︀𝐶 ′′ ⊆ (↓ 𝐶∩↓ 𝐶 ′)). Тогда ¬(↓ 𝐶 ⊆ ↓ ̂︀𝐶 ′′) и ¬(↓ 𝐶 ′ ⊆ ↓ ̂︀𝐶 ′′). Кроме того,
¬(↓ ̂︀𝐶 ′′ ⊆ ↓ 𝐶) или ¬(↓ ̂︀𝐶 ′′ ⊆ ↓ 𝐶 ′). Следовательно, либо ̂︀𝐶 ′′ ∈ 𝐶𝑢𝑡(𝐶),
либо ̂︀𝐶 ′′ ∈ 𝐶𝑢𝑡(𝐶 ′). Из определения ВПСС следует, что 𝜏(𝐶) = ⊥ или

𝜏(𝐶 ′) = ⊥, получили противоречие с 𝐶,𝐶 ′ ∈ ℛ𝒞𝒰𝒯 (𝑇𝑁).
Так как, 𝑒 ∈ 𝐹𝑖(𝐶) ∩ 𝐹𝑖(𝐶 ′), то ((𝐶∖∙𝑒) ∪ 𝑒∙) и ((𝐶 ′∖∙𝑒) ∪ 𝑒∙) из

ℛ𝒞𝒰𝒯 (𝑇𝑁). Рассуждая аналогично доказательству 𝐶 ′′ ∈ ℛ𝒞𝒰𝒯 (𝑇𝑁),
получаем, что ((𝐶 ′′∖∙𝑒)∪𝑒∙) ∈ ℛ𝒞𝒰𝒯 (𝑇𝑁). Поскольку 𝐶 ′′ ∈ ℛ𝒞𝒰𝒯 (𝑇𝑁)
и 𝑒 ∈ 𝐸𝑛(𝐶 ′′), то 𝑒 ∈ 𝐹𝑖(𝐶 ′′). Таким образом, 𝐶 ′′ ⪯ 𝐶, 𝐶 ′′ ⪯ 𝐶 ′ и
𝑒 ∈ 𝐹𝑖(𝐶 ′′). �

Лемма 3.

Пусть 𝜋 = (𝑇𝑁,𝜙) — временной процесс НВСП 𝒯 𝒩 , 𝐶 ∈ ℛ𝒞𝒰𝒯 (𝑇𝑁)
и сужение 𝜙 на 𝐶 — биекция между 𝐶 и 𝜙(𝐶). Тогда для любого 𝑉 ∈
𝐸𝑛(𝐶) верно:

(а) сужение 𝜙 на множество ∙𝑉 — биекция между ∙𝑉 и ∙𝜙(𝑉 );
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(б) сужение 𝜙 на 𝑉 — биекция между 𝑉 и 𝜙(𝑉 );

(в) если 𝜙(𝑉 ) — шаг НВСП, то сужение 𝜙 на множество 𝑉 ∙ — биекция

между 𝑉 ∙ и 𝜙(𝑉 )∙.

Доказательство леммы 3.

(а) По определению гомоморфизма, имеем, что сужение 𝜙 на ∙𝑒 — би-

екция между ∙𝑒 и ∙𝜙(𝑒) для любого 𝑒 ∈ 𝑉 . Тогда сужение 𝜙 на
∙𝑉 — сюръекция на множество ∙𝜙(𝑉 ). Пусть 𝑏, 𝑏′ ∈ ∙𝑉 такие, что

𝜙(𝑏) = 𝜙(𝑏′). Так как 𝑉 ∈ 𝐸𝑛(𝐶), то ∙𝑉 ⊆ 𝐶. Значит, 𝑏 = 𝑏′, по-
скольку сужение 𝜙 на 𝐶 — биекция между 𝐶 и 𝜙(𝐶). Получаем,
из 𝜙(𝑏) = 𝜙(𝑏′) следует, что 𝑏 = 𝑏′, для любых 𝑏, 𝑏′ ∈ ∙𝑉 , т.е. суже-
ние 𝜙 на ∙𝑉 — инъекция в ∙𝜙(𝑉 ). Следовательно, сужение 𝜙 на

множество ∙𝑉 — биекция между ∙𝑉 и ∙𝜙(𝑉 ).

(б) Очевидно, что сужение 𝜙 на 𝑉 — сюръекция на множество 𝜙(𝑉 ).
Осталось показать, что данное сужение является инъекцией в мно-

жество 𝜙(𝑉 ). Предположим обратное, т.е. существуют 𝑒 ̸= 𝑒′ ∈ 𝑉
такие, что 𝜙(𝑒) = 𝜙(𝑒′). Тогда ∙𝜙(𝑒) = ∙𝜙(𝑒′). По определению го-

моморфизма, получаем, что 𝜙(∙𝑒) = 𝜙(∙𝑒′). Так как ∙𝑒 ∪ ∙𝑒′ ⊆ ∙𝑉 ,
то ∙𝑒 = ∙𝑒′, согласно пункту (а). Следовательно, 𝑒 = 𝑒′, по опреде-
лению ПСС. Получили противоречие с 𝑒 ̸= 𝑒′.

(в) По определению гомоморфизма, имеем, что сужение 𝜙 на 𝑒∙ —

биекция между 𝑒∙ и 𝜙(𝑒)∙ для любого 𝑒 ∈ 𝑉 . Тогда сужение 𝜙 на

𝑉 ∙ — сюръекция на множество 𝜙(𝑉 )∙. Пусть 𝑏, 𝑏′ ∈ 𝑉 ∙ такие, что
𝜙(𝑏) = 𝜙(𝑏′). Тогда 𝑏 ∈ 𝑒∙ и 𝑏′ ∈ 𝑒′∙ для некоторых 𝑒, 𝑒′ ∈ 𝑉 . Из
определения гомоморфизма получаем, что 𝜙(𝑏) = 𝜙(𝑏′) ∈ 𝜙(𝑒∙) ∩
𝜙(𝑒′∙) = 𝜙(𝑒)∙ ∩ 𝜙(𝑒′)∙. Так как 𝜙(𝑉 ) — шаг и 𝜙(𝑒)∙ ∩ 𝜙(𝑒′)∙ ̸= ∅, то
𝜙(𝑒) = 𝜙(𝑒′). Благодаря пункту (б), получаем, что 𝑒 = 𝑒′. Значит, по
определению гомоморфизма, 𝑏 = 𝑏′, так как 𝑏, 𝑏′ ∈ (𝑒 = 𝑒′)∙ и 𝜙(𝑏) =
𝜙(𝑏′). Получаем, из 𝜙(𝑏) = 𝜙(𝑏′) следует, что 𝑏 = 𝑏′, для любых

𝑏, 𝑏′ ∈ 𝑉 ∙, т.е. сужение 𝜙 на 𝑉 ∙ — инъекция в 𝜙(𝑉 )∙. Следовательно,
сужение 𝜙 на множество 𝑉 ∙ — биекция между 𝑉 ∙ и 𝜙(𝑉 )∙. �

Лемма 4.

Пусть 𝜋 = (𝑇𝑁,𝜙) — временной процесс НВСП 𝒯 𝒩 , 𝜔𝑙 = 𝐶0 . . . 𝐶𝑙 и

𝜔′
𝑚 = 𝐶 ′

0 . . . 𝐶
′
𝑚 — префиксы графиков 𝜔 и 𝜔′ из 𝐺𝑟𝑎𝑝ℎ(𝑇𝑁) соответ-

ственно и переход 𝑡 ∈ 𝑇 такие, что 𝐶𝑙 = 𝐶 ′
𝑚 и 𝑡 ∈ 𝐸𝑛(𝜙(𝐶𝑙 = 𝐶 ′

𝑚)).
Тогда

Clock(𝜔𝑙, 𝑡) = Clock(𝜔′
𝑚, 𝑡).
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Доказательство леммы 4.

Предложение. Если 𝐶 ∈ 𝒞𝒰𝒯 (𝑁), то сужение 𝜙 на 𝐶 — биекция между

𝐶 и 𝜙(𝐶).
Доказательство предложения. Благодаря определению ПСС,

имеем, что ↓ ∙𝑁 = ∅. Тогда ↓ ∙𝑁 ⊆ ↓ 𝐶, т.е. ∙𝑁 ⪯ 𝐶. Это означа-

ет, что существует последовательность сечений и событий вида: ∙𝑁 =̂︀𝐶0𝑒1 ̂︀𝐶1 . . . 𝑒𝑛 ̂︀𝐶𝑛 = 𝐶 такая, что ̂︀𝐶𝑗−1
𝑒𝑗→ ̂︀𝐶𝑗 для 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛. Покажем

индукцией по 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, что 𝜙(𝑒1) . . . 𝜙(𝑒𝑛) — пробег в 𝒩 (базовая сеть

Петри 𝒯 𝒩 ), т.е. 𝑀0 𝜙(𝑒1)−→ 𝑀1 . . .𝑀𝑛−1 𝜙(𝑒𝑛)−→ 𝑀𝑛, и сужение 𝜙 на ̂︀𝐶𝑖 —

биекция между ̂︀𝐶𝑖 и 𝑀 𝑖.

i=0. Сужение 𝜙 на ̂︀𝐶0 =
∙𝑁 — биекция между ̂︀𝐶0 и𝑀0, по определению

гомоморфизма.

i>0. По предположению индукции, имеем, что𝑀0 𝜙(𝑒1)−→ 𝑀1 . . .𝑀 𝑖−2 𝜙(𝑒𝑖−1)−→
𝑀 𝑖−1 и сужение 𝜙 на ̂︀𝐶𝑖−1 — биекция между ̂︀𝐶𝑖−1 и 𝑀 𝑖−1. По-

скольку ̂︀𝐶𝑖−1
𝑒𝑖→ ̂︀𝐶𝑖, то 𝑒𝑖 ∈ 𝐸𝑛( ̂︀𝐶𝑖−1), т.е.

∙𝑒𝑖 ⊆ ̂︀𝐶𝑖−1. Это озна-

чает, что 𝜙(∙𝑒𝑖) ⊆ 𝜙( ̂︀𝐶𝑖−1) = 𝑀 𝑖−1. Значит, 𝜙(𝑒𝑖) ∈ 𝐸𝑛(𝑀 𝑖−1),
по определению гомоморфизма. Тогда, из определения СП сле-

дует, что 𝑀 𝑖−1 𝜙(𝑒𝑖)−→ 𝑀 𝑖, где 𝑀 𝑖 = (𝑀 𝑖−1∖∙𝜙(𝑒𝑖)) ∪ 𝜙(𝑒𝑖)
∙. Пока-

жем, что сужение 𝜙 на ̂︀𝐶𝑖 — биекция между ̂︀𝐶𝑖 и 𝑀 𝑖. Так как̂︀𝐶𝑖−1
𝑒𝑖→ ̂︀𝐶𝑖, то ̂︀𝐶𝑖 = ( ̂︀𝐶𝑖−1∖∙𝑒𝑖) ∪ 𝑒∙𝑖 . Используя определение гомо-

морфизма и тот факт, что сужение 𝜙 на ̂︀𝐶𝑖−1 биекция между ̂︀𝐶𝑖−1

и 𝑀 𝑖−1, получаем, 𝜙( ̂︀𝐶𝑖) = (𝜙( ̂︀𝐶𝑖−1)∖∙𝜙(𝑒𝑖)) ∪ 𝜙(𝑒𝑖)
∙ = 𝑀𝑖. Кроме

того, поскольку 𝒩 — бесконтактная СП и 𝜙(𝑒𝑖) ∈ 𝐸𝑛(𝑀 𝑖−1), то
(𝜙( ̂︀𝐶𝑖−1)∖∙𝜙(𝑒𝑖)) ∩ 𝜙(𝑒𝑖)

∙ = ∅. Следовательно, сужение 𝜙 на ̂︀𝐶𝑖 —

биекция между ̂︀𝐶𝑖 и 𝑀 𝑖. �

Доказательство леммы. Достаточно показать, что Clock(𝜔𝑙, 𝑡) ≥
Clock(𝜔′

𝑚, 𝑡) (Clock(𝜔′
𝑚, 𝑡) ≥ Clock(𝜔𝑙, 𝑡) симметрично).

Возможны два случая.

� Clock(𝜔𝑙, 𝑡) =
∑︀

0≤𝑗≤𝑙

𝜏(𝐶𝑗). Так как 𝜔, 𝜔′ ∈ 𝐺𝑟𝑎𝑝ℎ(𝑇𝑁) и 𝐶𝑙 = 𝐶 ′
𝑚,

то Clock(𝜔𝑙, 𝑡) =
∑︀

𝐶∈({𝐶0,...,𝐶𝑙}∩{𝐶′
0,...,𝐶

′
𝑚})

𝜏(𝐶) ≥ Clock(𝜔′
𝑚, 𝑡), бла-

годаря утверждению 1(б).

� Clock(𝜔𝑙, 𝑡) =
∑︀

𝑘<𝑗≤𝑙

𝜏(𝐶𝑗) для некоторого 𝑘 < 𝑙, т.е. 𝑡 /∈ 𝐸𝑛(𝜙(𝐶𝑘))

и 𝑡 ∈ 𝐸𝑛(𝜙(𝐶𝑘+1)). Значит, существует 𝑝 ∈ ∙𝑡 ⊆ 𝜙(𝐶𝑘+1) такой, что

𝑝 /∈ 𝜙(𝐶𝑘). Так как 𝜔 ∈ 𝐺𝑟𝑎𝑝ℎ(𝑇𝑁), то 𝐶𝑘
𝑉𝑘+1⇒ 𝐶𝑘+1, т.е.

∙𝑉𝑘+1 ⊆ 𝐶𝑘

и 𝐶𝑘+1 = (𝐶𝑘∖∙𝑉𝑘+1) ∪ 𝑉 ∙
𝑘+1. Тогда 𝑝 ∈ 𝜙(𝑉 ∙

𝑘+1) и 𝑝 /∈ 𝜙(∙𝑉𝑘+1), т.е.
𝑝 ∈ 𝜙(𝑒∙) и 𝑝 /∈ 𝜙(∙𝑒) для некоторого 𝑒 ∈ 𝑉𝑘+1. Поскольку 𝑒 ∈
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↓ 𝐶𝑙 = ↓ 𝐶 ′
𝑚, то, по определению графика, cуществует 0 ≤ 𝑘′ < 𝑚

такой, что 𝑒 ∈ 𝑉 ′
𝑘′+1 и 𝐶 ′

𝑘′

𝑉 ′
𝑘′+1⇒ 𝐶 ′

𝑘′+1, т.е. 𝑒 ∈ 𝐸𝑛(𝐶 ′
𝑘′) и 𝑒 ∈ ↓ 𝐶 ′

𝑘′+1.

Покажем, что 𝑝 /∈ 𝜙(𝐶 ′
𝑘′). Предположим обратное, т.е. 𝑝 ∈ 𝜙(𝐶 ′

𝑘′).
Тогда 𝑝 ∈ 𝜙(𝐶 ′

𝑘′∖∙𝑒), так как 𝑝 /∈ 𝜙(∙𝑒). Поскольку 𝑝 ∈ 𝜙(𝑒∙),
то, в силу ацикличности ПСС, получаем, что сужение 𝜙 на 𝐶 =
(𝐶 ′

𝑘′∖∙𝑒) ∪ 𝑒∙ ∈ 𝒞𝒰𝒯 (𝑁) не является инъекцией в 𝜙(𝐶). Полу-
чили противоречие с тем, что сужение 𝜙 на 𝐶 — биекция меж-

ду 𝐶 и 𝜙(𝐶), по предложению. Следовательно, 𝑝 /∈ 𝜙(𝐶 ′
𝑘′), т.е.

𝑡 /∈ 𝐸𝑛(𝜙(𝐶 ′
𝑘′)).

Поскольку, 0 ≤ 𝑘′ < 𝑚, 𝑡 /∈ 𝐸𝑛(𝜙(𝐶 ′
𝑘′)) и 𝑡 ∈ 𝐸𝑛(𝜙(𝐶 ′

𝑚)), то суще-
ствует 𝑘′ ≤ 𝑖 < 𝑚 такой, что 𝑡 /∈ 𝐸𝑛(𝜙(𝐶 ′

𝑖)) и 𝑡 ∈ 𝐸𝑛(𝜙(𝐶 ′
𝑖+1)), т.е.

Clock(𝜔′
𝑚, 𝑡) =

∑︀
max 𝑖<𝑗≤𝑚 : 𝑡∈𝐸𝑛(𝜙(𝐶′

𝑗))

𝜏(𝐶 ′
𝑗). Тогда Clock(𝜔′

𝑚, 𝑡) ≤∑︀
𝑘′<𝑗≤𝑚

𝜏(𝐶 ′
𝑗). Так как 𝑒 ∈ ↓ 𝐶 ′

𝑘′+1, то из определения графика сле-

дует, что 𝑒 ∈ ↓ 𝐶 ′
𝑗 для 𝑘′ < 𝑗 ≤ 𝑚. Кроме того, 𝑒 /∈ ↓ 𝐶𝑖 для

0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, так как 𝑒 ∈ 𝑉𝑘+1. Значит, 𝐶 ′
𝑗 /∈ {𝐶0, . . . , 𝐶𝑘} для

𝑘′ < 𝑗 ≤ 𝑚. Покажем, что если 𝜏(𝐶 ′
𝑗) > 0 (𝑘′ < 𝑗 ≤ 𝑚), то

𝐶 ′
𝑗 ∈ {𝐶𝑘+1, . . . , 𝐶𝑙}. Рассмотрим произвольное 𝑘′ < 𝑗 ≤ 𝑚 та-

кое, что 𝜏(𝐶 ′
𝑗) > 0. Поскольку 𝜔 ∈ 𝐺𝑟𝑎𝑝ℎ(𝑇𝑁) и 𝐶 ′

𝑗 ⪯ 𝐶 ′
𝑚 = 𝐶𝑙,

то 𝐶 ′
𝑗 = 𝐶𝑖 для некоторого 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙, благодаря утвержде-

нию 1(б). Кроме того, 𝑖 > 𝑘, так как 𝐶𝑖 = 𝐶 ′
𝑗 /∈ {𝐶0, . . . , 𝐶𝑘}.

Получили, что 𝐶 ′
𝑗 = 𝐶𝑖 ∈ {𝐶𝑘+1, . . . , 𝐶𝑙}. Следовательно, име-

ем, что Clock(𝜔′
𝑚, 𝑡) ≤

∑︀
𝑘′<𝑗≤𝑚

𝜏(𝐶 ′
𝑗) =

∑︀
𝐶∈{𝐶′

𝑘′+1
,...,𝐶′

𝑚}
𝜏(𝐶) =∑︀

𝐶∈({𝐶′
𝑘′+1

,...,𝐶′
𝑚}∩{𝐶𝑘+1,...,𝐶𝑙})

𝜏(𝐶) ≤
∑︀

𝑘<𝑗≤𝑙

𝜏(𝐶𝑗) = Clock(𝜔𝑙, 𝑡). �
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